P13 - Exponencialni model jednoduché obsluhy
3.2 Exponencialni model jednoduché obsluhy

Nejprve popiSeme nejjednodussi pfipad, kdy rozdéleni cetnosti nahodnych,
vzajemné nezavislych nahodnych veli€in, tj. dob obsluhy a dob mezi pfichody ma
charakter exponencialniho rozdéleni. Jedna se o otevieny systém s jednou stanici
obsluhy. Dale budeme predpokladat, ze i rezim fronty je jednoduchy a ze v pfipadé
nepostacujici kapacity obsluzného zarizeni budou pozadavky trpélivé cekat ve
fronté na obsluhu. Odbavovani se provadi ve stejném poradi, v jakém pozadavky
prichazeji.

Primérny pocet pozadavku, které vstupuji do systému za urcity ¢asovy interval
neboli intenzita pfichodii oznaéime A a primérny poéet pozadavki (zakazniki)
obslouzenych za ¢asovy interval (intenzitu obsluhy) oznac¢ime Ul .

Za predpokladu Poissonova rozdéleni rozloZeni poctu vstupujicich pozadavki je
mozno pravdépodobnost vstupu n jednotek v intervalu T = (0,t) vyjadfit ve tvaru

(3.1) I,Z(T):qnze_”

Pii konstrukci modell hromadné obsluhy je nutno vzdy testovat (nejlépe napf.
pomoci )(2 testi dobré shody, zda zjiSténa empiricka rozdéleni dob mezi

prfichody pripadné dob trvani obsluhy vyhovuji predpokladu exponencialniho
rozdéleni popfipadé Poissonova rozdéleni pro pocet vstupujicich a obslouzenych
poZadavku.

Predpokladejme dale, ze stav systému v libovolném ¢asovém okamziku t, ktery
bude jednoznaéné uréen ¢€islem n udavajicim pocet jednotek v systému, nezavisi
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hromadné obsluhy ma charakter Markovova procesu.
Znamené-li ), stav, kdy v systému je pravé n jednotek, pak v intervalu (£, I,
se mohou uskutec¢nit pouze tyto prechody:

Y Yy pro vychozi stav
‘)”lA ’ ‘)”lé ’ LS’IA pro n\ .

Uvazujeme tedy pouze moznost setrvani ve stavu nebo prechod mezi sousednimi
stavy. To je dulsledek toho, Zze pravdépodobnosti prechodl, za predpokladu
exponencialniho rozdéleni, mezi nesousednimi stavy budou nekone¢né malé. To
odpovida ...., Ze pravdépodobnosti vstupu, resp. obsluhy vice nez jedné jednotky
v éasovém intervalu ZFjsou zanedbatelné. Nepodminénou pravdépodobnost, Ze
systém se v okamziku t nachazi ve stavu b,',, tzn.ze n-1 pozadavku ¢eka ve fronté a

jeden je v obsluze, oznagime 1)(7)



Je-li AZL pravdépodobnost pfichodu jednotky vintervalu (4,7, ) a U/
pravdépodobnost ukonéeni obsluhy v intervalu (Z,/_ ), pak po uplynuti doby
Zse zméni [)(T) v pravdépodobnost [}(7 | ). Soustavu pravdépodobnosti

pfechodu mezi jednotlivymi stavy za dobu /Fnaeho systému vyjadiime pro
prehlednost matici pravdépodobnosti prechodu v této podobé:
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Intenzitu pfechodu udavaji tedy veliéiny /, . Na uhlopficce matice jsou vyrazy
odpovidajici pravdépodobnostem setrvani ve stavu, vpravo od ni pak
pravdépodobnosti pfichodu pozadavku a vlevo pravdépodobnosti ukonceni
obsluhy pozadavku. Ostatni prvky této matice jsou nulové, nebot’ jina moznost
prechodu mezi nesousednimi stavy prakticky neni mozna.

Je-li v okamziku t vektor nepodminénych prsti 23,(7 Jdan vyrazem

(3.2) at)_ Y pt) p(i)....pfY)......

pak po uplynuti intervalu ZF bude platit

(3.3) Pyt — [

Ze vztahu(3.3) dostaneme tudiz

(3.4A) e, ) _ Tpit),. Ap(t) o Kk_ .
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Po upravé ( prevedeni [)(t) na pravou stranu a vydéleni LY ) dostaneme:
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Jak patno, leva strana v limité pro LX | déava derivaci Pk(U):

(3.6A) o= (Y. )

Podobné mame pro K<

(3.6B) BEO_- | W0, 709, 70



Ziskame tim soustavu n+1 linearnich homogennich diferencialnich rovnic pro

pravdépodobnosti  [u(t), PIT), PAY,....{K{0), Tato soustava se nékdy

nazyva Erlangova soustava. Jejim Fe$enim je mozné uréit pravdépodobnosti [&(T)
jako funkce parametri A L.

| kdyz integrovani této soustavy je v principu mozné, mulze byt spojeno
s nemalymi vypoctovymi obtizemi. Z divodu zjednoduseni vypoc¢ti budeme proto
zkoumat, zda se uvazovany systém hromadné obsluhy po néjaké dost dlouhé
dobé nestabilizuje, tj. pfestane byt zavisly na ¢ase t a na vychozich podminkach.

Podminkou stabilizace zkoumaného systému je platnost vztahu

I _"~O_ «k=012..
priéemz aspon jedno z n( musi byt rGizné od nuly.
Protoze Markoviv fetézec odpovidajici matici pravdépodobnosti piechodu P je
ergodicky (a neperiodicky), existuji pro viechny pravdépodobnosti [k(t) limity [
a sice bud’ vSechny kladné nebo vsechny nulové.

Je-li spInéna podminka pro stabilizaci systému hromadné obsluhy, pak pro 7 |
se budou derivace v rovnicich (3. )blizit k nule, takze mizeme psat:

(3.7A) N_ K_
(3.7B) N k_ K<

Postupnym rozepsanim téchto rovnic dostaneme

]
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Protoze plati 3:]( 1 miZeme psat: 1_n"k1( ” .pro A_

(3.9) 1_ 1—1)‘ takze )_

' Druha moznost mize nastat jen u nekoneéného poétu stavu



y
Vyraz O__  udava stupei vytizenosti systému hromadné obsluhy. Nazyvame ho

prumérna intenzita provozu. Pouzijeme-li vyraz pro vyjadreni limitni, tj. stacionarni
pravdépodobnosti, dostaneme

(3.10) R _ P Ks

Pro otevieny systém muzeme predpokladat, ze rada p( na pravé strané vztahu
(3.10) bude klesajici, tj. s rostoucim n konverguje k nule, takze plati |p <

V pfipadé, ze by platilo |p> , systém se nestabilizuje a posloupnost p1
neohrani¢ené roste. Pravdépodobnost toho, ze nahodna veli¢ina N predstavujici
pocet jednotek v systému bude vétsi nez n vyjadfime pro |p < takto:

ey PNS _ oy o = C PRl L otk
Napf. pravdépodobnost, ze jednotka bude muset c¢ekat, ktera je dana
pravdépodobnosti, ze v systému je alespoii jeden pozadavek, Ize vyjadrit
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3.3 Zakladni charakteristiky systému

Zname-li  rozdéleni  stacionarnich  pravdépodobnosti n( vyjadrujici

pravdépodobnosti poétu jednotek nachazejicich se v systému hromadné obsluhy,
muzeme urcit zakladni charakteristiky pouzivané k posouzeni efektivnosti SHO jak
z hlediska obsluhovanych pozadavkii, tak z hlediska vyuziti obsluznych zafizeni.
Jednd se napi. o priumérny pocet pozadavku v systému, prumérny pocet
poZadavki Cekajicich ve fronté, primérné doby ¢ekani v systému ¢i ve fronté
apod.

3.2.1 Primérny pocet pozadavki v systému

(3.12) ﬁzk3(n(=1_pk§(d‘=1_p.§)2+23+$+...:=1_p,Pko§(¢<_12

Vzhledem k tomu, Ze fada WJ je derivaci geometrické Fady k‘%j(, pak pokud

plati p  » bude jeji soucet roven derivaci souctu této geometrické rady, neboli
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Dosazenim (3.13) do (3.12) dostaneme pro primérny pocet pozadavki v systému

* Prvni €len v nekoneéném souctu (pro k=0) je ziejmé nulovy.



A
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3.2.2 Prumérny pocet pozadavku ve fronté

Zakaznika vyzadujiciho obsluhu zajima i primérny pocet pozadavku ve fronté nf:

Stredni hodnota nahodné veli¢iny ﬁ udavajici velikost fronty* je dana vyrazem
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3.2.3 Primérna doba stravena v systému .

Tuto dobu vypoéteme podle Littleovy formule: ﬂ_ 7 . Z ni dostaneme:

T ,@ TA 1F

3.2.3 Prumérna doba ¢ekani ve fronté
Pro rezim fronty, kdy pozadavky jsou obsluhovany v poradi _?l"l’chodl‘] (FIFO), je

tato doba dana rozdilem primérné doby stravené v systému 1 a primérné doby

obsluhy jednoho pozadavku |J— :
-~ 1 1 1 A
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3.2.4 Pravdépodobnost vyskytu fronty nenulové délky

K vytvoreni fronty dojde tehdy, jsou-li v systému nejméné 2 pozadavky. Jeden je
obsluhovan, druhy éeka ve fronté

Rk - _ - . __ 1L -

3.2.5 Pravdépodobnost vyskytu minimalné I pozadavku v systému
Obdobné predchozimu vypoéteme jako

" - 0 - 1 -
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> Z podminky p  Vyplyva, Ze jmenovatel IJ_ bude kladny. Je patrné, ze zvysuijici se
intenzita vstupnich pozadavku A neprevysujici M bude znamenat rist primérného poctu

pozadavk( v systému.

* Pocet pozadavku ve fronté je dan poctem pozadavk( v systému zmenSenym o 1 (o pravé
obsluhovany pozadavek).

> Opét je prirozené, ze zvysujici se rozdil v intenzité vystupu oproti intenzité vstupu IJ_ bude
znamenat zkraceni doby, po kterou pozadavek setrva v systému.



Pii modelovani MHO se uplatiuji ze stochastickych procesu predevsim Markovovy
procesy se spojitym Casem a s diskrétnimi stavy. Zpravidla jde o pomérné
jednoduché procesy, nebot' pfechody mezi stavy jsou dost omezené. Predpoklada
se,ze prechody z libovolného stavu Sk jsou mozné pouze do sousednich stavil Si.1,
Sk+1. Pfechod ze stavu Sk do stavu S+ znamena prichod jednoho pozadavku do
systému a obdobné Sk do stavu Sk.1 znamena odbaveni pozadavku v systému po
skonéeni obsluhy.

Nachazi-li se vsystému obsluhy v libovolném okamziku pravé k pozadavki
(systém je ve stavu Si), pravdépodobnosti prechodi mezi sousednimi stavy jsou
nezavislé na ¢ase a zavisi jen na stavu Sk (de-li 0 homogenni proces).



