P2 - Zakladni charakteristiky stavi Markovova retézce
1.4 Pravdépodobnost priichodu stavem, resp. prechodu do jiného stavu

Vyznamnou ulohu pii popisu vlastnosti markovskych retézci hraje doba priuchodu
danym stavem ( téZ doba navratu) (po jednom, resp. po n krocich), resp. doba prechodu
do tohoto stavu z jiného stavu (po jednom, resp.n krocich).

Podle dfive zavedeného znaceni pfislusnych pravdépodobnosti pfechodu po n
krocich, resp. navratu do stavu po n krocich zna¢ime (pro j-ty stav) pij(“) , resp.
p jj(“). Jak dale ukazeme, tyto charakteristiky maji velkou duilezitost pfi klasifikaci
stavi fetézce. S ohledem na jiz zavedené pojmy pripomenme, ze

Pravdépodobnost navratu do stavu i po n krocich je

(1.11A) pi™ =Pr{X, =ilX, =i} , picemz p;{® =1 (konvence)
Pravdépodobnost prechodu ze stavu i do stavu j po n krocich je

(1.11B) py™ =Pr{X, =X, =i} , piicemz p,*’ =0 (convence)
Vypocet téchto pravdépodobnosti se provadi na zakladé znalosti matice

pravdépodobnosti prechodu po jednom P resp. n krocich P".
Charakter jednotlivych stavu je vyznamné ovlivnén, jak dale ukazeme, chovanim
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posloupnosti Zopii(") ,resp. Zopij(“). Poznamenejme soucasné, Zze ani u pomeérné
n= n=

jednoduchych tvarl matic pravdépodobnosti prechodu nemusi byt takovy vypocet
snadnou zalezitosti, zvlasté existuje-li vétSi poc¢et moznosti piechodu.

1.5 Pravdépodobnost prvniho priichodu stavem, resp. prvniho piechodu do jiného stavu
Velmi c¢asto je dulezité vyslovit tvrzeni téz o poctu prechodu, které proces
uskutec¢ni pri prechodu ze stavu i do stavu j poprvé. Tato délka je nazyvana
dobou prvniho prechodu ze stavu i do stavu j. Jestlize i=j, pak je tato doba
prave rovna poctu piechodd, které se uskutecni, nez se proces vrati do vychoziho
stavu i. V tomto pfipadé se mluvi o dobé navratu [ reccurence time ] .

Obecné jsou doby prvniho prechodu nahodnymi veli¢éinami a maji tedy s timto
spojena pravdépodobnostni rozdéleni. Tato pravdépodobnostni rozdéleni pfirozené
zavisi na pravdépodobnostech prechodu procesu ze stavu do stavu.

Definice 5

Uvazujme libovolny , pevné zvoleny stav i . Definujme pro kazdé pfirozené €islo
n=1 hodnotu

(1.12A) fii(“) = Pr{Xn =i X, #i,v= 1,2,...,n—1\X0 = i}



Jinymi slovy f; (n) je pravdépodobnost toho, ze - vychazeje ze stavu i - prvni navrat
do stavu i se uskutecni pravé po n krocich. Pro n=0 pfijimame konvenci f,,(o) 0

Uvazujme libovolné dva pevné zvolené stavy i,j . Definujme pro kazdé pfirozené
¢islo n=1 hodnotu
(1.12B) £, =Pr{X, =j,X, #j,v=12,.,n-1X, =i}

Jinymi slovy f( ) je pravdépodobnost toho, ze - vychazeje ze stavu i - prvni
prechod ze stavu i do stavu j se uskutecni pravé po n krocich. Pro n=0 pfijimame

konvenci f,j(o’ =0

Méjme nyni pevné dan stav i. Mezi obéma veli¢inami pii("’ a fii(") Ize nalézt
rekurzivni vztah, pficemz dalsi fii(") mohou byt spoéteny jako

(1.13) p," = zf W p 0K bronz1,

s dodefinovanim fii(o) =0 pro vsechna i. Rovnice (1.13) je odvozena rozkladem

udalosti, ze které se spocte pii(") podle ¢asu prvniho navratu do stavu i . Opravdu:
uvazujme vSechny mozné realizace procesu, pro které X, =i,X, =i a prvni navrat
do stavu i se vyskytne pravé v k-tém prechodu. Nazvéme tuto udalost E, . Udalosti
E, (k=1,2,...,n) jsou zfejmé vzajemné neslucitelné.! Pravdépodobnost udalosti, ze
prvni navrat je v k-tém prechodu je podle definice f,,(k) Ve zbyvajicich n-k
pfechodech se zabyvame pouze témi realizacemi, pro které X, =i. S vyuzitim
Markovské vlastnosti (1.3) dostaneme pro 1<k <n vztah (1.14)

Pr{E, } = Pr{prvni navrat je vk —tém prechoduX, =i}.Pr{X, =iX, =i} =% p,"%
Pripomenme, Zze pfijimame konvenci p,,(°) =1. Muzeme proto psat
(1.15) Pr{X, =iX, =i} = zPr{E }= zf ) . (") = zf ) o) Odtud
fii(1) = pii(1) = Pij
2 =p;® —£,% p; (nebot ziejme p;'? =+ p; ) az

(116) fii(n) =p||( f 0 p"(n K f @ p"(n 2 _""fii(n_1) -p"(1)

1Ziejmé, jestlize se prvni navrat do téhoz stavu uskutecni po k-tém kroku, nemuze jiz tento prvni
navrat nasledovat v zadném z pozdéjsich kroka.



Analogicky k (1.13) Ize ukazat, ze i pravdépodobnosti fij(") vyhovuiji nasledujicim

rekursivnim vztah(m:
) _ (1) _
fij( ) _pij( ) =Pj

fij(z) =pij(2) —fij“) Pj , ( nebot ziejmé pij(z) =fij(2) +fij(1) Pj; )

(1.47) fij(n) - pij(n) _fij(1) _pjj(n—1) _fij(Z)_pjj(n—Z) _""fij(n_1) -pjj(1)

( nebot zejmé pij(n) — fij(n) +fij(1) -pjj(n_1) +fij(2) _pjj(n-Z) +""fij(n_1) -pjj(1) )

Znamena to, ze pravdépodobnost doby prvniho pfechodu ze stavu i do stavu j po
n fij(") krocich Ize spodist rekurzivné pomoci jednokrokovych pravdépodobnosti

prechodu p;™ (zname-li je).

1.6 Stredni doba ¢ekani (na prechod), stfedni doba prvniho navratu

V analyze Markovovych fetézcl hraji dulezitou roli dvé dalsSi charakteristiky, které
umoziuji mj. blize kategorizovat jednotlivé stavy, jak uvidime v dalSi ¢asti.

Definice 6 Oznacme p; stredni dobu cekani (na prechod ze stavu i do stavu j)
Ta je definovana nasledovné:

(1.18A) b= =g pokud Tf™ =1,
n=1 n=1

(1.18B) uy = oo ,pokud T, <1,
n=1

Poznamkaltvrzeni: Kdykoliv, kdyz plati pro soucet rady %fij(“) =1, pak p;
n=1
vyhovuje jednoznacné rovnici  p; =1+ %pik.pkj .
k#j

Druhym indikatorem povahy nahodného procesu predstavovaného Markovovym
fetézcem, je doba prvniho navratu do daného stavu uréena jako pocet kroku, po
kterych Ize z vychoziho stavu opét do tohoto stavu dospét. Vzhledem k tomu, ze
neziidka existuje vice zpusobl, jak se do daného stavu (prichodem pfes ostatni
stavy systému) opét dostat, je uzite¢né definovat

Definice 7 Kdyz i=j, pak primérna doba prvniho prichodu stavem se nazyva
stfedni doba navratu.



Stredni dobou prvniho navratu pj; pro dany stav j rozumime stredni hodnotu poctu
krokt, po kterych lze ze stavu j do tohoto stavu opét dospét (s pfisluSnymi

pravdépodobnostmi fjj(") ), tedy
- - (n)
(1.19) py = Tk

n=0

Primy vypocet y; tedy predpoklada znalost vsech pravdépodobnosti fjj(") po
libovolném poétu kroku. To ale nemusi byt obecné nijak snadné.

V dalSim nicméné ukazeme, ze v nékterych pfipadech, kdy existuji limitni
(stacionarni) pravdépodobnosti po ustaleni procesu, Ize tuto dobu vypocist vcelku
snadno pravé z hodnot téchto limitnich pravdépodobnosti.

1.7 Chapman-Kolmogorovovy rovnice

V predchozim byly zavedeny n-krokové pravdépodobnosti prechodu (po n-krocich)
pij("). Tyto pravdépodobnosti prechodu mohou byt uziteéné tehdy, jestlize proces
je ve stavu i a pravdépodobnost, ze proces bude po n obdobich ve stavu j, je
zadouci znat.

Chapman-Kolmogorovovy rovnice poskytuji metodu pro vypoéty téchto
pravdépodobnosti prechodu po n-krocich:

M
(1.21) pij(") =3 pik(")pkj(“"” pro véechnaijna 0<v<n.
k=0

Tyto rovnice pouze ukazuji, ze béhem cesty ze stavu i do stavu j v n krocich bude
proces v néjakém mezilehlém stavu k presné po v (mensim nez n) krocich. Takze
pik(")pkj(""’) je pravé podminéna pravdépodobnost toho, Ze - vychazeje ze stavu |
- proces dospéje do stavu k po v krocich a potom do stavu j po n—v krocich.
Tedy, shrneme-li tyto podminéné pravdépodobnosti pres vSechna mozné stavy k

musime dospét k hodnoté p;")

Specialni pfipady v=1a v=n-1vedou k vyraziim:

M -
(1.22) pij(") =3 pikpkj(n 1)
k=0
M
(1.23) pij(") =k§0pik("_1)pkj1 pro vSechna i,j,n.

Tim se stava ziejmym, ze pravdépodobnosti prechodu po n-krocich mohou byt
ziskany z jednokrokovych pravdépodobnosti pfechodu pij“) rekurzivné.



Pro specialni pfipad n = 2 dostaneme:
M

pij(2) = X PikPy
k=0

VSimnéme si, ze pij(z) jsou prvky matice P2, Avsak musime rovnéz zminit, ze tyto

prvky
M
2 PikPyj
k=0
ziskame tak, ze nasobime matici prechodu po 1 kroku P samu se sebou:
(1.24) P2 =pp=p2 .
Obecnéji pro libovolné kone¢né n dostaneme
(1.25) PMW =pp.. .P=P"=pP" " =p"lp .

Takze matici pravdépodobnosti prechodu po n krocich P dostaneme jako
vypocet n-té mocniny matice pravdépodobnosti prechodu P po jednom kroku. Pro
hodnoty n, které nejsou prili§ velké, mize byt matice pravdépodobnosti prfechodu
po n krocich spoctena zplisobem zde popsanym. Avsak, pokud je n hodné velké,
mohou byt takové vypocty Casto obtizné a navic, v disledku zaokrouhlovacich
chyb muze dojit nepiesnostem.



