Standardni (téz klasicky) linearni regresni model

Specifikace=formulace (jednorovnicového) linearniho regresniho modelu
k
(1) y=XB+e resp. =2 XB; te , kde
J=1

y je T-Elenny (sloupcovy) vektor pozorovani zavisle (vysvétlujici ) proménné (regresandu)
X je[ Txk] matice pozorovani k nezavisle proménnych (regresorti) — tzv. matice planu
[ je k-Elenny (sloupcovy) vektor neznamych regresnich koeficient

& je T-€lenny (sloupcovy) vektor nepozorovatelnych nahodnych slozek (disturbanci)

Ve strukturnim vektorové- maticovém vyjadreni

Vi X X2 o Xk

B €]
Y2 Xop X2 e Xg
_ B €)
(1A) V3| =1 X3 X3 ... | +
By er
yr Xty Xt o X7k

Poznamka: Pokud je vrovnici zastoupena uroviiova konstanta /f;, pak kni pfislusny
jednickovy vektor [ =(1,1,...,I)' bude obvykle obsazen v prvnim sloupci matice X , tzn. ze
bude platit x,; = / provSechnat =1,2,...,T.

Predpokladame, ze pocet vysvétlujicich proménnych je mensi (v krajnim pfipadé roven)
nez pocet pozorovani, tedy , Ze plati nerovnost k <T

Odhady parametr( n&jakou vhodnou odhadovou metodou (napf. metodou nejmensich étvercii)
@ b=p(y.X) napt. p=(X'X)(X'y)
Definice vyrovnanych hodnot zavisle proménné
k
g §=Xb 5= 2 Xb,
Definice rezidui (odhadnutych nahodnych slozek) :
(4) e=é=y—y neboli y=yp+te
odtud vyplyva moznost alternativniho zapisu zavisle proménné( s odhady parametr( a s reziduy)

(5) y=Xb+e



Nékteré dalsi vztahy mezi veliCinami linearniho reqresniho modelu

Z porovnani (1) a (5) obdrzime vztah mezi ¢ a e=¢:

(6) XB+e=Xb+e !

( pokud pouzijeme odhad OLS, pak prava strana = X (X X )_1 Xy+e),
z éehoz dale plyne

(7) e=y-Xb=y-X(XX)"xy= [JT - x(xx)’ X'Jy =My
(8) neboli plati & = My
)

e=y-Xb=Xp+e-Xb=Xp+e-X(XX) ' Xy=Xp+e-X(XX) X' [XB+e|=
= Xp+e-Xp-|xX(x%) " x'|e=|r - x(x%) ' x']e = Me?

(10) neboli plati e = Me

Varovna poznamka:

Ze vztahi e = My a e = Me nelze usuzovat, ze plati y = ¢, nebot M je vzdy singularni

matice. Nelze proto psat y = M T ,resp. e=M _18, protoze matice M -1 neexistuje.
Hodnostmatice M =1, -X(XX)'X' je T—k<T

protoze h(I;)=T h(X(X'X)‘1 X') = h(X'X (xx)™! ) =k

Na vySe uvedené zjisténi mulzeme pohliZet také z toho hlediska, Ze k uréeni vektoru rezidui e je skrze
matici M ,vytahovana“ stejna informace jako z vektoru zavisle proménné. Matice M jakoby
Lodfiltruje® ,prebyteCnou” informaci (potrfebnou pro ureni e ) nachazejicise v y, ale nikolivv ¢ .

Poznamka:
Centrovanost nahodnych slozek se pfenasi na rezidua, ktera maji rovnéZz nulovou stfedni hodnotu,
nebot

a1y Ele)=EMe)=El, - x(xx )" x')e =1, - x(xx )7 X")E(2)=0.

dle (10) nestochasti¢nost M centrovanost €

' Na levé strané (6) mame dvé nepozorovatelné veli¢iny: §,¢, zatimco na pravé strané jsou jak odhadnuté parametry b, tak
rezidua e, oboji uréené z pozorovanych proménnych: Je ovSem tfeba dodat, ze vypodet b ( a nasledné i e) obecné zavisi na
uzité odhadové metodé.U standardniho linedrniho modelu regresniho i jiné odhadové metody vedou k témuz vyrazu, avSak
u sloZitéjSich modelli tomu ale tak nemusi byt.

2 Poznamenejme, Ze vzorce (7) a (9) plati pouze tehdy, odhadujeme-li parametry modelu metodou OLS.



Vlastnosti proménnych linearniho regresniho modelu

1. Centrovanost nahodnych slozek
(12) Eec=0 neboli Ee, =0 provsechnat=12,.,T

nebude-li spInéno, pak stfedni hodnota nadhodnych slozek (ani rezidui) nebude nulova a regresni
pfimka nepovede ,stfedem” oblasti pozorovanych hodnot, ale nad ¢i pod ni (nepljde o regresni pfimku
ve vlastnim slova smyslu). Odchylky nebudou ,nestranné” a soucet rezidui nebude roven 0.

2. Diagonalita kovarianéni matice nahodnych slozek
(13) Var(e)=Cov(e,e' ) = o’ [ (diagonalni matice se stopou T.a2)
coz v sohé obsahuje dvé vlastnosti, jimiz jsou

2a) homoskedasticita nahodnych slozek
(13A) var g, = o’ (rozptyl nezavisly na indexu pozorovani)

nebude-li spInéno, pak budou mit nahodné slozky v riznych pozorovanich rizny rozptyl a metoda
OLS ztrati svou vydatnost (byt odhady zlstanou nestranné). Nejde vSak o fatalni problém a parametry
modelu budou odhadnutelné. Riznost rozptyld nahodnych slozek v riznych pozorovanich se nazyva
heteroskedasticita. Ta je odstranitelna nebo zmirnitelna nékterymi specialnimi postupy, napf. pouzitim
vazené metody nejmensich Ctvercd WLS.

2b) nekorelovanost nahodnych slozek
(13B) Cov(e,.s,)=E(e &, )=0,.0° ,kde 0, =1 pros=t ataké 5, =0 pro s #1

nebude-li spinéno, pak budou nahodné slozky v r(znych pozorovanich vzajemné korelované a odhady
parametrl nebudou vydatné (byt zlstanou nestranné). K zajisténi optimalnich vlastnosti bude nutno
uplatnit zobecnénou metodu nejmensich &tverc GLS (pokud budou dodateéné informace o modelu)
nebo problém zmirnit nékterou specialni technikou pripoustéjici autokorelaci nahodnych sloZek.

3. Nekorelovanost nahodnych slozek s nezavisle proménnymi
(14) E(X'e)=0 neboli E(x,.e )=0 provsechna j =12, .k

nebude-li spinéno, pak to znamend, ze informace obsaZzena v nahodnych slozkach ma néco
spolecného s informaci obsazenou v nékteré vysvétlované proménné a ze ,ndhodna slozka“ ma v sobé
kousek (nebo vic) systematické, nenahodné informace. To je v rozporu s pfijatym charakterem nahodné
slozky. Odhad parametrd nebude moZzno takto nijak statisticky ziskat (ani jinou metodou nez OLS)

4, PIna hodnost matice vysvétlujicich proménnych
(15) WX)=k

nebude-li spInéno, pak bude mit matice X' hodnost men$i nez &, coZz bude znamenat, Ze nékteré
jeji sloupce budou linearné zavislé. Jinymi slovy: informace obsazena v nékterych sloupcich matice X
je ,redundantni® a néktery z nich by mohl byt beztrestné vynechan. Z algebraického hlediska to ma za
nasledek to, ze matice XX bude singulami (jeji determinant bude nulovy) a nebude k ni existovat
(jednoznacné uréend) inverzni matice. Odhad parametri (metodou OLS) takto nebude mozné urdit, resp. pii
uziti pseudoinverze nebude odhad uréen jednoznaéné. Pozadavek znamena, aby kazda z vysvétlujicich
proménnych nesla v sobé ,aspon kousek* informace neobsazené v jinych vysvétlujicich proménnych.



proménnych vyjadfené zapisem x;; Xy =0,0,j=12,.k, ktera by znamenala navic to, Ze kterakoliv
z vysvétlujicich proménnych nema v sobé ,ani kousek® informace obsazené v jiné vysvétlujici proménné.

(prosta,obyéejna) Metoda nejmensich étvercti (MNC, OLS)
[ Ordinary least squares method |

Minimalizacnim kritériem je zde soucet ¢tvercu rezidui (odhadnutych nahodnych slozek neboli
rozdilli mezi pozorovanymi a vyrovnanymi hodnotami) :

Mine'e = Min(y — Xb) (y — Xb) neboli v pozorovanych hodnotach
L L A2 L K K
(16) Min Y e = Min Z(y, —y,) =MinY|y, — 2xuby | v, — 2xu4b;
t=1 t=1 1= J=1 k=1

Polohu minima (tj. k-rozmémého bodu=odhadnutého vektoru parametra b ), ve kterém je minimalizovany
vyraz nejmens$i) nalezneme feSenim soustavy tzv.normalnich rovnic

Oe'e _ oy - Xb)’ (y - xp)
ob 0b

tuto soustavu fe$ime Gpravami (vydélenim 2, pfeskupenim ¢lent) na tvar X'Xb = X'y, kterd ma

=-2Xy+2XXb=0 (vektorové).

feSeni pro b ve tvaru

(17) b= (X X ) 'x 'V , « feSeni je jednoznaéné, nebot vzhledem k piedpokladi WX)=rk,
existuje (jedina) inverzni matice k matici XX .

Poznamka Vyjadfeni minimalizace v pozorovanych hodnotach:
T k k r , T k T k
H(y.X.b)= X | v = Sxybi | vi = Xxgbi | = X 37 = X vyl Txibi |- 2 vi| Txgby |+
t=1 i=1 i=1 t=1 t=1 \i=I t=1 \i=I
T (k k
+ 2| Xxgbi | Xxgb;
t=1\i=1 i=1

Derivaci podle (kterékoliv) pevné zvolené slozky vektoru parametrii b i dostaneme?

0H (y, X ,b T r k -
(18) %=0—2 > X Vi +2> Z x,l-x,jbj =0 pro j,i=12,..k
j t=1 t=1j=1
-2XYy +2X'Xb
a odtud
Tk r _ Tk I'r .
(19) X X xgxgb; =% xyy, neboli by = ¥ Yxuxg | XXy, j=12.0k
t=1i=1 t=1 t=1i=1 t=1
V pfipadé konecnych sumaci mizeme pfeskupovat ¢leny v souctech
k T ( k k
0| X x;b; 0% | Xxub; | Xx4b;
3 Zrejmé i=1 = x,; apodobng ——1N=1 i=1 —2§ %x x;:b
— L =x, = ixyib
ij 4 ij t=]i=] U



Pfiklad: Lineéarni regrese s jedinou vysvétlujici proménnou (+uroviiovou konstantou) (x,; = 1)

(’?1}:( T > X, ]‘1{ >, j:i th22 -¥x,5 ( 2V j e
B 2% z'xt22 2X¥: ) D{=-Yx,; T 2 X0V, ,

T DX
2
XX X

(20) ﬁl _ (thzz)(zyt)_ (szz )(thzy,) ,éz _ T.(thzyt)— (thz )(Z yt)
T.Yx," = (Xx,) Ty x,2 —(3x,)

hodnota uroviiové konstanty hodnota parametru sklonu regresni pfimky

=T.th22 —(thz)z. Odtud mame

Vlastnosti obyéejné (prosté) metody nejmensich étvercia MNG (OLS) v klasickém
linearnim regresnim modelu

poskytuje odhad OLS,B regresnich koeficientu /S ve tvaru OLSB =(XXx)'xYy

Véta 1 (Gauss-Markovova) Odhad regresnich koeficienta ;¢ ,5’ pofizeny obycejnou

(prostou) metodou nejmensich ¢tvercl je nejlepSim nestrannym linearnim
odhadem vektoru parametrti 5 .

Dikaz rozdélime jej na nékolik casti.
A. odhad o.sf* je nestranny (pro libovolnou velikost vzorku T').

Ovéreni nestrannosti:
E(B)=E(XX) ' XYy=E(XX )" X' (XB+e)=E(XX) ' XXB+E(XX) ' Xe=

vyjadreni y=Xf+¢
(XX ) XXEB+(XX ) ' XEc=Ef+(XX)'X0=p+0=p O.
nestochasti¢nost X Ee=0 EB=PB ( B nestochasticky vektor )

Disledek A Nestranna odhadova funkce je vzdy asymptoticky nestranna.
Plati-li totiz E(,r,8)=pB * pro kazdé koneéné T, plati tentyz vztahipro T — .

plim,é=,8

T - oo

B. odhad ¢/ je konzistentni, tj. plati

Vlastnost plati i pro pfipad, Ze matice X je stochasticka.
Ovéreni konzistence: Ize vyvodit z nasledujiciho tvrzeni

Tvrzeni Jestlize je odhadova funkce asymptoticky nestranna a kovarianéni
matice této odhadové funkce konverguje pfi T —» « k nulové matici, pak je tato
odhadova funkce konzistentni.

Dikaz a) asymptoticka nestrannost OLS-odhadové funkce vyplyva z disledku A.

b) konvergenci kovarianéni matice OLS-odhadové funkce (jeji tvar viz ad D)
k nulové matici ukazeme nasledovné

4 Symbolem nalevo rozumime stfedni hodnotu odhadnutého vektoru parametrd 3 spoéteného na zakladé T pozorovani.



Dale ukazeme, Ze Cov(,é) =0 2(X’X)_1 Definujme matici P =( X' X )/T a jeji
if —ty prvek oznac¢ime jako P ® Pro tento prvek plati

2 e , . .
< fij , pfitemz tato rovnost plati pro v§echna kone¢na 7' .

1
i ‘T zx” xU

VSechny prvky této matice jsou tedy (v absolutni hodnoté) shora omezeny hodnotou
é’ :maxf,.l.z. Tedy, pro vSechna 7' ma matice P kone¢né velké prvky a je
nesingularni. Zfejmé dale plati

(X'X)" =P /T (nebotplati X' X =T.P)

a navic matice P~ ma koneéné velké prvky ( ;i ) pro vSechna T . Plati tedy

p lim COV(OLSﬁ):p lim UgZ(X'X)_] :ngp lim P_]/T:()k,

kde 0, je (¢tvercova) matice fadu k slozena ze samych nul.

C. odhad ;¢f je linearni (vzhledem k vysvétlované proménné y), nebot je
definovan jako linearni forma pozorovani zavisle proménné y .

Ovéfeni linearity Lze psat ,é=(X'X)_1X'y =C’y, kde matice C'=(X'X )" X’
predstavuje koeficienty linearni formy, jejiz proménné tvofi slozky vektoru y.
Poznamenejme, ze vzdy plati C'X =(X'X)_1X'X:[k, kde [, je jednotkova
matice fadu k.
D. kovarian¢ni matice pfislusna odhadové funkci ﬁ =(x'x)"! X'y
ma nasledujici tvar

Cov(f)=c, (X' X)!

( nestrannost ")

overeni  Cov( )= E{fp - E( )| - EC )l = E{6 - Bl - 5]} =

( dosazeni Ag= (X'X)" Xy ) (dosazeni za y=XB+¢ )
=&lloxx)"xy-ploxx) xy-pll=Elox x ) xxgre)-pllox x ) xoxg
XX)'X'X= IT (vyruSeni )

Elp+xx) " xe-pllp+xx ) xe-pll=Elox x )7 xel| x x ) xvel=
(transpozice) vytknuti nestoch..clent pred E) Ee.g' = gg2h
=B X X)X e X (XX )7 |2 (X X)X Eee X (X X)7 =
(vytknuti skalaru ag? ) (XX XX=1lr

=(XX)' X6 I X(XX) =6 (XX)'XX(XX) =6 (xX)" 0.

Odtud plyne duasledek D1.

° Ugelem je ukazat, ze matice P ma prvky o konec¢né velikosti.



Smérodatné odchylky odhadnutych regresnich parametru O'Ié ziskame jako
O'ﬂ”j =044< jj , kde
-l
fjj je j-ty diagonalni prvek inverzni momentové matice (X'X)

O¢ je smérodatna odchylka nahodnych slozek (stejna u vSech ¢;).

E. odhad ,;¢/ Je nejlepsi ve smyslu “minimalni” kovarianéni matice Cov(f3).

nebot pro kovariancni matici kterékoliv jiné (linearni) odhadové funkce ,E plati :
Cov(B) = Cow )= 2

kde Q je néjaka symetricka pozitivné semidefinitni matice fadu k (rozmérua k x k).

Ovéreni Bez Ujmy na obecnosti mizeme matici D" jiné linearni odhadové funkce
B =Dy vyjaditvetvaru D'=(X'X)" X' +G'

Poznamka Vzhledem k pozadavku na nestrannost E musi s ohledem na platnost

vztahu D' X =(X'X)"' X' X +G' X =1, vzdy platit G'X =0.

Ovéreni vydatnosti

B=E(B)=ED'y)=E|D'(XB+¢&)|=ED'XB+ED'e =D'XB+0=D'Xf3
[ matice D, X jsou nestochastické ]
z ¢ehoz pfimo plyne D' X =1,

Pro libovolnou jinou ( linearni a nestrannou ) odhadovou funkci tedy musi platit
o= i[5 - ll5 - 7] | = oy - plipy- A1 |5
- E{[((X'X)" X'+ Gy pllxx ) x+ 6y - pl } -

- E{[((X'X)"X’ v G )X +e) - BllXX )X+ G X e ) - ) } -
[ protoze G'X=0] [ protoze G'X=0]
= E{[(X'X ) XXB+(XX ) Xe+Gle - ﬁ].[(X’X )IXXB+(XX ) Xe+Gle - /3] } =
[ protoze (X'X)'X' X=1] [protoze (X'X)'X' X=1]

= E{[ﬁ +H(XX ) Xe+Ge —/)’][ﬁ +H(XX ) Xe+Ge —5]'} =

= E{[(X’X ) X+ G’g].[(X’X )7 X+ G'g],} =



= E{( XX )7 Xee X(XX )™ +Gee'G+(X'X ) Xee'G+Glee' X(X'X )| =
[ po uplatnéni operatoru stfedni hodnoty a protoze X i G jsou nestochastické matice ]
=(XX ) XEee'X(XX)! +G'Ece'G+(XX ) XEee'G+G'Eee' X(XX )™ =
[ protoze Ee’e = 6° I1]
= (XX )Xo I X(XX) ! +Go’I,G+(XX )" X6’ 1,G+Go’ I, X(XX)" =
[ protoze 0’2 je skalarni hodnota ]
-2 vy~ 2 2 =1 v 2 vl —
=0 (XX) +0°GG+o°(XX) XG+o°G'X(XX) " =
[ protoze G'X=0 a stejné X'G=0 ]
=¢?(XX )" +6°G'G=Cov(B)+c°G'G
kde G'G je zfejmé pozitivné semidefinitni matice® a a2 >0 O
F. pro odhad rozptylu rezidui dostaneme

E(ee)=E(e'MMec)=E(¢'M.e)=Etr(¢'M.c)=Etr(Mee') =

(M je idempotentni matice) (skalar je soucasné svou stopou) (r AAB=1rB.A)

=trE(Mee' ) = tr( MEee' ) = tr(MaSZIT) = agztr(M) = 082(T -k)

(zdména stopy a stfedni hodnoty) (M je nestochasticka) (02 je skalarni hodnota)
protoze
r(M)=tr(I; = X(XX)"' X' )=tr(I;, ~XX(XX)" )=tr(I; -1 )=T -k
( definice M) (plati trAB=1trB.A) (stopa jednotkové matice je rovna jeji dimenzi)

G. z tvrzeni F plyne, Zze nestrannym odhadem rozptylu nahodnych slozek o,
T

eé De, 2
, nebot ziejmé plati E'[
T-k T-k

2

je vyraz ﬁ£2= 1=0,

Z dusledku D1 je patrng, ze
odhady smérodatnych odchylek odhadnutych regresnich parametr s ; ziskame jako

B
SB_]- =S, /fjj , kde

erj je j-ty diagonalni prvek inverzni momentové matice (X’X)_1

s, je smérodatna odchylka rezidui (stejna pro vSéechna j=12,..k )

e

Tvrzeni 1 Plati vztah X'e =0 , tj. rezidua jsou nekorelovana s kteroukoliv z vysvétlujicich
proménnych.

Ovéeni: ziejmé plati X'e = X'y = X'§ = X'y = X'Xb = X'y = X'X(X'X) X'y =0

® Matice P =G'G (stejné jako kterakoliv jina symetricka nenulova matice H' H ) je pozitivné definitni,
protoZe pro ni plati x' Px = x'G'Gx = z'z > 0 (skalarni soucin je nulovy jen pro identicky nulovy vektor).



T

Dusledek: Plati Y e, =0, tzn. soucet vSech rezidui je nulovy, tj. regresni pfimka/nadrovina
i=1

prochazi stredem pozorovanych hodnot.

Ovéfeni: protoze plati X'e =0, staéi v matici X uvazovat jeden z jejich sloupct jako jedniékovy
vektor (nemusi to byt nutné ten prvni). Pak mame

X911 Xg1 o Xyp|[ €4
. 1 1 . 1 ||e o L
X'e= . =0 aje zfejmé vidét (z druného tadku), Ze plati €, =0
e s s e e t=1
Xtk Xk o Xyk/\Cr1

Poznamka: Prosta metoda nejmenSich Ctverci neni jedinou pouzivanou odhadovou metodou
v prostfedi standardniho linearniho regresniho modelu. K dalSim technikam patfi:

Metoda maximalni vérohodnosti ML (Maximum Likelihood) je zaloZzena na maximalizaci
sdruzené hustoty (tzv.vérohodnostni funkce) rozdéleni nahodnych slozek. Lokalizuje se tedy
poloha modusu pro f a o’ , V. némz tato funkce nabyva maxima.

Metoda nejmensich absolutnich odchylek LAD (Least Absolute Deviations) je zalozena na
minimalizaénim kritériu tvaru

Z Vi _thjlgj |

t=1 Jj=1

Odhady pofizené metodou LAD nelze vyjadrit v explicitnim tvaru, ale je nutno pouzit iteraéni
postup (napf. algoritmy R.L.Faira)

Zobecnéna momentova metoda GMM (Generalized moment method).



