Linearni proces [linear process]

Teoretickym zakladem model( tzv.Boxovy-Jenkinsovy metodologie je linearni
proces, ktery je definovan jako

(1) p,=5,tre +yle + i = ‘+ V B+ //ZB2 + //333 + . &£ =/ B)E,

kde ¢, je tzv. bily Sum [white noise] [= posloupnost nekorelovanych, stejné
rozdélenych nahodnych veli¢in s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim
koneénym rozptylem o> > )] a B je operator éasového posunu.

Déle se pfedpokladd, Zze mocninné fada v -) proménné z konverguje pro |z|< |
(tj. uvnitf a na jednotkovém kruhu v komplexni roviné).

Za tohoto predpokladu Ize ukazat, ze nekoneéné rady nahodnych veli¢in (1) pro
jednotliva t konverguji podle kvadratického stfedu’, pfi¢emz limitni hodnoty i

tvofi stacionarni posloupnost s nulovou stfedni hodnotou £ €, =)
Jiné vyjadreni linearniho procesu (1), které je uzitené napf. pfi konstrukci
predpovédi, je mozné v pripadé, ze tento proces je invertibilni a lze ho zapsat jako

(2) Y, = Ty, 7oy iy o+ neboli

(2A) N A il )l A )

Pritom postacujici podminkou invertibility je predpoklad analogicky pfedpokladu
(2), Ze

(3) mocninna fada 7 (z) konverguje pro \Z\S |, tj. uvnitf a na jednotkovém kruhu
v komplexni roviné.

Poznamka1 Existuje fada diivodi, pro¢ modely postavené na principu linearniho
procesu jsou vhodné pro modelovani reality. Necht' pro stacionarni proces 3 .

s nulovou stfedni hodnotou predpoviddme hodnotu 7 = na zakladé znalosti

¢ -

minulych hodnot v,_ = 3 _ .y _,. . . Optimalni pfedpovédi ve smyslu
minimalni chyby MSE je pak £ 3,_ |v,_ , pfiemz chyba této predpovédi je
(4) et:yt_E’/t‘Yt— g

Ma vlastnosti bileho Sumu a oznacuje se jako inovace [innovation]. Oznaceni je
vcelku logické, protoze inovaéni proces é . odpovida nepredikovatelnému
pohybu v hodnotach 3 . Jestlize je navic proces 7 _normalné rozdélen, pak
podminéna stredni hodnota Eﬂzt\Yt_ _ ma tvar linearni kombinace hodnot
F_ .y,_,... avztah (4) miZeme prepsat jako

(5) & =V T Vi TV T e

coz je pravé invertovany tvar (2) linearniho procesu.

' Rekneme, ze posloupnost nahodnych veli¢in x , -konverguje kn.v. X podle stfedu (je cauchyovska

podle stfedu), jestlize lim ,_, =

X, = X|=0,resp.lim . %

X, X|=09



Poznamka2 Protoze plati £, = 7(B).y, = 7(B).V¥ (B)&,, musi zifejmé platit

(6) T(B)Y B)=1

(6A) v -7 =0, v, ~yrx -—7,=), Yy -~y x -yzr, -7z =) atd
Tyto vztahy Ize pouzit pro pfevod parametri ¥ . . na parametry 7, a naopak.

Formalné Ize také uplatnit zapis
(7) T(B)=V B) .
Proces klouzavych soucti MA [moving average process]?

Proces klouzavych souétu fadu 4 se znaCi M4 (¢) matvar
(11) y, =5+ 918t_ + 928t_: + .- 9q8t_1 = 9(3).8t

kde 0,0, .0 jsou parametry a ¢ '5)='+7p+ +7 BY je tzv. operator

klouzavych soucti. Proces M4 (q) tedy zfejmé vznika useknutim linearniho
procesu (1) v bodé, ktery odpovida zpozdéni 4 .
Proces MA (q) je vzdy stacionarni, ma nulovou stiedni hodnotu a rozptyl velikosti

(12) o2 (BB R oY ams

autokorelacni funkci
O+9 01 1+ +9 10
(13) p |- B LB OrO0 k=1,2..4
1+ 912 + 9‘,2 + -+ 942

P, =9 pro « > g

K

Autokorelacni funkce ma tedy bod useknuti 4, roven fadu modelu ¢ .
ovéfeni:

o cov( Y, Y- 1) _ Cov(8t+918t_,’8t_,+9 8[_?):

1

! 2 2 2 2 2 2
\/0' yt'a v, \/o-g (1+ 91 )OS (1t 91 ).
cov( €,6,_ )+ 91 cov( €,6,_,)+ 91 var( €,- )+ 91200v(6t8t—?): 910'52 - 6?‘
\/0.54(1+912)2 082’+912/ 1+912

Parcialni autokorelacni funkce o, procesu MA(q)nema bod useknuti, ale je

omezena linearni kombinaci geometricky klesajicich posloupnosti a sinusoid
s geometricky klesajicimi amplitudami.

Proces r4(q) je invertibilni, jestlize vSechny kofeny -,.-,.. -, polynomu ¢ :)

.....

potom je spinén predpoklad (3).

2 MA proces nema zadnou pfimou souvislost s dfive popsanou metodou klouzavych priméri uzivanou
pro eliminaci trendu ¢asové fady.



Proces M4 (1) - proces klouzavych souctl 1. radu
(14) ), wika A N
ma autokorelacni funkci

o

6
p === p =0 pPro i >1
/s 912
s bodem useknuti «, =/
ovéfeni:  vyjdeme z definice (6)
7 s Vi - S Ve vy
p,l= oM yori ) NIl ) g yypogitame

b \/var Vi \/var Vi—1 a A =

_ cov( Y, Y- 1) _ cov(5t+9‘6‘t_,,8t_,+918t_?):

! 2 2 2 2. 2 2
\/0' v, 0y \/o-g (1+ 91 )o (1 91 ).
cov( €,6,_ )+ 91 cov( €,6,_, )+ 91 var( €,- )+ 912 cov( €,,_,) _ 6’ o, - 91
\/0_84(1+912)2 21+92/ 1+912

protoze ze Ctyr €lend v Citateli je jen jeden nenulovy a dale plati

_ _ 2 2 2 _ 7 2
var y, = jar y,— = T¢ +91 Og == 7¢ (1+91 )

i i

( Pfi odvozovéni respektujeme pravidlo nekorelovanosti nahodnych slozek &,,& . pro ¢ # s .)

_ cov(yt Vi . :cov(5 + 6 g_,,gt_v+915t_ — ) _
'O-Zyt—: \/0' (]+¢92)0' (1+t92)
cov( gtgt_:)+€1 cov( €, 1 .&,_ :)"'01 cov( €,.8,_ _ v)+‘9‘200v( E,_ &, _ 1) _
ool (1+6,2 )

protoZe pfi k > 2 se ve jmenovateli neobjevi Zadné dvé slozky ¢ &, se stejnym indexem. O.

Jeho parcialni autokorelacni funkce »,, ma tvar (bez bodu useknuti):

cifor€_p2_
15 p = . . pro k = 1,2,3,...
KK ] —6 2kt

Takze je v pripadé invertibility procesu opravdu neomezena geometricky klesajici
posloupnost

(16) [ |= —

Podminka invertibility zde ma totiz velmi jednoduchy tvar |0 | < 1. Protoze

0 Lo |
p, = —=——, musi pro invertibilni - <95, Tato
1+ 912 |] + 912

nerovnost plati dokonce pro vSechna ¢ |* 1.



Proces 14 (2) - proces klouzavych souctl 2. fadu

(17) = < a ngt— + 9481-
ma autokorelacni funkci

5

(18)

s bodem useknuti «, = 2.
ovéreni:

_ cov( y;,yi—1) _ cov( €, + 91‘€t— o 928t— | 2 w 918t—  + 9zgt— 0 ) _

' O-Zyt-o-zy,— \/0'82(1+ 912+922)_0'g2(1+ 912+922)_
0 cov( €, LEL )t 9.0, cov( &, AN 0,052 +9 ,6",0'82 0. +9 0,
\/054(1+ 912 + 922)2 ) 0'52(1+ 912 + 922) ) (1+ 912 - 9‘,2)
o = cov( Y, ¥i-3) _cov( &, + 9181—'+ 9zgt—?’gt—?+ 91‘9:—? a gzgt—l) |
: 62y,~o_2y,—y \/0'52(1+ 9124‘9;2)0'52(1"' 912+94,2)_
O, cov(€,-,,8,_,) _ 920-82 9,

2 2 2 B 2
\/ag4(1+912+922)2 o1t +9,7) 1+,

_ oy, Y- ) _ Cov(gt+618t—'+928t—?’gt—:+018t—:—'+628t—:—?)=
" 2 2 2 2 2 2
oy Oy \/o-g (1+t91 )0 ¢ (1+¢91 ).
0
=10
Joo 1+, )

protoze pfi £ > 3 se ve jmenovateli neobjevi Zadné dvé slozky ¢ &, se stejnym indexem.

Pfi odvozovani respektujeme pravidlo nekorelovanosti nahodnych slozek ¢,,&, pro ¢ # s . O.
Podminka invertibility (2) ma pro proces a4 (2 ) tvar

(19) 9,+94>_" 94—6’l>—' —y<¢91<1,

takze oblast invertibility procesu MA (2) v roviné s vodorovnou osou pro hodnoty

¢ a se svislou osou pro hodnoty ¢ vyplni vnitiek trojuhelnika s vrcholy
“27,%- a €.




Autoregresni proces AR [autoregressive process]

Autoregresni proces fadu p se zna€i 4R (p) matvar

(21) Yy = Py, Pyt L pryt_p +5, =0B)y, +°5, neboli
(21A) Ve Pay Doy ) Ba ﬁpyt_p =P B).y, =4 » kde
4,9,..4,jsouparametrya ¢ 5)- - i+ .- B” jetzv. autoregresni operator.

Proces 4R (p) zfejmé vznika useknutim linearniho procesu v bodé, ktery odpovida
velikosti zpozdéni p .
Proces 4R (p) je stacionarni, jestlize vSechny kofeny z,,z,..., z,, polynomu ¢(z)

!
protoze pak je splnén predpoklad (3). Proces ma v tom pripadé nulovou stredni
hodnotu a jeho rozptyl je roven

22 o=
(22 Y-t b, - —b,p,

lezi vné jednotkového kruhu v komplexni roviné (tj. pro vSechna |z, z

2|25 |seees

2

O

ovéreni: Definiéni vyjadfeni procesu (21) vynasobime y,, a uplatnime stfedni hodnotu:
YeVe = ¢1yz-yt—' + ﬁzyt'yt—? tot épyt'yt_p t 8

(23) Ey,y, = ¢1Eyt.yt_y + ézEyt.yt_g + ..t ﬁpEy,.yt_p T Ey,€,.

Vztah (23) podélime rozptylem veli€iny y, . Dostaneme:

Eyt-yt—p + Ey, ¢,

L
Eit =9 Ey;.y,-: + b Ey,y,—> "
o ? !

; 2 ; P, 5 5
o o o o
y y y y y
N -~
v _ . v ya E y — , — v
Ziejmé mame £ ;f =7"a %—y; = p, , takze dostaneme
O-y
2 0.82
1=p,p, +b,p, + .+, P + — ,resp. [—b,p th,p + L Hb p = > , @ po
y y
vynasobeni obou stran strany rozptylem »,
Gyz.g_ SISV R N 7.7,z éehoz plyne (22) . o.
a jeho autokorelacni funkce spliiuje diferenéni rovnici
(24) P.=bpP I . PP PrO k>,

Poznamka Pro odvozeni (24) stai vynasobit vSechny éleny rovnosti (21) vyrazem
v—./0,” a prejit ke stfednim hodnotédm, pficemz vzhledem k moznosti vyjadreni

stacionarniho 4R ( p ) procesu jako linearniho procesu (1), je £6,_ ¢, =9 pro x> 19:



VeVi— o _ OV e FE vy 1 Pt ﬁpyt*pyt*: iV

(21) a dale
2 2
o o
y y
™~ - - c
E&zyt— P ¢1E§t— - —+ 752 §t— Vi : Bull s ﬁp ’}t—pyt— 3 -t ‘i Vit takie
o ? o 2 ’
y y
~ ~ ~ ] ~
o = E§tyt~ | s, E§t~ B R 5 E§t~ i ie [y Eﬁt‘p’yt‘ i Bl vy i
" o 12 o 2 o 2 p o 2 c 2
y y y y y
Neboli S 2 R 2V R S Ry o.

Z teorie diferen¢nich rovnic pritom plyne, ze jeji feSeni (24) Ize vyjadfit ve tvaru

(25) p =az taz +. ta

K

,Z, Pro k=), kde

zy.25 ...z, JSOU Navzajem rizné kofeny polynomu ¢ - s vlastnostmi
2|2 )n || 7 @ @, @ @, jsou pevné koeficienty:

a) Pokud jsou koreny :, -, komplexné sdruzené, pak mohou byt nahrazeny

jedinym ¢lenem tvaru @ % sin Yk +4_s 0<a<1.
b) Pokud kofeny :,.- , nejsou navzajem riuzné, tzn. néktery z nich je nasobny, pak se pro

vvvvvv

kofen :, snasobnosti r ve vyjadieni objevi sloZitéjSi €len typu

1

“ﬂ” +B k+B k*+ B k" °, ktery je vSak vyrazné prekryvan pribéhem ¢lenu
z, . Tak & onak, je autokorelacni funkce procesu AR (p) v podstaté linearni

1

kombinaci klesajicich geometrickych posloupnosti a sinusoid ruznych frekvenci
s geometricky klesajicimi amplitudami.
soustava Yule-Walkerovych rovnic

Jestlize zapiSeme vyraz (23) jen pro « = 1,2,.., p, pak dostaneme tzv. soustavu
Yuleovych-Walkerovych rovnic pro vyjadfeni parametru ¢,.4,... ¢  pomoci
autokorelaci »,,~,...., P, (a naopak).

P.=h + PP+ s e +4 o,

(26) P,=0 P + P+ e +9.0,

Parcialni autokorelacni funkce p  procesu AR (p)ma bod useknuti k¢, rovny
fadu modelu p . To plyne pfimo z definice parcialni autokorelaéni funkce, coz €ini
z této funkce dulezity nastroj pro identifikaci autoregresnich procesu.

Proces AR (p) _je vZdy invertibilni. Je to zfejmé, nebot’ (23) je jiz zapis tohoto

modelu v invertovaném tvaru.



Proces 4r(1) - autoregresni proces 1. fadu

(27) v, =Py, +%, je stacionarni pro ¢ |< |

¢

V tomto pfipadé ma nulovou stredni hodnotu a rozptyl procesu 4R (1) je roven

7 B o
(28) o= r ﬁjz
Jeho autokorelacni funkce ma tvar
(29) p. =3" prok=951.23,.

ve tvaru geometricky klesajici posloupnosti (oscilujici pro zaporné ¢, a bez bodu
useknuti) . Specialné je pro « = |

(30) p =1b, , COZznamena, ze

p = b prvni autokorelace procesu AR (1)_se rovna prévé jeho autoregresnimu

parametru. Proto dulezitou roli v modelu hraje znaménko parametru ¢ .

a) Pokud plati # > ) (pozitivni autokorelovanost), pak je patrna setrvaénost ve
znaménkach sousednich hodnot (s relativn € malym prekrizenim ¢asové osy)

b) Pokud plati ¢, <> (negativni autokorelovanost), pak to signalizuje relativné velmi

casté prechody hodnot prfes ¢asovou osu, a velmi ¢asté zmény ve znaménkach
sousednich hodnot ¢asové rady.

Parcialni autokorelac¢ni funkce procesu AR (1) ma tvar
(31) P, =7 , P =) Pro k> |
s bodem useknuti «, = |

Proces 4R (2) - autoregresni proces 2.radu

(32) v, = by, +P,v,,+ %5 je stacionarni pro
(32A) g, +¢, <1, ¢,-¢,<1 —1<9,<1,

takze prislusna oblast stacionarity 4R (2) vroviné svodorovnou osou pro
hodnoty ¢, a svislou osou pro hodnoty ¢, vyplni vnitiek trojihelnika v vrcholy

s vodorovnou osou pro hodnoty ¢ a se svislou osou pro hodnoty ¢ vyplni
vnitfek trojlihelnika s vrcholy < 2~ , %/ a € - .. Vtom pfipadé ma proces
AR (2) nulovou stredni hodnotu a rozptyl roven

o2

33 o 2=
(33) Y-, - b,p,

a jeho autokorelacni funkce ma tvar

—"_ -y - —" -y -
Z] Z2 11 ] |22

p = A—pro k=) ,kde
( $+,

"
Z



z, , z, jsou navzéjem riizné kofeny polynomu ¢(z)(|z,|,|z, > /|; pro dvojnésobny
kofen je tvar funkce analogicky), », nema bod useknuti a ma tvar linearni

kombinace dvou geometricky klesajicich posloupnosti nebo tvar sinusoidy
s geometricky klesajici amplitudou.

Parcialni autokorelacni funkce procesu 4r(2) mabod useknuti roven %, = 2.

Smiseny proces ARMA [autoregressive and moving averages process]

Smiseny proces fadu p a ¢ znaceny jako 4ARMA (p,q) ma tvar:
(41) Ve — 0 |0y 3t ¢pyt_p +& +0 8+ <9q.€ neboli

(1
(41A) $(BYy, -2 %2),
kde operatory ¢(B) a ¢ % _ byly zavedeny vprocesech AR(p) aMmA(q).
Podminka stacionarity (resp. invertibility) smiSeného procesu 4RMA (p,q) je
shodna s podminkou procesu 4R ( p) (resp. invertibility procesu 14 (¢).)
Stacionarni proces 4RMA (p,q) ma nulovou stfedni hodnotu a jeho autokorelaéni
funkce splnuje diferenéni rovnici

(42) ,OK = ¢1pn—1 + ¢2pk_2 + + ¢p'0n—p ] pro k > q + |
s feSenim
(43) o = Sl o B N oz, Pro k= max $q-p+i,

kde z,.z,... z, jsou navzajem rzné kofeny polynomu ¢z ), SIHZZ\ ..... Ry

Autokorelacni funkce procesu 4RMA (p,q) nema bod useknuti a je v podstaté

linearni kombinaci klesajicich geometrickych posloupnosti a sinusoid rlznych
frekvenci s geometricky klesajicimi amplitudami, ale s vyjimkou pocate€nich
hodnot o,,~ .~ ...~ _ (tato vyjimka se uplatni jen v pfipade ¢ = p ) .

Parcialni autokorelaéni funkce procesu 4RMA (p,q) nema bod useknuti a je

omezena linearni kombinaci klesajicich geometrickych posloupnosti a sinusoid
raznych frekvenci s geometricky klesajicimi amplitudami, ale s vyjimkou

pocatecnich hodnot » , » .0 ..~  _  (vyjimkase uplatni, jen kdyz p = 7).

Proces 4rm4 (1,1) je predstavovan zapisem

(44) Vi~ ¢1yt_ ukd s 018[_

a je stacionarni pro |¢,| < 7 . V tom pfipadé ma nulovou stfedni hodnotu a
rozptyl roven

(45) o,

y

1+97+29,60

1-3,7




ovéieni: Z definice procesu 4rma (1,1) ve (44) vime, Ze plati
Yy, = '¢1yt_ te + 918,‘— ;'¢1yt_ te, + ‘915'[_ ;, takze
Ev,.y, = E'$y,_ +& +0c | 2 poroznasobeni pak
ES$, 2 =97°ES,  2+E%e 2+0°Es,_ 2 +20,EQ, &, +20 E's,_ 5, +20$ES &, . _
ES$ 2=¢"E€,_Z+E% 2+0°ps_ Z+20ES_ 5, +204ES _ 5,
ES, 2=¢"E€,_2+0,+0% +20ES,_ 5, +204EG,_
Vztah podélime rozptylem veli¢iny ,, . Dostaneme (protoze 2¢4,£€,_ s =0 ):

&
R

&
= -

5, 2 5,2 ‘ c.2 020,72 4 & B
EY - ¢ EY . 0:° 67°0.° 204,ES, £ .
g 2 2

y y y y y

‘—ﬁza 2=050249%202+20¢0?
Ly <é 1 < “=atl <

a nasledné ohdrzime shodu s (45)

a ma autokorelacni funkci

(46) p |- Sl
L1+t 9%+ 290
overent:
podle (6) a (44) mame
_cov( YY) _ E’/tyt_ 3 :: EPip— +5,+ 98 :‘¢1yt_? i) Y el . 2:
’ G0y ¢ o-y2 O'yZ

Vyraz ve Citateli predchoziho zlomku Ize rozepsat nasledovné:

1 ( =
¢1J’z | +61‘9: 1~¢1J’t ) T € +91‘9;—2/

2
E ¢1 Yi- yt—:’+E‘¢1yz— - ’+E‘¢1yt— 4

&
/i — R

q Tr o D (
tE gt¢1yt—:/+E elel 1+ Eftelgt—t’+ N
- -

tE ‘glgt* ¢1yt* ] :+ E 918[* ?

+E 9126‘[7 £,
Vyjadfime-li jednotlivé ¢leny predchoziho deviti¢lenu, dostaneme:
E ¢12yt—1yt—2 -~ ¢12-E .
E$y,_c_ =$.E§ _s_ =p0.°
Eby,_0¢_, =p0 E§ & _ =p 0207
ES Py, . = P .E€y, =0



2_082§x+¢i+ﬁ1912+91/

1
o 2 O 2
y y

2 2 2 2 2; 2
_xx+¢10'; +p,0 ‘0.2 +9 0.5 0. WH+b, +P,0 7+

! o ? ]+92+2¢,9

y
_ 2
1-9,

o 2

(47) pI=d.p . pro k=2

bez bodu useknuti ve tvaru klesajici geometrické posloupnosti s vyjimkou 2~
Podminkou invertibility procesu arm4 (1.1) je |#,|< 1 .

Parcialni r,, autokorelaéni funkce procesu 4rma (1,1) je omezena klesajici
geometrickou posloupnosti pocinaje od »~ , .

Zobecnéni stacionarni proces s uroviovou konstantou

Dosud uvedené stacionarni procesy se vyznacovaly nulovou stredni hodnotou.
Jejich zobecnéni pro situace, kdy je stfedni hodnota nenulova (ale zistava v ¢ase
neménna) neni vSak nijak obtizné:

Vezmeme-li
Proces klouzavych souétu fadu 174 (¢) se stredni hodnotou ~# ma tvar

(51) y, = u+s + 918t_ + 928[_2 + .- 9(18[_1 =u+ 9(3)_5[
Smiseny proces 4ARMA (p,q) se stiedni hodnotou # ma tvar
(52)

v, 1=08  —p A py L € e Ole 0 e
neboli
(52A) Y, = ¢1yt_1 + ¢2yt_2 + . + ¢pyt_p + St ‘91.5[ +.+0 ¢ , kde

10



Konstrukce modelli v Boxové-Jenkinsové metodologii

Podobné jako v ekonometrii, sestava uplna tvorba modelu v Boxové-Jenkinsové
metodologii z nasledujicich trech kroku:

(A) identifikace modelu Znamena to napf. ze pro analyzovanou ¢asovou fadu
V1>V, v, identifikujeme ji adekvatni model 4R (1)

(B) odhad parametrd (kvantifikace) modelu. V ramci modelu 4z (1) se (dejme tomu)
jedna o model tvaruy, - 972y, . + =, pfi 0.7 = 8,92

(C) diagnostika modelu. Vramci odhadnutého modelu v (b) je tento model
verifikovan na hladiné vyznamnosti « =905 a provéfi se jeho verifikacni

schopnosti.
Pokud diagnostické vysledky z kroku (C) nejsou dostatecné presvédcive, je
potfebné vSechny tfi kroky zopakovat pro alternativni model (€asto se ale jedna

jen o korekci zamitnutého modelu, ke které nam provedena diagnostika poskytla
diléi navod).

11



(A) - Identifikace modelu

Prispévek autokorelacni a parcialni autokorelacni funkce k identifikaci modelu:

Obecnéjsi poznatky o tvaru autokorelaéni a parcialni autokorelacni funkce
stacionarnich a invertibilnich procest 4R (p), 4R (¢), ARMA (p,q) pfinasi tabulka:

AR (p) MA(q), ARMA (p.q)
P, neexistuje & ky =1 neexistuje &
P, ve tvaru U-kfivky P, ve tvaru U-kfivky
po prvnich g-p hodnotach
P . ky=p neexistuje &,
P, omezena U-kfivkou P, omezena U-kfivkou
po prvnich p-q hodnotach

Odpovidajici identifikaéni postup pak spoéiva v prohlidce grafického zaznamu
odhadnutého korelogramu a parcialniho korelogramu modelované ¢asové rady,
kdy se snazime fadé pfiradit nejvhodnéjsi typ modelu pravé pomoci charakteristik
z tabulky. V pfipadé pochybnosti testujeme potencialni bod useknuti ©, pomoci
Bartlettovy aproximace s pfibliznym (asymptotickym) kritickym oborem (nejc¢asté;i
na hladiné « = 7,05 ) pro autokorelacni funkci

( k, )
(53) I | 2 2'\/ik]+2' > r,° | pronékteré r >,

j
=1 )

Druhou moznosti je aplikovat Quenouilleovu aproximaci s kritickym oborem (na
hladiné « = 9,05 ) pro parcialni autokorelacni funkci

(54) I | 2 2.\ﬁ pro nékteré k=%

12



Identifikace pomoci informacnich kritérii

vvvvvv

analytika a v jistétm smyslu identifikaci automatizuje. K problému identifikace
obecného modelu 4rM4 (p,q) pro danou éasovou fadu se zde pfistupuje jako

k problému odhadu parametrl p,q nazakladé optimalizaéniho kritéria

.G = in A(k,l
(60) %q arg min A( ),kde

(k.l)
A(k,1) je vhodné kritérium, kjehoz konstrukci musime pro danou Ffadu

odhadnout model A4RMA (k,1), pfi€emz minimalizaci provadime pro predem
zvolenou sit' hodnot k= 9,7,2,., K 1=9,1,2,., L.

Adekvatnéjsi nez predchozi postup (60) je vSak uplatnit nékteré z kritérii teorie
informace, kdy se penalizuji zbyte¢né vysoké rady | a ka Easto tak docilit u
odhadu jejich konzistence. Nejbéznéjsi kritéria zalozena na tomto principu jsou

(A) AKAIKEho informacni kritérium [Akaike information criterion]

k+1+1
(61) AIC (k,1)=no *py + 2.

n
(B) SCHWARTZovo informacni kritérium[Schwartz (Bayesian) information criterion]

k+ 0+

(62) SIC (k,1)=m0T s+ 'n(n). , kde

n

o ?,., je odhadnuty rozptyl bilého Sumu procesu 4RMA (p.q) a v Gitateli druhého

¢lenu je pocet odhadovanych parametrii (se zapoctenim eventualné nenulové
uroviiové konstanty «, pfiCemz n je délka dané rady). Korektné by ale misto
prvnich ¢lenu v (61), resp. (62) méla byt pouzita minimalni hodnota logaritmované
vérohodnostni funkce daného modelu vynasobena koeficientem (-2/n).

Kritérium BIC sice poskytuje silné konzistentni odhad fadu modelu (ktery
konverguje skoro jisteé, tj. s pravdépodobnosti 1), ale s velkym rozptylem (tj. odhad
ale postrada vydatnost).

U kritéria AIC je tomu presné naopak: prislusny odhad radu modelu je zde bohuzel
nekonzistentni, ale je vydatny.

13



Odhad parametrid ARMA modelu

V pocateéni fazi kvantifikace modelu se postupuje tak, ze se vyuziji existujici
vztahy mezi parametry daného modelu a jeho autokorelacemi, kdy napf. v modelu
AR (1) plati, ze ¢, = o, . Takovéto odhady odvozené z momentti se vSak zpravidla
povazuji jen za predbézné a slouzi tedy jako pocatecni odhady pro vlastni
odhadové procedury, provadéné vétsinou iteracné vhodnou numerickou metodou.
model momentové odhady kontrolni nerovnosti pro r,

_ | . g_
¢1 9 Ty ﬁﬂz—
2

g, .

r € ]
¢, = 22 Tl 1= 0'2=52y1_ﬁ1’”1_ﬁ
1_”1
2 2
— 7= o
PR L ek LR ,
]+92
1
2
2 9%y

~

(o2 * n *—;*/
y ’kde O'Zy*: Z S/t—“,kde yt*:yt_¢1yt_'
]+92 =" n

1

Odhadové procedury pro konstrukci finalnich odhadl v uvazovanych modelech jsou
vyslovené zalezitosti metod nasazenych v pfislusném software. Napf. v 4R (p)

modelu zapsanému ve tvaru
(21) Y, - Xt 751yt_1 + ﬁz)’t—z + o + pryt_p + £

Ize pouzit klasicky OLS-odhad spolu s klasickym OLS-odhadem jeho kovarianéni
matice, ktery je za predpokladu stacionarity procesu konzistentni. Lze totiz ukazat,
(L x)=v, kde V je regulami
\r )

matice a stejné tak i podminku ortogonality ,_, \plim(%X'8}= 9. Zvyjadreni

ze regresory v (21) spliuji podminku ,_,  piim

stacionarniho procesu 4R (p) ve tvaru linearniho procesu (1) specialné plyne, ze
(63) cov S’;— L&, = cov 9:— ,&, = .= cov S’t—p’gt = M.
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V pripadé stacionarniho a invertibilniho 4rAM4 (p,q) modelu (vyjadieného pro
jednoduchost s nulovou stfedni hodnotou)

(41) Vi =¢1yt_1 +¢2J’z—2 t o +¢pyt_p + £ +918t—1 +---'9qu—1
se nejcastéji pouzivaji NLLS -odhady realizované pomoci nékteré z metod Gauss-
Newtonovy ftridy.

Prislusna NLLS -odhadova procedura zde spo€iva v minimalizaci sou¢tu ¢tverc

min 2 t'¢1,...,¢ 0 qu

(64) Pl , kde
0y ,,0.0,
e, '¢1,..., ¢p,91 ey 9(1 =2y, _¢Iy,_, — . ¢pyt_p — '915[_, — ”9(18[_1

pro = p+1,p+2..n $Vvhodné zvolenymi hodnotami ¢, ..., +,... e

Odhad rozptylu bilého Sumu <.’ se potom obvykle ziska tak, Zze minimalni

hodnotu (64) vydélime délkou fady n. Za predpokladu normality a pfi dost velkém
n jsou odhadové vysledky velmi blizké ML-odhadu (podminénému volbou
e, ) Ziskanému maximalizaci logaritmované vérohodnostni funkce

ep—]-}-v,ep—]-{-? .......

_ PR .

iy - — = 1
(65) L* 4]0, = =Ly €r - LBy 0 - LL 5 (4,0 )3
2 2 o2, 4
2 t=pt

Tabulka: Pfiblizné hodnoty smérodatnych odchylek odhadnutych parametri ve
vybranych stacionarnich a invertibilnich modelech Boxovy-Jenkinsovy metodologie:

- 1—512
AR (1) o9, =
n
- oy~ ]—ﬁz
AR(2) o\, =3¢, = :
n
- A -9 ¢
MA(1) o0 =79, = :
n
'4 ~ 4~ ]_92
MA (2) c$, =70, = :
n
2 2
- — 42 5.6 - -92 5.6
ARMA (1.1) oy, - ’ 11_(+ 1)1) o6 = ‘ 1‘_(+ ))
n¢1+9l) n‘¢1v+9l)

3 Poznamka vychozi (nelogaritmovana) vérohodnostni funkce ma tvar
~ n—p b [ ] n ]

.exp{‘—z Zei(¢1 ...... Qq)ZF

1 270 2 1 20° ¢=p+1 )
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Diagnostika modelu

Diagnostika modelu je v ramci Box-Jenkinsovy metodologie velmi propracovana.
Spociva vtom, Ze pomoci ruznych diagnostickych/verifikacnich nastrojt
ovérujeme adekvatnost sestaveného modelu (. provéfujeme, zda je skute¢né
konformni s analyzovanymi daty). Pfitom obvykle musime brat v uvahu nékolik
aspektu:

1. kontrola stacionarity modelu.

Predevsim zde kontrolujeme, zda odhadnuty model skuteéné spliuje podminku
stacionarity, tj. zda koreny jeho odhadnutého autoregresniho polynomu lezi vné
jednotkového kruhu v komplexni roviné (resp. zda ekvivalentné jejich prevracené
hodnoty, coz jsou koreny autoregresniho polynomu zapsaného s opaénym
usporadanim mocnin lezi uvniti takovéhoto kruhu). Je také mozné radu rozdélit do
nékolika useku a testovat shodnost odhadnutych drovni, rozptyll a autokorelaci
(popf. momentu vyssich fadud, zejména Sikmost mezi jednotlivymi useky).

Jiny postup (tzv. impuls response) spociva v analyze toho, jako odezvu ma
v odhadnutém modelu impuls m (vétSinou standardizovany na velikost jedno nebo
vicenasobek smérodatné odchylky bilého Sumu), ktery nastal v jediném ¢asovém
okamziku nebo opakované od daného ¢asového okamziku a pfirozené urcuje
nasledné hodnoty procesu — odhadnuta ARMA struktura se prevede do tvaru
linearniho procesu (1) a od daného okamziku se sem dosazuje inovacni proces
s jedinou nenulovou hodnotu v tomto okamziku nebo inovaéni proces se stale
stejnymi nenulovymi hodnotami od tohoto okamziku. Je-li analyzovana frada
stacionarni, méla by s rostouci ¢asovou vzdalenosti od okamziku impuls(:

(1) odezva pro jediny impuls postupné odeznit az na nulovou hodnotu
(2) odezva pro opakovany impuls se stabilizovat na ur¢ité (nenulové) arovni.

2. kontrola struktury ARMA procesu

Rozumi se ji predevSim shoda korelaéni struktury odhadnuté zdat (t;.
autokorelacni a parcialni autokorelacni funkce) s korelaéni strukturou vypoétenou
z odhadnutého modelu, ktery ovéfujeme. Jina kontrola struktury modelu souvisi
s testovanim nekorelovanosti pro vypoéteny bily Sum pomoci Q-testu.
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