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Domácí úkol £. 1 � °e²ení

P°i °e²ení tohoto úkolu m·ºete pouºívat jakékoli materiály a doporu£uji
spolupracovat se svými spoluºáky. Nicmén¥ úkol musíte opravdu vy°e²it (tj.
nikoli pouze opsat) a odevzdat samostatné °e²ení. Úloha, která bude zjevn¥
opsána a na níº je vid¥t, ºe autor neví, co napsal, nebude bodována.

1. (4 body) Uvaºujme následující CRRA (Constant relative risk aversion)
uºitkovou funkci

u(c) =
c1−γ

1− γ
. (1)

(a) (2 body) Ukaºte, ºe míra relativní averze k riziku de�novaná jako
−u′′(c)c

u′(c)
je rovna γ.

Poºadovaný výsledek dostaneme dosazením výraz· pro
první a druhou derivaci

u′(c) = c−γ, (2)

u′′(c) = −γc−(1+γ) (3)

do vý²e uvedeného vzorce. Také si v²imn¥te, ºe p°evrá-
cená hodnota tohoto výrazu je elasticita substituce, která
je pro CRRA uºitkové funkce konstantní.

(b) (2 body) Ukaºte, ºe pro γ = 1 uºitková funkce s konstantní mírou
relativní averze k riziku má tvar u(c) = log(c). (Nápov¥da: Ne-
jd°íve transformujte u(c) s vyuºitím ekonomické teorie, konkrétn¥
ordinality uºitku.)
Pouhé dosazení γ = 1 do výrazu pro CRRA uºitkovou
funkci nám moc nepom·ºe. Po transformaci (1) na

u(c) =
c1−γ − 1

1− γ
(4)

v²ak m·ºeme vyuºít L'Hospitalova pravidla a ukázat, ºe
platí

lim
γ→1

c1−γ − 1

1− γ
= lim

γ→1

− log(c)c1−γ

−1
= log(c). (5)
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2. (11 bod·) Uvaºujme ekonomiku s velkým mnoºstvím identických lidí
(normalizováno na 1, tj. po£et lidí v této ekonomice je 1), kte°í získá-
vají uºitek ze spot°eby spot°ebních statk· a volného £asu. Produkt
je vyráb¥n podle Cobb-Douglasovy produk£ní funkce s vyuºitím ak-
tuální nabídky práce a stávající zásoby kapitálu, p°í£emº ne v²echen
kapitál musí být p°i výrob¥ vyuºit. Produkt m·ºe být spot°ebován nebo
investován do výroby nového kapitálu. Kapitál se p°i výrob¥ opot°e-
bovává v závislosti na mí°e jeho vyuºití. Neopot°ebovaný kapitál m·ºe
být také spot°ebován. V kaºdém období dostane kaºdý agent p°id¥lenu
jednu jednotku £asu, kterou m·ºe vyuºít k práci nebo pro volný £as.

Uvaºujme problém sociálního plánova£e, který se snaºí maximalizovat
uºitek representativního agenta za p°edpokladu, ºe budou dodrºeny
rozpo£tové moºnosti ekonomiky. Jeho maximaliza£ní problém vypadá
následovn¥

max
∞∑

t=0

βt[ν log(ct) + (1− ν) log(1− ht)], (6)

s.t. ct + kt+1 = (utkt)
αh

(1−α)
t + (1− δ(ut))kt, (7)

kde β ∈ (0, 1), ν ∈ (0, 1) a α ∈ (0, 1) jsou parametry, ct je spot°eba v
£ase t, ht je podíl £asu v období t stráveného prací a ut je míra vyuºití
kapitálu v £ase t. δ(u) je funkce, která udává míru opot°ebení kapitálu
v závislosti na stupni jeho vyuºití p°i výrob¥. kt je zásoba kapitálu,
kterou má sociální plánova£ k dispozici v £ase t.

(a) (2 body) Vypi²te z°eteln¥ stavové a kontrolní prom¥nné. U stavových
prom¥nných uve¤te, zda jsou endogenní nebo exogenní.

• stavové prom¥nné: kt (endogenní)

• kontrolní prom¥nné: ct, ht, ut

(b) (2 body) Napi²te Bellmanovu rovnici (BE) se v²emi p°íslu²nými
omezeními, uve¤te prom¥nné, p°es které maximalizujete.

V (k) = max
c,h,u

{ν log(c) + (1− ν) log(1− h) + βV (k′)}, s.t. (8)

k′ = (uk)αh1−α + (1− δ(u))k − c (9)

(c) (5 bod·) Odvo¤te Eullerovu rovnici (EE) a ostatní podmínky
(rovnice), které charakterizují °e²ení va²í BE. V²echny podmínky
ekonomicky interpretujte.
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Podmínky prvního °ádu pro optimální °e²ení získáme derivací
Bellmanovy rovnice p°es c, h, u

ν

c
= βVk(k

′), (10)

1− ν

1− h
= βVk(k

′)(1− α)(uk)αh−α, (11)

αuα−1kαh1−α = δu(u)k. (12)

Pro eliminaci neznámé derivace hodnotové funkce, Vk(k
′),

vyuºijeme Envelope Theorem

Vk(k) = βVk(k
′)[αuαkα−1h1−α + 1− δ(u)], (13)

Po dosazení z (10) za βVk(k
′) a posunutí o jedno období

dop°edu dostaneme

Vk(k
′) =

ν

c′
[αu

′αk
′α−1h

′1−α + 1− δ(u′)], (14)

Po op¥tovném dosazení (14) do (10) obdrºíme Eulerovu
rovnici

ν

c
= β

ν

c′
[αu

′αk
′α−1h

′1−α + 1− δ(u′)], (15)

která °íká, ºe zdroje musí být rozd¥leny mezi dne²ní a
zít°ej²í spot°ebu tak, aby dne²ní náklady ve form¥ u²lého
uºitku ze spot°eby zp·sobené vy²²ími úsporami byly rovny
diskontovanému zít°ej²ímu uºitku, který tyto vy²²í úspory
p°inesou. Pokud Eulerova rovnice neplatí, agent dosáhne
vy²²ího uºitku zm¥nou úspor a tím i £asové struktury
spot°eby.

Dal²í podmínku charakterizující optimální alokaci zdroj·
dostaneme dosazením (10) do (11)

1− ν

1− h
=

ν

c
(1− α)(uk)αh−α. (16)

Tato podmínka ur£uje optimální alokaci £asu mezi práci
a volný £as a °íká, ºe náklady na dodate£n¥ vynaloºe-
nou jednotku práce v podob¥ ztráty uºitku z volného
£asu se musí rovnat výnosu ve form¥ uºitku z dodate£né
spot°eby, kterou tato dodate£ná jednotka práce umoºní.
Alternativn¥ m·ºeme tuto podmínku interpretovat jako
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poºadavek, aby se mezní míra substituce mezi spot°ebou
a prací rovnala meznímu produktu práce.

Poslední podmínku optimality p°edstavuje rovnice (12),
která stanovuje optimální míru vyuºití kapitálu tak, aby
se p°i zvý²ení intenzity vyuºití kapitálu dodate£ná pro-
dukce rovnala zvý²ené mí°e opot°ebení.

(d) (1 bod) Napi²te podmínku transversality (TVC) a interpretujte
ji.

lim
t→∞

βtuc(ct)[fk(kt, nt) + 1− δ]kt = 0 (17)

Podmínka transversality °íká, ºe trajektorie spot°eby (spot°ební
plán) je optimální pouze tehdy, pokud hodnota zdroj·,
které tento spot°ební plán diktuje naakumulovat, je ve
vzdálené budoucnosti (v posledním období v p°ípad¥ kone£ného
horizontu) nulová. To znamená, ºe naakumulovat "p°íli²"
kapitálu m·ºeme pouze v p°ípad¥, ºe pro nás nemá ºád-
nou uºitnou hodnotu. Pokud TVC neplatí, je optimální
sníºit akumulaci kapitálu v zájmu vy²²í spot°eby v d°ív¥j²ích
obdobích, coº povede k vy²²ímu uºitku.

(e) (1 bod) Napi²te podmínky, které charakterizují stacionární rovnováhu
(Steady State). Nemusíte ji °e²it, steady statové hodnoty v²ech
prom¥nných z°eteln¥ odli²te od b¥ºných hodnot (nap°. c vs. c̄).

1 = β[αūαk̄α−1h̄1−α + 1− δ(ū)], (18)
1− ν

1− h̄
=

ν

c̄
(1− α)(ūk̄)αh̄−α, (19)

αūα−1k̄αh̄1−α = δu(ū)k̄ (20)

3. (1 bod) P°edpokládejte, ºe produkt v této ekonomice je vyráb¥n velkým
mnoºstvím identických �rem. Vy°e²te maximaliza£ní problém �rmy,
která najímá kapitál a práci na dokonale konkuren£ním trhu výrob-
ních faktor· a prodává svoji produkci na dokonale konkuren£ním trhu
statk·. V²echny podmínky interpretujte.

max y − [(r + δ(u))k + wh], s.t. (21)

y = f(k, h, u), (22)

kde r a w jsou úroková míra, respektive mzda a ostatní prom¥nné mají
stejný význam jako v otázce 2. (Pozn. Firma bere ceny jako dané a °e²í
jednoduchý statický problém.)

4



Dosazením (22) do (21) a zderivováním p°es k, h, u dostaneme
obvyklé podmínky

fk(k, h, u) = r + δ(u), (23)

fh(k, h, u) = w, (24)

fu(k, h, u) = δu(u)k, (25)

které °íkají, ºe �rma najímá výrobní faktory v takovémmnoºství,
aby se jejich mezní produkt rovnal jejich náklad·m (mzda v
p°ípad¥ práce a úroky plus opot°ebení v p°ípad¥ kapitálu).
Navíc �rma najatý kapitál vyuºívá v takové mí°e aby se do-
date£ný produkt p°i zvý²ené mí°e vyuºití kapitálu rovnal do-
date£né mí°e jeho opot°ebení.

4. (4 body) Uvaºujte stejnou ekonomiku jako v otázce 2, ale nyní p°ed-
pokládejte, ºe místo sociálního plánova£e jsou zdroje alokovány trhem.
Vy°e²te optimaliza£ní problém agenta, který bere ceny jako dané.

max
∞∑

t=0

βt[ν log(ct) + (1− ν) log(1− ht)], (26)

s.t. ct + kt+1 = (1 + r)kt + wht, (27)

kde v²echny prom¥nné mají stejný význam jako v otázkách 2 a 3. (Pozn.
Ceny jsou v agentov¥ maximaliza£ním problému brány jako parametry,
nikoliv jako stavové prom¥nné.)

(a) (2 body) Zopakujte kroky a � d z otázky £. 2.
Bellmanova rovnice

V (k) = max
c,h

{ν log(c) + (1− ν) log(1− h) + βV (k′)}, s.t. (28)

k′ = (1 + r)k + wh− c (29)

(30)

FOC

ν

c
= βVk(k

′), (31)

1− ν

1− h
= βVk(k

′)w, (32)

EC

Vk(k
′) =

ν

c′
(1 + r), (33)
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EE

ν

c
=

ν

c′
(1 + r), (34)

Optimální alokace £asu

1− ν

1− h
=

ν

c
w. (35)

TVC

lim
t→∞

βtuc(ct)(1 + rt)kt = 0 (36)

(b) (2 body) Dále vyuºijte vá² výsledek z otázky £. 3 a ukaºte, ºe
problém sociálního plánova£e a problém agenta £elícího trhu vedou
ke stejné alokaci zdroj·.

Z podmínek (23) � (25) plyne

r = αkα−1uαh1−α, (37)

w = (1− α)(uk)αh−α, (38)

δu(u)k = αuα−1kαh1−α. (39)

Dosazením za r a w do rovnic (34) a (35) vidíme, ºe pod-
mínky popisující optimální spot°ebu, práci a vyuºití kapitálu
jsou v obou p°ípadech identické.
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