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Domaci kol ¢. 1 — reSeni

Pti feSeni tohoto tkolu muZzete pouzivat jakékoli materidly a doporucuji
spolupracovat se svymi spoluzaky. Nicméné kol musite opravdu vyfesit (tj.
nikoli pouze opsat) a odevzdat samostatné fegeni. Uloha, ktera bude zjevng
opsana a na niz je vidét, ze autor nevi, co napsal, nebude bodovéna.

1. (4 body) Uvazujme nasledujici CRRA (Constant relative risk aversion)
uzitkovou funkei
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(a) (2 body) Ukazte, ze mira relativni averze k riziku definovana jako
—w (e So rovna .

w/(c)
Pozadovany vysledek dostaneme dosazenim vyrazt pro
prvni a druhou derivaci

(C) =c 7, (2)

u/
u"(¢) = =y U (3)

do vySe uvedeného vzorce. Také si vSimnéte, zZze pievra-
cena hodnota tohoto vyrazu je elasticita substituce, ktera
je pro CRRA uzitkové funkce konstantni.

(b) (2 body) Ukazte, ze pro v = 1 uzitkové funkce s konstantni mirou
relativni averze k riziku ma tvar u(c) = log(c). (Napovéda: Ne-
jd¥ive transformujte u(c) s vyuzitim ekonomické teorie, konkrétné
ordinality uzitku.)

Pouhé dosazeni v = 1 do vyrazu pro CRRA uzitkovou
funkci ndm moc nepomiize. Po transformaci (1) na

-1
u(c) = _— (4)
Y
vSak miZeme vyuZit L’Hospitalova pravidla a ukazat, Ze
plati
=1 —log(c)c
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2. (11 bodu) Uvazujme ekonomiku s velkym mnozstvim identickych lidi
(normalizovano na 1, tj. pocet lidi v této ekonomice je 1), ktefi ziska-
vaji uzitek ze spotieby spotfebnich statki a volného casu. Produkt
je vyrabén podle Cobb-Douglasovy produkéni funkce s vyuzitim ak-
tualni nabidky prace a stavajici zasoby kapitalu, pficemz ne vSechen
kapital musi byt pii vyrobé vyuzit. Produkt miize byt spotfebovan nebo
investovan do vyroby nového kapitalu. Kapital se pii vyrobé opotfie-
bovava v zavislosti na mite jeho vyuziti. Neopotiebovany kapital miize
byt také spotfebovan. V kazdém obdobi dostane kazdy agent pridélenu
jednu jednotku c¢asu, kterou miize vyuzit k praci nebo pro volny cas.

Uvazujme problém socidlniho planovace, ktery se snazi maximalizovat
uzitek representativniho agenta za predpokladu, Ze budou dodrzeny
rozpo¢tové moznosti ekonomiky. Jeho maximaliza¢ni problém vypada
nasledovné

maxz Bvlog(ey) + (1 —v)log(1 — hy)], (6)
S ot ke = (k) RS (1 = 5(u)ky, (7)

kde g € (0,1),v € (0,1) a @ € (0,1) jsou parametry, ¢; je spotfeba v
case t, hy je podil ¢asu v obdobi t straveného praci a u; je mira vyuziti
kapitalu v ¢ase t. §(u) je funkce, kterd udava miru opotiebeni kapitalu
v zavislosti na stupni jeho vyuziti pfi vyrobé. k; je zasoba kapitalu,
kterou ma socialni planovac k dispozici v ¢ase t.

(a) (2 body) Vypiste zietelné stavové a kontrolni proménné. U stavovych
proménnych uvedte, zda jsou endogenni nebo exogenni.

e stavové promeénné: k, (endogenni)
e kontrolni proménné: c¢;, h;, u;

(b) (2 body) Napiste Bellmanovu rovnici (BE) se vSemi pfislusnymi
omezenimi, uvedte proménné, pies které maximalizujete.

Vi(k) = rcr}}gf{l/log(c) + (1 —v)log(l —h)+ BV (K)}, st. (8)
K = (uk)*h'* 4+ (1 = §(u))k — ¢ (9)

(¢) (5 bodi) Odvodte Eullerovu rovnici (EE) a ostatni podminky
(rovnice), které charakterizuji feseni vasi BE. Vsechny podminky
ekonomicky interpretujte.



Podminky prvniho fadu pro optimalni feSeni ziskdme derivaci
Bellmanovy rovnice pies ¢, h,u

= = BVi(k), (10)
T V) (1~ ) () (11)
au® kAR = 6, (u)k. (12)

Pro eliminaci nezndmé derivace hodnotové funkce, Vi (£'),
vyuzijeme Envelope Theorem

Vi(k) = BVi(K)[ou kA + 1 = 6(w)], (13)

Po dosazeni z (10) za (Vi(k') a posunuti o jedno obdobi
dopiedu dostaneme

Vilk) = Slau K~ H1= 41 = 5(u)], (14)
Po opé&tovném dosazeni (14) do (10) obdrZime Eulerovu
rovnici

2= Bl ok e 41— S, (15)
C C

ktera tika, Ze zdroje musi byt rozdéleny mezi dnesni a
zitiej$i spotfebu tak, aby dnesni naklady ve formé uslého
uzitku ze spotieby zptsobené vys$simi tisporami byly rovny
diskontovanému zitfejSimu uzitku, ktery tyto vyssi aspory
prinesou. Pokud Eulerova rovnice neplati, agent dosahne
vy$§iho uzitku zménou tdspor a tim i ¢asové struktury
spotieby.

Dalsi podminku charakterizujici optimalni alokaci zdroju
dostaneme dosazenim (10) do (11)

1—v v

T E(l — o) (uk)*h™. (16)

Tato podminka urc¢uje optimalni alokaci ¢asu mezi praci
a volny cas a rika, ze naklady na dodate¢né vynaloze-
nou jednotku prace v podobé ztraty uzZitku z volného
c¢asu se musi rovnat vynosu ve formé uzZitku z dodatecné
spotieby, kterou tato dodate¢na jednotka prace umozni.
Alternativné miZeme tuto podminku interpretovat jako
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poZadavek, aby se mezni mira substituce mezi spotfebou
a praci rovnala meznimu produktu prace.

Posledni podminku optimality piedstavuje rovnice (12),
ktera stanovuje optimalni miru vyuziti kapitalu tak, aby
se pri zvySeni intenzity vyuziti kapitdlu dodate¢na pro-
dukce rovnala zvySené mife opotiebeni.

(d) (1 bod) Napiste podminku transversality (TVC) a interpretujte
.
tEI& ﬁtuc(ct)[fk(kt,nt) +1— 5]]{715 =0 (17)

Podminka transversality Fika, Ze trajektorie spotfeby (spotfebni
plan) je optimalni pouze tehdy, pokud hodnota zdroji,
které tento spotiebni plan diktuje naakumulovat, je ve
vzdalené budoucnosti (v poslednim obdobi v pfipadé koneéného
horizontu) nulova. To znamen4, Ze naakumulovat "p¥ilis"
kapitalu miZeme pouze v pripadé&, Ze pro nis nemd zad-
nou uZitnou hodnotu. Pokud TVC neplati, je optimalni

obdobich, coz povede k vys§§imu uzitku.

(e) (1 bod) Napiste podminky, které charakterizuji stacionarni rovnovahu
(Steady State). Nemusite ji Tesit, steady statové hodnoty vsech
proménnych zfetelné odliste od béznych hodnot (napi. ¢ vs. ¢).

1 = Blaa“k*'h' ™ +1 — 6(a)], (18)

1 — _
= = (1- )@k, (19)
au® kR = 6, (u)k (20)

3. (1 bod) Piedpokladejte, ze produkt v této ekonomice je vyrabén velkym
mnozstvim identickych firem. VyfeSte maximaliza¢ni problém firmy,
kterd najima kapital a praci na dokonale konkuren¢nim trhu vyrob-
nich faktort a prodava svoji produkci na dokonale konkuren¢nim trhu
statkli. VSechny podminky interpretujte.

maxy — [(r + 0(u))k + wh], s.t. (21)
y = f(k, h,u), (22)
kde r a w jsou trokova mira, respektive mzda a ostatni proménné maji

stejny vyznam jako v otézce 2. (Pozn. Firma bere ceny jako dané a tesi
jednoduchy staticky problém.)



Dosazenim (22) do (21) a zderivovanim p¥es k, h,u dostaneme
obvyklé podminky

Jr(k,hyu) =1+ 6(u), (23)
fulk,hyu) = w, (24)
fulk, hyu) = 6y (u)k, (25)

které rikaji, Ze firma najima vyrobni faktory v takovém mnozstvi,
aby se jejich mezni produkt rovnal jejich nakladim (mzda v
pfipadé prace a uroky plus opotiebeni v pfipadé kapitalu).
Navic firma najaty kapital vyuZiva v takové mire aby se do-
date¢ny produkt pfi zvySené miie vyuziti kapitalu rovnal do-
date¢né miie jeho opotiebeni.

. (4 body) Uvazujte stejnou ekonomiku jako v otézce 2, ale nyni pred-
pokladejte, Ze misto socidlniho planovace jsou zdroje alokovany trhem.
Vyteste optimaliza¢ni problém agenta, ktery bere ceny jako dané.

max Y  f'[vlog(c;) + (1 — v)log(1 — hy)], (26)

s.t. ¢ + kt+1 = (1 + T)kft -+ wht, (27)

kde vSechny proménné maji stejny vyznam jako v otazkach 2 a 3. (Pozn.
Ceny jsou v agentové maximaliza¢nim problému brany jako parametry,
nikoliv jako stavové proménné.)

(a) (2 body) Zopakujte kroky a — d z otézky ¢. 2.
Bellmanova rovnice

V(k) = Ircl_%x{l/log(c) + (1 —v)log(l —h)+ BV(K)}, s.t. (28)

K =(1+7)k+wh—c (29)
(30)
FOC
= = BV, (31)
= Bk, 52)
EC
Vi(K) = g(l +7), (33)



EE

%:5(1+r>, (34)

Optimalni alokace ¢asu

1—v v (35)
1—h cw'
TVC
tlim Bru(c)(1+ri)k; =0 (36)

(2 body) Dale vyuzijte vas vysledek z otazky ¢. 3 a ukazte, ze
problém socidlniho planovace a problém agenta celiciho trhu vedou
ke stejné alokaci zdroji.

Z podminek (23) — (25) plyne

r=ak® u*h ", (37)
w=(1—a)(uk)*h™, (38)
Su(u)k = au® Tk*h! e, (39)

Dosazenim za r a w do rovnic (34) a (35) vidime, Ze pod-

minky popisujici optimalni spotfebu, praci a vyuziti kapitalu

jsou v obou pripadech identické.



