Kapitola 11.: Porovnani empirického a teoretického rozlozeni

Cil kapitoly

Po prostudovani této kapitoly budete umét
- testovat hypotézu, ze dany nahodny vybér pochazi z rozlozeni s danou diskrétni ¢i
spojitou distribucni funkci
- ovétovat podminky dobré aproximace pro testy dobré shody
- pomoci jednoduchych testl testovat hypotézu, ze dany nahodny vybér pochazi
z exponencialniho ¢i Poissonova rozlozeni

Casova zatéz
Na prostudovani této kapitoly a splnéni ukolt s ni spojenych budete pottebovat asi 8 hodin
studia.

11.1. Motivace

Moznost pouziti statistickych testil je podminéna né¢jakymi predpoklady o datech. Velmi
Casto je to predpoklad o typu rozlozeni, z néhoz ziskana data pochazeji. Mnoho testt je
zaloZeno na predpokladu normality. (Testovani normality bylo probrano ve 2. kapitole.)
Opomijeni piedpokladll o typu rozlozeni muze v praxi vést i ke zcela zavadejicim vysledkiim,
proto je nutné vénovat tomuto problému patiicnou pozornost.

V této kapitole se seznamime s testem dobré shody, ktery je (po splnéni urcitych
predpokladil) pouzitelny k ovéfeni shody empirického rozlozeni s jakymkoliv teoretickym
rozlozenim. Tato univerzalnost je ovSem provazena ponckud sniZzenou silou testu. Proto byly
pro nektera rozlozeni vyvinuty specialni testy vyuzivajici charakteristickych vlastnosti téchto
rozlozeni. Zde uvedeme tzv. jednoduché testy exponencidlniho a Poissonova rozlozeni.

11.2. Testy dobré shody

11.2.1. Popis testu
Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér X, ..., X, pochazi z rozlozeni
s distribucni funkei O(x).
a) Je-li distribu¢ni funkce spojitd, pak data rozdélime do r tfidicich intervali (u Ui > ,

j = 1, ..., r. Zjistime absolutni Cetnost n; j-tého tfidiciho intervalu a vypocteme
pravdépodobnost p;, Zze ndhodna veli¢ina X s distribu¢ni funkci ®(x) se bude realizovat
v j-tém tfidicim intervalu. Plati-li nulova hypotéza, pak p; = ®(uj+1) - P(u;).

b) Ma-li distribucni funkce nejvyse spocetné mnoho bodl nespojitosti, pak misto t¥idicich
intervall pouZijeme varianty X}, j = 1, ..., r. Pro variantu xjj; zjistime absolutni ¢etnost n; a
vypocteme pravdépodobnost p;, Ze ndhodn4 veli¢ina X
s distribu¢ni funkci @(x) se bude realizovat variantou xp;;. Plati-li nulova hypotéza, pak
p; = ®lxpy )~ limd(x)=P(X = x;).
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Testova statistika: K = ZM
=1 np;
pocet odhadovanych parametrii daného rozlozeni. (Napf. pro normalni rozlozeni p = 2,
protoze z dat odhadujeme stfedni hodnotu a rozptyl.) Pokud zadny parametr nemusime
odhadovat, hovotime o upln¢ specifikovaném problému. Nulovou hypotézu zamitame na

. Plati-li nulova hypotéza, pak K = ¥*(r-1-p), kde p je



asymptotické hlading vyznamnosti a, kdyz K > x*1.o(r-1-p). Aproximace se povazuje za
vyhovujici, kdyznp; >5,j=1, ..., 1.

Upozornéni: Pii nesplnéni podminky np; > 5,j =1, ..., r je tfeba n€které intervaly resp.
varianty sluCovat, coz vede ke ztrat¢ informace. Ve spojitém ptipadé je hodnota testové
statistiky K siln€ zavisla na volb¢ tfidicich intervala

11.2.2. Priklad: (Testovani shody empirického a teoretického rozlozeni pti uplné
specifikovaném problému)
Ze souboru rodin s péti détmi bylo ndhodné€ vybrano 84 rodin a byl zjistovan pocet chlapcu:

Pocetchlapca |0 |1 |2 |3 |4 |5
Pocet rodin 311012231144

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze rozlozZeni poctu chlapct se
fidi binomickym rozlozenim Bi(5; 0,5).

ReSeni:
Pravdépodobnost, ze nahodna veli¢ina s rozlozenim Bi(5; 0,5) bude nabyvat hodnot py, ..., ps
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Vypocty pottebné pro stanoveni testové statistiky K uspotradame do tabulky.

j | pi np;

013 0,03125]84.0,03125=2,625
1 (10 0,15625]84.0,15625=13,125
2 122 0,3125 |84.0,3125=26,25
3 |31 0,3125 |84.0,3125=26,25
4 |14 0,15625]84.0,15625=13,125
5 |4 0,03125|84.0,03125=2,625

Podminky dobré aproximace nejsou splnény, slou¢ime tedy prvni dvé varianty a posledni dvé
varianty.

(nj_npj)z
l’lpj
0al({13(0,1875|84.0,1875=15,750,480159
2 2210,3125|84.0,3125=26,25|0,688095
3 3110,3125(84.0,3125=26,25|0,859524
4a5]18(0,1875|84.0,1875=15,75(0,321429

] nj | pj np;

Vypocteme realizaci testové statistiky: K = 0,48059 + 0,688095 + 0,859524 + 0,321429 =
2,3492, pocet ttid r = 4, poCet odhadovanych parametrii p =0, r—p - 1 = 3, kriticky obor

W = <x21_a (r-p-1)o)= <X20,95 (3),90) = (7,8147;). Protoze K ¢ W, nulovou hypotézu

nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:



Vytvotime datovy soubor se dvéma proménnymi a ¢tyfmi piipady. Proménna nj obsahuje
zjisténé Cetnosti (po slouceni variant), proménna npj pak teoretické cetnosti.

Statistiky — Neparametricka statistika — Pozorované vs. oekavané y2 — OK — Proménné —
Pozorované Cetnosti nj, ocekavané Cetnosti npj — OK — Vypocet.

Pozorované vs. o¢ekavané Cetnosti (Tabulka1
Chi-Kvadr. = 2,349206 sv = 3 p = ,503161
pozorov. | ocekav. P-0O (P-O)*2
Pripad nj npj /0

1] 13,00000 15,75000 -2,75000 0,480159
2 | 22,00000 26,25000 -4,25000/ 0,688095
3 | 31,00000 26,25000 4,75000 0,859524
4 ] 18,00000 15,75000 2,25000 0,321429
Sct 84,00000 84,00000 0,00000 2,349206

V zéhlavi vystupni tabulky je uvedena hodnota testového kritéria (2,349206), pocet stupnii
volnosti =3 a p-hodnota (0,503161). Nulova hypotéza se tedy nezamita na asymptotické
hladin¢ vyznamnosti 0,05.

11.2.3. Priklad: (Testovani shody empirického a teoretického rozlozeni pii netiplné
specifikovaném problému — diskrétni ptipad)
V tabulce jsou roztiidény fotbalové zapasy urcité soutéze podle poctu vstielenych branek.

Pocetbranek |0 |1 |2 |3 |4avic
Pocet zapasu | 19 | 30 | 17 | 10 | 8

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze jde o vybér z Poissonova
rozlozeni.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime datovy soubor s dvéma proménnymi a 5 ptipady. Proménna POCET obsahuje
pocet vstielenych branek, proménna CETNOST pak pocet zapasi, v nichz bylo dosazeno
zjisténého poctu branek.

Statistiky — Prokladani rozd€leni — Diskrétni rozdéleni — Poissonovo — OK — Proménna
POCET - klikneme na ikonu se zavazim — Proménnd vah CETNOST — Stav Zapnuto — OK —
- Vypocet.

Proménna: POCET, Rozdéleni:Poissonovo, Lambda = 1,500 (branky.sta)

Chi-kvadrat = 2,07051, sv = 3, p = 0,55790

Pozorované | Kumulativ. Procent Kumul. % |Ocekav. | Kumulativ. | Procent |Kumul. %
Kategorie Cetnosti Pozorované |Pozorované |Pozorované |Cetnosti | Ocekav. |Od&ekav. | Odekav.
<= 0,00000 19 19 22,61905 22,6190 18,74294 18,74294 22,31302| 22,3130
1,00000 30 49 35,71429 58,3333 28,11440  46,85733 33,46952 55,7825
2,00000 17 66 20,23810 78,5714 21,08580  67,94313 25,10214 80,8847
3,00000 10 76 11,90476 90,4762 10,54290  78,48603 12,55107 93,4358
< Nekoneéno 8 84 9,52381 100,0000 5,51397  84,00000 6,56424 100,0000

V tomto pifipad¢ je parametr A Poissonova rozloZzeni neznamy, je odhadnut pomoci
vybérového priméru a odhad €ini 1,5. Podminky dobré aproximace jsou splnény, dokonce
vSechny teoretické Cetnosti jsou vétsi nez 5. Dale je v zahlavi vystupni tabulky uvedena
hodnota testového kritéria (2,07051), pocet stupiii volnostir—p—1=5—-1—-1=3 ap-



hodnota (0,5578). Nulova hypotéza se tedy nezamitd na asymptotické hladin€ vyznamnosti
0,05.

Pro vytvoreni grafu se vratime do Prolozeni diskrétnich rozlozeni — Zakladni vysledky — Graf
pozorovaného a ocekavaného rozdéleni.

35

Pocet pozorovani

Kategorie (horni meze)

11.2.4. Priklad: (Testovani shody empirického a teoretického rozlozeni pii netplné
specifikovaném problému — spojity pripad)
U 48 studentek VSE v Praze byla zjistovana vyska (v cm):

165|170{170(179|170[168(174|162|167{165|170|173|183|176/165|168
171|178[168(168|169|163|172|184{176(175[176/169|168(170|166]|160
167|162|162|166|170|168|155(162(169(166{160{169(165[163(168|163

Pomoci testu dobré shody testujte na hladin€é vyznamnosti 0,05 hypotézu, Ze data pochézeji
z normalniho rozlozeni. Pomoci N-P grafu posud’te vizualné predpoklad normality.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky - Prokladani rozdéleni — ponechame implicitni nastaveni na normalni rozlozeni —
OK — Proménnd X — OK — na zalozce Parametry zménime Pocet kategorii na 7 (podle
Sturgesova pravidla) — Vypocet.

Proménna: X, Rozdéleni:Normalni (vyska.sta)

Chi-kvadrat = 1,09280, sv = 1 (uprav.) , p = 0,29585
Horni Pozorované | Kumulativ. Procent Kumul. % |Ocekav. | Kumulativ. | Procent |Kumul. %
hranice Cetnosti Pozorované |Pozorované |Pozorované |Cetnosti | Ocekav. |Od&ekav. | Odekav.
<=157,14286 1 1 2,08333 2,0833 1,19706 1,19706 2,49387 2,4939
162,28571 6 7 12,50000 14,5833 5,51484 6,71189 11,48924 13,9831
167,42857 12 19 25,00000 39,5833 13,46220  20,17409 28,04624 42,0293
172,57143 19 38 39,58333 79,1667 15,89146  36,06555 33,10721 75,1366
177,71429 6 44 12,50000 91,6667 9,07700  45,14255 18,91042 94,0470
182,85714 2 46 4,16667 95,8333 2,50365  47,64620 5,21594 99,2629
< Nekoneéno 2 48 4,16667 100,0000 0,35380  48,00000 0,73708 100,0000

Pti tomto roztiidéni dat do 7 intervalti nejsou splnény podminky dobré aproximace, ve tfech
intervalech jsou teoretické Cetnosti pod 5. Zménime tedy dolni mez na 159 a horni na 178.



Proménna: X, Rozdéleni:Normalni (vyska.sta)

Chi-kvadrat = 3,85268, sv =4, p = 0,42631
Horni Pozorované | Kumulativ. Procent Kumul. % |Ocekav. | Kumulativ. | Procent |Kumul. %
hranice Cetnosti Pozorované | Pozorované |Pozorované |Cetnosti | Oc&ekdv. |Odekav. | O&ekav.
<=161,71429 3 3 6,25000 6,2500 5,722996 5,72300 11,92291 11,9229
164,42857 7 10 14,58333 20,8333 5,675946 11,39894 11,82489 23,7478
167,14286 9 19 18,75000 39,5833 7,862633 19,26157 16,38048 40,1283
169,85714 11 30 22,91667 62,5000 8,812455  28,07403 18,35928 58,4876
172,57143 8 38 16,66667 79,1667 7,991516  36,06555 16,64898 75,1366
175,28571 3 41 6,25000 85,4167 5,863558  41,92910 12,21575 87,3523
< Nekonec¢no 7 48 14,58333 100,0000 6,070896  48,00000 12,64770 100,0000

V tomto piipad¢ jsou podminky dobré aproximace splnény. Testova statistika se realizuje
hodnotou 3,85268, p-hodnota je 0,42631, tedy na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05
hypotézu o normalité nezamitdme. Podivejme se jeste na histogram s proloZzenou Gaussovou
kiivkou: Na zalozce Zakladni vysledky zvolime Graf pozorovaného a o¢ekavaného rozdéleni.

Proménna: X, Rozdéleni:Normalni

Chi-kvadrat test = 3,85268, sv = 4, p = 0,42631
14
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160,1429 165,5714 171,0000 176,4286
162,8571 168,2857 173,7143 179,1429

Kategorie (horni meze)

11.3. Jednoduchy test exponencialniho a Poissonova rozloZeni

11.3.1. Jednoduchy test exponencialniho rozloZeni

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér X, ..., X;, pochazi z exponencialniho

rozloZeni. Oznaéme M vyb&rovy primér a S* vyb&rovy rozptyl tohoto ndhodného vybaru.

Vime, ze sttedni hodnota ndhodné veli¢iny X ~ Ex()) je E(X) = 1/A a rozptyl je D(X) = N2
. -1)8? . :

Test zalozime na statistice K = (HM—Z)S , ktera se v pripad¢ platnosti Hy asymptoticky tidi

rozlozenim x*(n-1). Kriticky obor: W = <O, VAT (n - l)> ) <X21—a/2 (n - 1),00). Jestlize Ke W,

Hy zamitame na asymptotické hladiné¢ vyznamnosti a.

11.3.2. Priklad

Byla zkouména doba zivotnosti 45 soucastek (v hodinach). Primérna Zivotnost byla m =
99,93 a rozptyl s*=7328,91. Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze
dany ndhodny vybér pochdzi z exponencialniho rozlozeni.

ReSeni:



- -8 .

Testovou statistiku K vypocteme podle vzorce K = w Kriticky obor ma tvar:
M

W = <0;x2a/2(n - 1)> U <x21m/2(n —1)o0). V nasem piipadé K = 32,2924,

W= <0;27,575> U <64,202;oo), Hj tedy nezamitame na asymptotické hladin¢ vyznamnosti

0,05.

11.3.3. Jednoduchy test Poissonova rozlozeni

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér X, ..., X;, pochéazi z Poissonova rozloZeni.
Oznatme M vyb&rovy primér a S* vyb&rovy rozptyl tohoto ndhodného vybéru. Vime, Ze
sttedni hodnota nahodné veli¢iny X ~ Po(A) je E(X) = A a rozptyl je D(X) = A. Test zaloZime

(n-1)8?
M

¥’ (n-1). Kriticky obor: W = <0, % a2 (n— 1)> U <X21—a/2 (n—1),0). Jestlize K e W, Hy

zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti a.

na statistice K = , kterd se v pripad¢ platnosti Hy asymptoticky fidi rozloZenim

11.3.4. Priklad

Studujeme rozlozeni poctu pacienti, kteti béhem 75 dnti piijdou na pohotovost.
Osmihodinovou pracovni dobu rozdélime do pilhodinovych intervalii a v kazdém intervalu
zjistime pocet prichozich pacienti:

Pocet pacientli | Pozorovana Cetnost
79

188

282

275

196

114

45

10

7

3

0 1

— | O |0 [JI[AN|N|R|W|IN | — O

Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze dany ndhodny vybér pochazi
z Poissonova rozlozeni.

ReSeni:

Celkovy pocet pacientt je n = 1200. Realizaci vybérového priméru M ziskdme jako vazeny
pramér poétu pacientt (m = 2,8033) a realizaci vyb&rového rozptylu S* ziskame jako vaZeny
rozptyl poétu pacientd (s* = 2,7086). Testovou statistiku vypo&teme podle

(n —l)S2

vzorceK = , tedy K =1158,5, kriticky obor

W = <09X20ﬂ/2 (n _ 1)> U <X21‘“/2 (n _ 1)’00) = <O, X20,025 (l 199)> ) <X20’975 (1 199),00) =
= (0;1104,93) U (1296,86;0).

ProtoZe testova statistika se nerealizuje v kritickém oboru, Hy nezamitame na asymptotické
hladin€ vyznamnosti 0,05.



Shrnuti

K ovéfeni shody empirického rozlozeni s teoretickym rozlozenim se pouzivaji rizné
metody. Zvlastni postaveni mezi nimi zaujimaji metody zamétené na ovérovani normality dat.
S nimi jsme se seznamili ve 2. kapitole.

Obecné je na ovéfeni predpokladu o typu rozlozZeni, z néhoz pochazi dany nahodny
vybér, ur€en chi-kvadrat test dobré shody. Ten je zaloZen na porovnani empirickych Cetnosti
jednotlivych variant ¢i tiidicich intervall s tzv. teoretickymi cetnostmi. Velké odchylky mezi
empirickymi a teoretickymi ¢etnostmi vedou k velkym hodnotdm testového kritéria a tudiz
k zamitnuti nulové hypotézy. Test dobré shody lze aplikovat pouze pti splnéni prredpokladii
dobré aproximace.

Pro ovéfovani shody empirickych dat s exponencialnim ¢i Poissonovym rozlozenim
byly vyvinuty jednoduché testy, které vyuzivaji pouze znalosti rozsahu vybéru, vybérového
priaméru a vybérového rozptylu.

Kontrolni otazky

1. Popiste provedeni testu dobré shody pro nahodny vybér z diskrétniho rozlozeni a pro
nahodny vybeér ze spojitého rozlozeni.

2. Jakym rozloZenim se asymptoticky fidi testova statistika testu dobré shody v pfipadé
platnosti nulové hypotézy?

3. Za jakych podminek lze pouZit test dobré shody?

4. Popiste jednoduchy test exponencialniho rozlozeni a Poissonova rozlozeni.

Autokorekéni test

1. Pti 600 hodech kostkou byly zjistény tyto cetnosti: 85 x jednicka, 99 x dvojka, 91 x trojka,
108 x Ctyrka, 119 x pétka, 98 x Sestka. Piispévek Sestky do testové statistiky K je

a) 0,04

b) 0

c)4

2. Uvazme zadéni z otazky 1. Pokud je pravdiva hypotéza, ze kostka je homogenni, pak
testova statistika K se asymptoticky fidi chi-kvadrat rozlozenim s poc¢tem stupiii volnosti
a)4

b) 6

c)5

3. Na zaklad¢ ndhodného vybéru rozsahu 537 z diskrétniho rozlozeni je na asymptotické
hladin¢ vyznamnosti 0,01 testem dobré shody ovétovana hypotéza, Ze tento vybér pochazi
z Poissonova rozloZeni, pficemz parametr A neni znam. V datech se vyskytuje 5 variant
nahodné veli¢iny X. Kriticky obor pro test nulové hypotézy ma tvar:

a) W =(0;0,072) U (12,838;0)
b) W =(12,838;00)
c) W =(9,348;00)

4. Jednoduchym testem provedenym na hladin¢ vyznamnosti 0,05 chceme ovéfit hypotézu, ze
nahodny vybér rozsahu 43 pochazi z exponencialniho rozlozeni, pficemz vybérovy primer



nabyl hodnoty 20,2558 a vybérova smérodatna odchylka 22,5051. Testova statistika se
realizuje hodnotou

a) 51,8457

b) 2,3037

c) 46,664

Spravné odpovéedi: 1a) 2¢) 3b) 4c)
Priklady

1. Ve svych pokusech pozoroval J. G. Mendel 10 rostlin hrachu a na kazdé z nich pocet
zlutych a zelenych semen. Vysledky pokusu:

¢. rostliny 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

pocet zlutych |25 |32 |14 |70 |24 |20 |32 |44 |50 |44
pocet zelenych |11 |7 5 27 |13 |6 13 |9 14 |18

celkem 36 (39 (19 |97 (37 |26 |45 |53 |64 |62

Z genetickych modela vyplyva, ze pravdépodobnost vyskytu zlutého semene by méla byt 0,75
a zelen¢ho 0,25. Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze vysledky
Mendelovych pokusti se shoduji s modelem.

Vysledek:

Testova statistika K = 1,797495, kriticky obor W = <X20,95 (9),00) = <l 6,9;00), nulovou

hypotézu nezamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

2. Pii 60 hodech kostkou jsme dosahli téchto vysledki: 9 x jednicka, 11 x dvojka,

10 x trojka, 13 x ¢tyrka, 11 x pétka a 6 x Sestka. Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05
testujte hypotézu, ze kostka je homogenni.

Vysledek:

Testova statistika K = 2,8, kriticky obor W = <X20,95 (5),00) = <l 1,07;00), nulovou hypotézu

nezamitame na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.

3. Ze zaznami autosalonu byl ve 100 ndhodné vybranych dnech zjistén pocet prodanych aut.

Pocet prodanych autzaden |0 |1 |2 |3 |4 |5avic
Pocet dnli 9143129 |11 |53

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze pocet prodanych aut za den
se fidi Poissonovym rozlozenim.

Vysledek:

Odhad parametru A ziskany pomoci vybérového priméru je 1,7.

Testova statistika K = 10,8891, kriticky obor W = <x20,95 (4),00)= <9,488;oo) , nulovou

hypotézu zamitdme na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.
4. Pii parlamentnich volbach ziskaly 4 nejsilnéjsi strany 30 %, 20 %, 15 % a 10 % hlas,

zbytek hlasii byl rozdélen mezi ostatni strany. Pti volbach do obecniho zastupitelstva v jedné
obci ziskaly zminéné strany (ve stejném potadi) 1400, 900, 900 a 600 hlasti z 5000



odevzdanych hlast. Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze
rozlozeni hlasii pti parlamentnich a mistnich volbach (v uvedené obci) je stejné.
Vysledek:

Testova statistika K = 68,67, kriticky obor W = <X2 0,95 (4),00) = <9,488;oo) , nulovou hypotézu

zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05. S rizikem omylu nejvyse 5% jsme
prokazali, zZe rozloZeni hlast pfi parlamentnich volbach a volbach v uvedené obci se lisi.



