Kapitola 6. : Neparametrické testy o medianech
Cil kapitoly

Po prostudovani této kapitoly budete umét
- provadét testy hypotéz o medianu jednoho spojitého rozlozeni
- hodnotit shodu dvou nezavislych ndhodnych vybért ze spojitych rozlozeni
- hodnotit shodu aspon tii nezavislych ndhodnych vybért ze spojitych rozlozeni a iden-
tifikovat dvojice vyznamné odliSnych ndhodnych vybéri

Casova zatéz
Na prostudovani této kapitoly a splnéni ukoll s ni spojenych budete potiebovat asi 11 hodin
studia.

6.1. Motivace

Pti pouzivani t-testli ¢i analyzy rozptylu by mél byt splnén predpoklad normality dat.
Pro vybéry vétSich rozsahii (n > 30) nema mirné poruseni normality zadvazny dopad na vy-
sledky. Nékdy se vSak setkavame s vybéry malych rozsaht, které pochézeji z vyrazné nenor-
malnich rozloZeni. Pro préci s nimi byly vytvotfeny tzv. neparametrické testy, které nevyzaduji
konkrétni typ rozlozeni (napf. normalni), stac¢i napt. predpokladat, Ze distribucni funkce roz-
loZeni, z néhoz nahodny vybér pochazi, je spojita.

Tyto neparametrické testy se rovnéz pouzivaji v situacich, kdy zkoumané data nemaji
intervalovy ¢i pomérovy charakter, ale pouze ordinalni charakter.

Ve srovnani s klasickymi parametrickymi testy jsou vSak neparametrické testy slabsi,
tzn., ze nepravdivou hypotézu zamitaji s mensi pravdépodobnosti nez testy parametrické.

V této kapitole se omezime na ty neparametrické testy, které se tykaji mediand.

6.2. Jednovybérové testy
Jde o neparametrické obdoby jednovybérového t-testu a parového t-testu.

6.2.1. Znaménkovy test
Necht” X,...,X je ndhodny vybér ze spojit€ho rozloZeni. Necht’ x5, je medidnem to-

hoto rozloZeni a ¢ je redlna konstanta. Testujeme hypotézu H, : x5, = ¢ proti oboustranné
alternativé H, : x5, # ¢ (resp. proti levostranné alternativé H, : x5, < cresp. proti pra-
vostrann€ alternativé H, : x4, >¢).

Znaménkovy test se nejCasteji pouziva jako parovy test, kdy mame nahodny vybér ze

.. X X : :
spojitého dvourozmérného rozlozeni ( 1}. . .,( nj a testujeme hypotézu o rozdilu mediant,
1 n

tj. Hy X5 = Yoso =¢ proti H, 1 X5, —y5 # ¢ (resp. proti jednostrannym alternativam).
Prejdeme k rozdilim Z, =X, -Y,,...,Z, =X, —Y, atestujeme hypotézu o medidnu téchto
rozdili, tj. H, 1z, 5 =c.

a) Utvofime rozdily Y, = X, —c,1=1,...,n. (Jsou-li nékteré rozdily nulové, pak za n bereme
jen pocet nenulovych hodnot.)



b) Zavedeme statistiku S, ", ktera udava pocet téch rozdild, které jsou kladné. S,” je souctem
nahodnych veli¢in s alternativnim rozlozenim (i-ta veli¢ina nabyva hodnoty 1, kdyz i-ty rozdil
je kladny a hodnoty 0, kdyz je zdporny). Plati-li Hy, pak pravdépodobnost kladného i zapor-
ného rozdilu je stejnd, tedy S, ~ Bi(n,%). Z vlastnosti binomického rozlozeni plyne, ze
E(s,")=2. D(s,")==.

c¢) Stanovime kriticky obor.

Pro oboustrannou alternativu: W = <O,k1 > U <k2 ,n> ,

pro levostrannou alternativu: W = <O,k1 >,

pro pravostrannou alternativu: W = <k 5 ,n> .

(Nezaporna cela cisla k;j, k, pro oboustranny test i pro jednostranné testy lze najit ve statistic-
kych tabulkéch.)

d) Hy zamitdme na hladiné vyznamnostia., kdyz S,” e W .

Pro velka n (prakticky n > 20) Ize vyuzit asymptotické normality statistiky S,". Testo-
SZ+ - E(SZ+) — SZ+ _%
DIS;" p

va statistika U, = ma za platnosti Hy asymptoticky rozlozeni

N(0.1).

Kriticky obor pro oboustranny test: W = (— 0,~ U,/ > ) <u1_a 1 ,OO).
Kriticky obor pro levostranny test: W = (— 00, — ul_u> .

Kriticky obor pro pravostranny test: W = <u1_Ot , OO).

Aproximace rozlozenim N( ) se zlep$i, kdyZ pouzijeme tzv. korekci na nespojitost.

S i . .
Testova statistika pak ma tvarU | = 52 T5%s , pficemz 4 pficteme, kdyz S, <2 a ode-

N\::

NI

¢teme v opacném pripade.

6.2.2. Priklad
U 9 ndhodné vybranych manzelskych part byl zjistén primérny ro¢ni piijem (v tisicich
K¢).

¢islo paru 1 2 3 4 5 6 7 8 9
pfijem manzela | 216 | 336 | 384 | 432 | 456 | 528 | 552 | 600 | 1872
piijem manzelky | 336 | 240 | 192 | 336 | 384 | 288 | 960 | 312 | 576

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze medidny piijmti manzeli a manzelek jsou
stejné.

ReSeni:

Jedna se o parovy test. Vypocteme rozdily mezi pfijmy manzelt a manzelek, ¢imz tlohu pie-
vedeme na jednovybérovy test.

Testujeme H,, : z, 5, = 0 proti oboustrann¢ alternativé H, :z,,, # 0, kde z, 5, je median roz-

lozeni, z n€hoz pochazi rozdilovy ndhodny vybér Z, =X, -Y,,...,Z, =X, - Y,.
Vypoctené rozdily x, —y,:-120 96 192 96 72 240 -408 288 1296



Testova statistika S, = 7.Ve statistickych tabulkach najdeme pro n=9a o = 0,05 kritické
hodnoty k, =1, k, =8. Protoze kriticky obor W = <0,1> U <8,9> neobsahuje hodnotu 7, ne-

muzeme Hy zamitnout na hladiné vyznamnosti 0,05. Neprokazaly se tedy vyznamné rozdily
v medianech ptijmi manzell a manzelek..

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 9 ptipady. Do proménné X napiSeme
pfijmy manzeld, do proménné Y piijmy manzelek.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorka — OK — 1. seznam
proménnych X, 2. seznam proménnych Y — OK — Znaménkovy test.

Pocet | procent Z Uroveri p
Dvojice proménnych [ riznych v<V
X &Y 9 22,22222 1,333333 0,182422

Vidime, Ze nenulovych hodnot n = 9. Z nich zapornych je 22,2 %, tj. 2. Hodnota testové sta-
tistiky S, =9 -2 =7. Asymptoticka testova statistika U, (zde oznacena jako Z) se realizuje

hodnotou 1,3 . Odpovidajici asymptoticka p-hodnota je 0,1824, tedy na asymptotické hlading
vyznamnosti 0,05 nezamitdme hypotézu, ze mediany piijmi manzeli a manzelek jsou stejné.

Upozornéni: V tomto piipad¢ neni splnéna podminka pro vyuziti asymptotické normality
statistiky S, ", tj. n > 20. Je tedy vhodn&jsi najit v tabulkéch kritické hodnoty pro znaménko-
vy test. Pron =9 a a = 0,05 jsou kritické hodnoty k; = 1, k, = 8. Protoze kriticky obor

W= <0,1> U <8,9> neobsahuje hodnotu 7, nezamitame H na hladin€ vyznamnosti 0,05. Do-

stavame tyz vysledek jako pfi pouziti asymptotického testu.

6.2.3. Jednovybérovy Wilcoxoniyv test

Necht' X, ..., X, je ndhodny vybér ze spojitého rozlozeni s hustotou ¢(x), kterd je syme-
trickd kolem medianu X so, tj. ®(Xo.50 + X) = @(X0,50 - X). Necht’ ¢ je redlna konstanta. Testujeme
hypotézu Hy: X¢ 50 = ¢ proti oboustranné alternativé H;: Xo 50 # ¢ (resp. proti levostranné alter-
nativé H;: X 50 < ¢ resp. proti pravostranné alternativé H;: X¢ 50 > ¢).
a) Utvotime rozdily Y; = X; — ¢, 1= 1, ..., n. (Jsou-li nékteré rozdily nulové, pak za n bereme
jen pocet nenulovych hodnot.)
b) Absolutni hodnoty | Y | usporadame vzestupné podle velikosti a spoc¢teme poradi R;.

c) Zavedeme statistiku Sy, = ZR1+ , c0Z je soucet poradi pies kladné hodnoty Y;i. Analo-
Y, >0

gicky zavedeme statistiku Sy, = ZRf , c0Z je soucet potadi pies zaporné hodnoty Y;. Pfi-
Y, <0
tom plati, ze soucet Sw + Sw = n(n+1)/2. Za platnosti H statistika Sw ma sttedni hodnotu
E(Sw") = n(n+1)/4 a rozptyl D(Sw") = n(n+1)(2n+1)/24.
d) Ur¢ime testovou statistiku:
Testova statistika = min(Sw ', Sw’) pro oboustrannou alternativu,
= Sw' pro levostrannou alternativu,
= Sw pro pravostrannou alternativu.
e) Hy zamitame na hladiné¢ vyznamnosti a, kdyz testova statistika je mensi nebo rovna tabelo-
vané kritické hodnoté.



Pro n > 30 lze vyuzit asymptotické normality statistiky Sw . Plati-li Ho, pak

S + —E(S +) S + _ n(n+l)
U, =Y W oW 2_ = N(0,1). Kriticky obor pro oboustrannou alternativu ma
DIS + n(n+1)(2n+1)
V ( w ) 24

tvar: W = (— 0, = Uy, /, > U <u17a /s ,oo). (Analogicky pro jednostranné alternativy.) Hy zamita-
me na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz U, e W.

Wilcoxonuv test se hodi jen pro vybér ze symetrického rozlozeni. Neni-li tento predpo-
klad splnén, 1ze pouzit napt. znaménkovy test.

6.2.4. Priklad

U 12 nahodn¢ vybranych zemi bylo zjisténo procento populace starsi 60 let: 4,9 6,0 6,9
17,6 4,5 12,3 5,7 5,3 9,6 13,5 15,7 7,7. Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu,
ze median procenta populace starSi 60 let je 12 proti oboustranné alternative.

ReSeni:

Vypocteme rozdily pozorovanych hodnot od ¢isla 12: -7,1 -6,0 -5,1 5,6 -7,5 0,3 -6,3
-6,7 -2,4 1,5 3,7 -4,3. Absolutni hodnoty téchto rozdili usporadame vzestupné podle veli-
kosti. Kladné rozdily pfitom oznacime tucné:
usp. | x—12] 03 1,5 24 3,7 43 51 56 6 63 67 7,1 1715
potadi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Sw' =14, Sw =64, n =12, a = 0,05, tabelovana kriticka hodnota = 13, testova statistika =
min(Sw', Sw) = min(14,64) = 14. Protoze 14 > 13, Hy nezamitame na hlading vyznamnosti
0,05. Znamena to, Ze na hladin¢ vyznamnosti 0,05 se nepodatilo prokazat, Ze asponi v polovi-
n¢ zemi by se podil populace nad 60 let odliSoval od 12 %.

Reseni pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor se dvéma proménnou a dvanacti ptipady. Prvni proménnou
nazveme PROCENTA, druhou KONSTANTA. Do proménné PROCENTA napiseme zji§téna
procenta populace starsi 60 let:a do proménné KONSTANTA vyplnime Cisly 12 (do Dlouhé-
ho jména proménné KONSTANTA napiSeme =12).

Statistika — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorkt (proménné) — OK.
Proménné — 1. seznam proménnych — PROCENTA, 2. seznam proménnych — KONSTANTA,
OK, Wilcoxonlv parovy test. Dostaneme tabulku

Wilcoxon(v parovy test (populace_nad_60)

Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000
Podet T z Uroveri p
Dvojice proménnych | platnych
procento & konst 12| 14,00000 1,961161 0,049861

V této tabulce je symbolem T ozna¢ena testova statistika min(Sw', Sw’), symbolem

Z realizace asymptotické testové statistiky Uy. Uvedena p-hodnota je vypocitana pro realizaci
asymptotické testové statistiky Uy. Protoze p < 0,05, hypotézu Hy: X 50 = 12 zamitame na
asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05. Pokud bychom chtéli provést presny test a nikoliv
pouze asymptoticky, vyhledali bychom ve statistickych tabulkach kritickou hodnotu jednovy-
bérového Wilcoxonova testu pro n =12, a = 0,05 (viz vySe). Protoze tato hodnota je 13, nulo-
vou hypotézu nezamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

6.2.5. Parovy Wilcoxonuv test



Necht' (X1, Y1), ..., (X, Yn) je ndhodny vybér ze spojitého dvourozmérného rozlozeni.
Testujeme Ho: Xo.50 - Y.50 = ¢ proti Hi: Xo.50 - Yo,50 # ¢ (resp. proti jednostrannym alternati-
vam). Utvofime rozdily Z; = X; - Y;, 1= 1, ..., n a testujeme hypotézu o medidnu z s, tj.
Ho: 2950 = c proti Hy: zgs0 # c.

6.2.6. Priklad

K zjisténi cenovych rozdilti mezi urcitymi dvéma druhy zbozi bylo ndhodné vybrano 15
prodejen a byly zjistény ceny zbozi A a ceny zbozi B: (11,10), (14,11), (11,9), (13,9), (11,9),
(10,9), (12,10), (10,8), (12,11), (11,9), (13,10), (14,10), (14,12), (19,15), (14,12). Na hlading
vyznamnosti 0,05 je tfeba testovat hypotézu, ze median cenovych rozdila ¢ini 3 K¢.

Reseni:
Jedna se o parovy test. Vypocteme rozdily mezi cenou zbozi A a cenou zbozi B, ¢imz
ulohu pfevedeme na jednovybérovy test. VypocCty usporadame do tabulky:

¢. prodejny | cena zbozi A | cena zbozi B | rozdil | [rozdil-median| | potfadi
1 11 10 1 2 12
2 14 11 3 0 -
3 11 9 2 1 5,5
4 13 9 4 1 5,5
5 11 9 2 1 5,5
6 10 9 1 2 12
7 12 10 2 1 5,5
8 10 8 2 1 5,5
9 12 11 1 2 12
10 11 9 2 1 5,5
11 13 10 3 0 -
12 14 10 4 1 5,5
13 14 12 2 1 5,5
14 19 15 4 1 5,5
15 14 12 2 1 5,5

Tucné jsou vytisténa potadi pro kladné hodnoty rozdil - median.

Sw' =16,5, Sw = 74,5, n= 13, a.= 0,05, tabelovana kriticka hodnota = 17, testova statistika =
min(Sw’, Sw) = min(16,5; 74,5) = 16,5. Protoze 16,5 < 17, Hy zamitame na hladiné vyznam-
nosti 0,05, tedy s rizikem omylu nejvyse 5% jsme prokazali, Ze medidn cenovych rozdill se
li$i od 3 K¢.

Reseni pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor se ¢tyimi proménnymi a 15 ptipady. Prvni proménnou nazve-
me CENA A, druhou CENA B, tieti ROZDIL a ¢tvrtou KONSTANTA. Do proménnych
CEANA A a CENA B zapiSeme ceny zbozi A a B, do Dlouhého jména proménné ROZDIL
napiSeme = v1-v2 a proménnou KONSTANTA vyplnime samymi trojkami. Nyni provedeme
parovy Wilcoxoniv test:

Statistika — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zéavislych vzorkt (proménné) — OK.
Proménné — 1. seznam proménnych — ROZDIL, 2. seznam proménnych — KONSTANTA,
OK, Wilcoxonilv parovy test. Dostaneme tabulku



Wilcoxon(v parovy test (priklad734)

Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000
Podet T z Urovefi p
Dvojice proménnych [ platnych
rozdil & konst 15/ 16,50000 2,026684 0,042696

Podobné jako v piikladu 6.2.4. je symbolem T oznadena testova statistika min(Sw', Sw),
symbolem Z realizace asymptotické testové statistiky Uy. Uvedena p-hodnota je vypocitana
pro realizaci asymptotické testové statistiky Uy. Protoze p < 0,05, hypotézu Hy: zp 50 = 3 zami-
tame na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05. Pokud bychom chtéli provést piesny test a
nikoliv pouze asymptoticky, vyhledali bychom ve statistickych tabulkach kritickou hodnotu
jednovybérového Wilcoxonova testu pro n = 13, o = 0,05 (viz vyse). Protoze tato hodnota je
17 a testova statistika 16,5, nulovou hypotézu zamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.

6.3. Dvouvybérové poradové testy
Jedna se o neparametrickou obdobu dvouvybérového t-testu.

6.3.1. Dvouvybérovy Wilcoxontv test
Necht X, ..., Xpa Yy, ..., Yin jsou dva nezavislé ndhodné vybéry ze dvou spojitych roz-
loZeni, jejichz distribu¢ni funkce se mohou lisit pouze posunutim. Oznacme X 5o median prv-
niho rozloZeni a yy 5o medidn druhého rozlozeni. Testujeme hypotézu, Ze distribu¢ni funkce
téchto rozlozeni jsou shodné neboli mediany jsou shodné proti alternativé, ze jsou rozdilné.
Vsech n + m hodnot X, ..., Xy,a Yy, ..., Yy, uspofadame vzestupné podle velikosti. Zjis-
time soucet poradi hodnot X, ..., X, a ozna¢ime ho T;. Soucet potfadi hodnot Y1, ..., Yy, ozna-
¢ime T,. VypocCteme statistiky U, = mn +n(n+1)/2 - T; , U = mn + m(m+1)/2 - T,.
Ptitom plati U, + U, = mn. Pokud min(U,,U,) < tabelovana kriticka hodnota (pro dané rozsa-
hy vybérti m, n a dané a)), pak nulovou hypotézu o totoznosti obou distribu¢nich funkci zami-
tame na hladin€ vyznamnosti a. V tabulkédch se pouziva oznaceni: n = min{m, n} a

m= max{m, n}.
Pro velkd n, m (prakticky n, m > 30) Ize vyuzit asymptotické normality statistiky U.

— mn
2

1
,mn(m+n+1)
12

ky obor pro oboustrannou alternativu ma tvar: W = (— ©,=U_y /2 > ) <u17Ot /2 ,oo). (Analogicky

V piipadé platnosti Hyp ma statistika U, = asymptoticky rozlozeni N(0,1). Kritic-

pro jednostranné alternativy.) Hy zamitdme na asymptotické hladin€¢ vyznamnosti o, kdyz
U, eW.

Dvouvybérovy Wilcoxoniiv test se pouziva v situacich, kdy distribu¢ni funkce rozloze-
ni, z nichz dané dva nezavislé ndhodné vybéry pochazeji, se mohou liSit pouze posunutim.

6.3.2. Priklad

Bylo vybrano 10 poli stejné kvality. Na ctyfech z nich se zkousel novy zptisob hnojeni,
zbylych Sest bylo osetieno starym zplisobem. Pole byla oseta pSenici a sledoval se jeji hekta-
rovy vynos. Je tieba zjistit, zda novy zptsob hnojeni ma tyz vliv na primérné hektarové vy-
nosy psenice jako stary zpisob hnojeni.



X: stary zpusob | 51|52 |49 |55
y: novy zpusob | 45|54 48|44 53|50

Reseni

usp. hodnoty 44 45 48 49 50 51 52 53 54 55
potadi x-ovych hodnot 4 6 7 10
potadi y-ovych hodnot 1 2 3 5 8 9

T,=4+6+7+10=27,T,=1+2+3+5+8+9=28

U =46+45/2-27=7,U,=4.6+6.7/2-28=17

Kritickd hodnota pro a = 0,05, min(4,6) = 4, max(4,6) = 6 je 2. Protoze min(7,17) > 2, nemu-
zeme na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, ze novy zpiisob hnojeni ma na hekta-
rové vynosy psenice stejny vliv jako stary zpiisob.

Reseni pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor se dvéma proménnymi VYNOS a ID a 10 piipady. Do pro-
ménné VYNOS zapiSeme hektarové vynosy psenice a do proménné ID, ktera slouzi

k rozliSeni nového a starého zpisobu hnojeni, napiseme 4 krat jednicku a 6 krat dvojku. Nyni
provedeme dvouvybérovy Wilcoxonitv test, ktery je ve STATISTICE uveden pod nazvem
Manntv — Whitneyiv test:

Statistika — Neparametricka statistika — Porovnani dvou nezavislych vzorka (skupiny) — OK.
Proménné — Seznam zavislych proménnych — VYNOS, Nezav. (grupov.) proménné - ID —
OK, Mann-Whitneytv U test. Dostaneme tabulku

Mann-WhitneyGv U test (Hnojeni.sta)
Dle promén. id
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

S¢t por. | Sét por. U Z p-hodn. Z p-hodn. | N platn. | N platn. | 2*1str.
Proménna | skup. 1 | skup. 2 upravené skup. 1 | skup. 2 | presné p
X 27,00000 28,00000 7,000000 0,959403 0,337356 0,959403 0,337356 4 6 0,352381

Zde je symbolem U oznacena testova statistika min(U,,U,). V naSem pfipadé¢ U = 7,
odpovidajici p-hodnotu najdeme v poslednim sloupci pod oznacenim 2*1 str. pesné p.
Protoze 0,352381 > 0,05, nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05 nulovou hypotézu.
Vypocet jeste doplnime krabicovym diagramem. Na zalozce Zakl. vysledky vybereme Krabi-
covy graf dle skupin, OK, proménna VYNOS, OK. Dostaneme graf

Krabicovy graf die skupin
Proménna: vynos
56

g 1

52

o

50
L .

48

vynos

46
44 #

42

O Median
[ 25%-75%
Mn-Max




Je zfejmé, ze median hektarovych vynost pfi starém zpiisobu hnojeni je mensi nez pii novém
zpusobu a také vidime, Ze variabilita hektarovych vynost pfi starém zpiisobu hnojeni je vétsi
nez pii novém zpisobu.

6.3.3. Dvouvybérovy Kolmogoroviiv - Smirnovuv test

Necht X,,...,X,a Y,,..., Y, jsou dva nezavislé ndhodné vybéry ze dvou spojitych roz-
loZeni, jejichz distribuc¢ni funkce se mohou lisit nejenom posunutim, ale také tvarem. Testu-
jeme hypotézu, Ze distribuéni funkce téchto rozlozeni jsou shodné, tj., Ze vSech n+ m veli¢in
pochézi z téhoz rozlozeni proti alternativé, ze distribucni funkce jsou rozdilné.
Necht’ F,(x) je empiricka distribu¢ni funkce 1. vybérua F,(y) je empiricka distribu¢ni

funkce 2. vybéru. Jako testova statistika slouzi D = max |F1 (x)-F, (x)| . Hyp zamitdme na
—00<X <0

hladin€ vyznamnosti o, kdyz D>D (o), kde D, (at) je tabelovana kriticka hodnota. Pro

Y oxr .\ . n+m, 2
vétsi rozsahy n,m lze kritickou hodnotu aproximovat vzorcem 5 In—.
nm o

6.3.4. Priklad
Na data z ptikladu 6.3.2. aplikujte dvouvybérovy K-S test.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou nezavislych vzorkti — OK — Promén-
né — Seznam zavislych proménnych X, Nezav. (grupov.) proménnd ID — OK — Kolmogorov-
Smirnoviv 2-vybérovy test.

Kolmogorov-Smirnov(v test (Hnojeni.sta)

Dle promén. id

Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

Max zap | Max klad | p-hodn. | Prdmér | Primér | Sm.odch. | Sm.odch. | N platn. | N platn.
Proménna rozdil rozdil skup. 1 | skup. 2 skup. 1 skup. 2 | skup. 1 | skup. 2
X -0,083333 0,500000 p>.10 51,75000 49,00000 2,500000 4,098780 4 6

Ve vystupni tabulce pro dvouvybérovy K-S test dostaneme maximalni zaporny a maximalni
kladny rozdil mezi hodnotami obou vybérovych distribu¢nich funkci, dolni omezeni pro p-
hodnotu (p > 0,1), priméry, smérodatné odchylky a rozsahy obou vybért. Jelikoz p-hodnota
prevysuje hladinu vyznamnosti 0,05, na této hladin€ nelze nulovou hypotézu zamitnout.

6.4. Kruskaliiv — Wallisiiv test a medianovy test (neparametrické obdoby
analyzy rozptylu jednoduchého tridéni)

6.4.1. Formulace problému
Necht’ je dano r > 3 nezavislych ndhodnych vybérh o rozsazich ny, ..., n.. Pfedpoklada-

me, ze tyto vybéry pochazeji ze spojitych rozloZeni. Ozna¢me n =n, + ... + n.. Chceme testo-
vat hypotézu, Ze vSechny tyto vybéry pochdzeji z téhoz rozlozeni.

6.4.2. Kruskaliiv — Wallisiiv test
Vsech n hodnot sefadime do rostouci posloupnosti a ur¢ime poradi kazdé hodnoty.
Oznacme Tj soucet poradi téch hodnot, kter¢ patfi do j-tého vybéru, j =1, ..., r (kontrola: musi



r T‘2
platit T, + ... + T = n(n+1)/2). Testova statistika ma tvar: Q = 12 Z 1 _3(n+1).Pla-
n(n+1)F n;

ti-1i Hy, ma statistika Q asymptoticky rozlozeni x*(r-1). H,, tedy zamitneme na asymptotické
hlading vyznamnosti a, kdyz Q >y *(r-1).

6.4.3. Medianovy test

r 2

Testova statistika ma tvar Q, = 4ZL —n, kde P; je pocet hodnot v j-tém vybéru,
=1 1y
které jsou vetsi nebo rovny medidnu vypoctenému ze vSech n hodnot. Plati-li Hy, ma statistika
Qw asymptoticky rozlozeni y*(r-1). H,, tedy zamitneme na asymptotické hladin€ vyznamnosti

o, kdyz Qum > %10 2(r—l).

6.4.4. Metody mnohonasobného porovnavani
Zamitneme-li Hy, zajima nas, které dvojice nahodnych vybéru se 1i8i na zvolené hladiné
vyznamnosti.

a) Neményiho metoda

Pouziva se v ptipadé, ze vSechny vybéry maji tyz rozsah p. Je-li | T - Tk | > tabelovana kri-
tickd hodnota (pro dané p, r, a ), pak na hladin€ vyznamnosti a zamitame hypotézu, ze I-ty a
k-ty vybér pochdzeji z téhoz rozlozeni.

b) Obecna metoda mnohonasobného porovnavani

T {1 1 : .

x> = —+— n(n + l)h «w (@) , pak na hladin€ vyznamnosti o zamitame
n, n, 12{n, n,

hypotézu, Ze 1-ty a k-ty vybér pochazeji z téhoz rozlozeni. Kritickou hodnotu hxw(o) najdeme
ve specialnich statistickych tabulkach. Pfi vétSich rozsazich vybéra je mozno ji nahradit kvan-
tilem y).q 2(r-1).

Bl B

Jestlize

7.4.5. Priklad

U pfijimacich zkousek na vysokou $kolu sledujeme pocet bodii z matematiky. Chceme
posoudit, zda vysledky jsou zavislé na typu absolvované stfedni Skoly. Nahodné vybereme
osm pisemnych zkousek studentl kazdého z uvazovanych tii typt skol:

&islo pisemky | gymnazium | &islo pisemky | SES | &islo pisemky | SPS
1 78 9 30 17 93
2 95 10 84 18 74
3 84 11 65 19 58
4 78 12 41 20 85
5 85 13 67 21 60
6 96 14 52 22 72
7 90 15 92 23 67
8 83 16 70 24 59

Na hlading vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, e vysledky studentti z gymnazii, SES a SPS
se nelisi. Zamitnete-li nulovou hypotézu, vySetiete, které¢ dvojice typii Skol se od sebe lisi na
hladin¢ vyznamnosti 0,05.



ReSeni

Kruskaluv — Wallistv test

usp. hodnoty

poradi 1. vybéru

poradi 2. vybéru

poradi 3. vybéru
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Soucet potadi pro jednotlivé vybéry: T; =69, T, =87, T3 = 144,
12 (69 N 87°
24.25( 8 8
Kriticky obor. W = (x%0.ss(2), ) = (5,661,50).

Protoze Q € W, Hp zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05. Rozdily mezi pocty

2
Realizace testové statistiky: Q = + 14; j— 3.25=17,665,

bodt u piijimaci zkousky z matematiky u studentl ze sledovanych tii typt stfednich skol se
prokézaly s rizikem omylu nejvyse 0,05.

Medidnovy test
Median vSech 24 hodnot je 76. V 1. vybéru lezi nad medidnem 8 hodnot, ve 2. vybéru 2 hod-
noty, ve 3. vybéru 2 hodnoty.

Realizace testové statistiky: Q,, = 4[% (82 +27 427 )} -24=12,

Kriticky obor. W = (y”0ss(2),%0) = (5,661,0).
Nulovou hypotézu zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.
Reseni pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor se dvéma proménnymi X a ID a s 12 pfipady. Do proménné X
zapiSeme pocty bodl, do proménné ID, ktera slouzi jako identifikator typu Skoly, napiSeme 8



krat jednicku, 8 krat dvojku a 8 krat trojku. Nyni provedeme Kruskaliv — Wallistiv a media-
novy test.

Statistika — Neparametricka statistika — Porovnani vice nezavislych vzork (skupiny) — OK.
Proménné — Zavisle proménné — X, Nezav. (grupov.) proménna - ID — OK, Shrnuti: Kruskal-
Wallis ANOVA a medianovy test, Vypocet. Pro K-W test dostaneme tabulku

Kruskal-Wallisova ANOVA zaloz. na pof.; X (body_u_zkousky.sta)
Nezavisla (grupovaci) proménna : ID
Kruskal-Wallisiv test: H ( 2, N= 24) =7,678354 p =,0215

Zavisla: Koéd | Pocet Soucet
X platnych | poradi
gymnazium 1 8 144,0000
SES 2 8 69,0000
SPS 3 8 87,0000

Testova statistika se realizuje hodnotou 7,678, pocet stupiii volnosti je 2, odpovidajici p-
hodnota = 0,0215, tedy na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu o
shodé mediant.

Pro medianovy test mame tabulku

Medianovy test, celk. median = 76,0000; X (body_u_zkousky.sta)
Nezavisla (grupovaci) proménna : ID
Zavisla: Chi-Kvadr. = 12,00000 sv = 2 p =,0025
X gymnazium | SES | SP8 | Celkem
<= Median: pozorov. 0,00000 6,00000 6,00000 12,00000
ocekav. 4,00000 4,00000 4,00000
poz.-o€. -4,00000/ 2,00000 2,00000
> Median: pozorov. 8,00000 2,00000 2,00000 12,00000
ocekav. 4,00000 4,00000 4,00000
poz.-o¢. 4,00000 -2,00000 -2,00000
Celkem: ocek. 8,00000 8,00000 8,00000 24,00000

Realizace testové statistiky = 12, pocet stupnu volnosti = 2, odpovidajici p-hodnota = 0,0025,
tedy na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézu o shod€¢ mediant.

Nyni provedeme mnohondsobné porovnavani, abychom zjistili, které dvojice typt skol se lisi.
Zvolime Vicenas. porovnani primérného potadi pro vs. skupiny.

Vicenasobné porovnani p hodnot (oboustr.); X (body_u_zkousky.sta
Nezavisla (grupovaci) proménna : ID
Kruskal-Wallistiv test: H ( 2, N= 24) =7,678354 p =,0215

Zavisla: gymnazium | SES SPS

X R:18,000 | R:8,6250| R:10,875
gymnazium 0,024030/ 0,131634
SES 0,024030 1,000000
SPS 0,131634 1,000000

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro porovnani dvojic skupin. Vidime, Ze na hladin€¢ vyznamnosti
0,05 se 1i$1 gymnazium a SES.



Vypocet jeste¢ doplnime krabicovym diagramem. Na zalozce Zakl. vysledky vybereme Krabi-
covy graf , proménna X, OK, Typ krabicového grafu Median/Kvartily/Rozpéti, OK. Dosta-
neme graf

Krabicovy graf dle skupin
Proménna: X
100

20
o
80

70 o

50
40 l
30

20 0 Median
gymnazium SES SPS [125%-75%

D T Min-Max

Vidime, Ze mediany se lisi velice vyrazné, zvIasté pro gymnézia a SES. Variabilita poétu bo-
di je nejmensi pro gymnazia, nejvetsi pro SES.

Shrnuti

V nékterych situacich se setkdvame s ndhodnymi vybéry malych rozsahii, které pocha-
zeji z vyrazné nenormalnich rozlozeni. V takovych ptipadech nelze pouzit klasické testy zalo-
zené na predpokladu normality, které byly popsény ve 4., 5. a 6. kapitole. Misto nich pouzi-
vame neparametrické testy, které nepotiebuji splnéni predpokladu normality, sta¢i napt. pred-
pokladat spojitost distribu¢ni funkce rozlozeni, z n¢hoz dany ndhodny vybér pochazi.

Pro testovani hypotézy o medidnu pouzivame jednovybérovy ¢i parovy Wilcoxoniiv test,
coz je neparametrickd obdoba jednovybérového ¢i parového t.testu.

Mame-li testovat hypotézu o shodé medidnt dvou rozlozeni, kterd se mohou lisit jen po-
sunutim (tj. testujeme hypotézu o shodé téchto dvou rozlozeni), aplikujeme dvouvybérovy
Wilcoxoniiv test — neparametrickou obdobu dvouvybérového t-testu.

Jako neparametricka obdoba analyzy rozptylu jednoduchého tfidéni slouzi Kruskalirv —
Wallisiiv test nebo medianovy test. Pti zamitnuti nulové hypotézy identifikujeme dvojice od-
lisnych vybért pomoci metod mnohonasobného porovnavani, a to bud’ obecnou metodu mno-
honasobného porovnavani nebo Neméniyho metodu.

Pti provadéni neparametrickych testl potfebujeme specialni tabulky kritickych hodnot.
Jsou obsazeny v pfiloze A tohoto ucebniho textu.

Vsechny uvedené testy jsou implementovany v systému STATISTICA.

Kontrolni otazky

. V jakych situacich pouzivame neparametrické testy?

. Jaké je nevyhoda neparametrickych testd oproti testim parametrickym?
. Jak vypocitame potadi ¢isla v dané posloupnosti ¢isel?

. Popiste rozdil mezi jednovybérovym a parovym Wilcoxonovym testem.
. Jaké podminky musi byt splnény pro dvouvybérovy Wilcoxoniiv test?

. K ¢emu slouzi Kruskaltiv-Wallistv test?

. Jak provedeme medidnovy test?

. Které metody mnohonasobného porovnavani znate?

0N N KW



Autokorekéni test

1. Mame za tikol zjistit, zda tfi nezavislé vybéry pochazeji z té¢hoz rozlozeni. Pfitom vSechny
maji maly rozsah (mensi nez 30) a vykazuji odchylky od normalniho rozlozeni. Jaky test pou-
zijeme?

a) Analyzu rozptylu jednoduchého tiidéni,

b) medianovy test,

¢) Kruskaltv-Wallistv test.

2. Testujeme hypotézu, ze dva nezavislé nahodné vybéry pochazeji z téhoz rozlozeni. Oba
vybéry maji maly rozsah (mensi nez 30) a diagnostické grafy i testy normality poukazuji na
a) Parovy Wilcoxontv test,

b) dvouvybérovy t-test,

¢) dvouvybérovy Wilcoxonilv test.

3. Pomoci K-W testu testujeme na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu, Ze pét
nezavislych ndhodnych vybért o rozsazich 4, 7, 5, 4, 5 pochazi z téhoz rozlozeni. Kriticky
obor ma tvar:

a) W =(9,488;0),

b) W=(0,711;00),
c) W =(0;9,488).

4. Mame dvourozmérny nahodny vybér z dvourozmérného rozlozeni, které se vyrazné 1isi od
normalniho rozlozeni. K testovani hypotézy, ze mediany obou slozek tohoto rozlozeni jsou
stejné, pouzijeme

a) jednovybérovy t-test,

b) dvouvybérovy Wilcoxonuv test,

¢) parovy Wilcoxonuv test.

Spravné odpovédi: 1b),c) 2¢) 3a) 4c)
Priklady

1. U 10 ndhodné vybranych vzorkli benzinu byly zjistény nasledujici hodnoty oktanového
¢isla: 98,2 96,8 96,3 99,8 96,9 98,6 95,6 97,1 97,7 98,0. Na hladiné vyznamnosti
0,05 testujte hypotézu, ze median oktanového Cisla je 98 proti oboustranné alternative.
Vysledek:

Pouzijeme jednovybérovy Wilcoxontiv test. Testova statistika se realizuje hodnotou 12, tabe-
lovana kritickd hodnota pro o = 0,05 aa =9 je 5. Protoze 12 > 5, Hy nezamitdme na hladiné
vyznamnosti 0,05.

2. Vyrobce urcitého vyrobku se ma rozhodnout mezi dvéma dodavateli polotovarti vyrabé¢;ji-
cich je riznymi technologiemi. Rozhodujici je procentni obsah urcité latky.

1. technologie: 1,52 1,57 1,71 1,34 1,68

2. technologie: 1,75 1,67 1,56 1,66 1,72 1,79 1,64 1,55

Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 posud’te pomoci dvouvybérového Wilcoxonova testu, zda je
opravnény piedpoklad, ze obé technologie poskytuji stejné procento u€inné latky.
Vysledek:



Testova statistika se realizuje hodnotou 12, tabelovana kriticka hodnota pro a = 0,05, min(5,8)
=5, max(5,8) = 8 je 6. Protoze min(28,12) > 2, nemiizeme na hladin€ vyznamnosti 0,05 za-
mitnout hypotézu, ze ob¢ technologie poskytuji stejné procento ucinné latky.

3. Vyrobce kolact v prasku ma 4 nové recepty a chce zjistit, zda se jejich kvalita 1isi. Upekl
proto 5 kolac¢h z kazdého druhu a dal je poroté k ohodnoceni.

recept | pocet bodu

A 72188708771
85|89 |86|82|88
94194888789
91(93]92|95|94

(wlI@gjve!

Na asmptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze recepty se nelisi.

Vysledek:

Pouzijeme Kruskaliiv — Wallistiv test. VSech 20 hodnot uspoifadame vzestupné podle velikosti
a stanovime soucet poradi pro recepty A, B, C, D: T, =23,5, T, = 37,5, T3 = 66, T4 = 83. Tes-
tova statistika:

12 (235% 37,57 66> 837 >
L + -3.21=12,45, 3)=17,81. Protoze Q > 7,81,
20-21( s s 5 s os ) ©

Hy zamitame na asymptotické hladiné¢ vyznamnosti 0,05. Neményiho metoda prokéazala, Ze na
hladin¢ vyznamnosti 0,05 se li$i recepty A a D.

Q=

4. U osmi osob byl zméten systolicky krevni tlak pifed pokusem a po ném.

¢. osoby 1| 2| 3| 4, 5| 6| 7| 8
tlak pred | 130 | 185|162 |136| 147|181 128|139
tlak po |139]|190|175|135|155]|175|158|149

Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze pokus neovlivni systolicky krevni tlak
Vysledek:

Parovy Wilcoxontv test poskytl p-hodnotu 0,04995, tedy Hyp zamitame na hladiné vyznam-
nosti 0,05.

5. Majitel obchodu chtél zjistit, zda velikost ndkupti (v dolarech) placenych kreditnimi karta-
mi Master/EuroCard a Visa jsou piiblizné stejné. Nahodn¢ vybral 7 ndkupti placenych Mas-
ter/EuroCard a 9 placenych Visou:

Master/EuroCard |42 | 77| 46|73|78| 33|37
Visa 39(10(119|68|76|126|53(79|102

Lze na hladin€ vyznamnosti 0,05 tvrdit, Ze mediany nakupi placenych témito dvéma typy
karet se shoduji?

Vysledek:

Dvouvybérovy Wilcoxoniv test poskytl p-hodnotu 0,2523, Hy tedy nezamitame na hladiné
vyznamnosti 0,05.



6. Z produkce tii podnikt vyrabéjicich televizory bylo vylosovano 10, 8 a 12 kust. Byly zis-
kany nasledujici vysledky zjistovani citlivosti téchto televizorii v mikrovoltech:

podnik |citlivost

1. podnik | 420|560 | 600 | 490|550 | 570 | 340|480 | 510 | 460
2. podnik | 400|420 | 580|470|470|500 |520|530
3. podnik | 450|700 | 630|590 {420 |590 | 610|540 | 740|690 | 540|670

Oveérte na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu o shod¢ urovné citlivosti televizort v jednotli-
vych podnicich.

Vysledek:

K-W test poskytl testovou statistiku 3,2043, pocet stupiiti volnosti = 2, odpovidajici p-hodnota
=0,0165, tedy Hy zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05. Lisi se vyrobky pod-
niki 2 a 3.



