Linearni proces [linear process]

Teoretickym zakladem model( tzv.Boxovy-Jenkinsovy metodologie je linearni
proces, ktery je definovan jako

(1) p,=5,tre +yle + i = ‘+ V B+ //ZB2 + //333 + . &£ =/ B)E,

kde ¢, je tzv. bily Sum [white noise] [= posloupnost nekorelovanych, stejné
rozdélenych nahodnych veli¢in s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim
koneénym rozptylem o> > )] a B je operator éasového posunu.

Déle se pfedpokladd, Zze mocninné fada v -) proménné z konverguje pro |z|< |
(tj. uvnitf a na jednotkovém kruhu v komplexni roviné).

Za tohoto predpokladu Ize ukazat, ze nekoneéné rady nahodnych veli¢in (1) pro
jednotliva t konverguji podle kvadratického stfedu’, pfi¢emz limitni hodnoty i

tvofi stacionarni posloupnost s nulovou stfedni hodnotou £ €, =)
Jiné vyjadreni linearniho procesu (1), které je uzitené napf. pfi konstrukci
predpovédi, je mozné v pripadé, ze tento proces je invertibilni a lze ho zapsat jako

(2) Y, = Ty, 7oy iy o+ neboli

(2A) N A il )l A )

Pritom postacujici podminkou invertibility je predpoklad analogicky pfedpokladu
(2), Ze

(3) mocninna fada 7 (z) konverguje pro \Z\S |, tj. uvnitf a na jednotkovém kruhu
v komplexni roviné.

Poznamka1 Existuje fada diivodi, pro¢ modely postavené na principu linearniho
procesu jsou vhodné pro modelovani reality. Necht' pro stacionarni proces 3 .

s nulovou stfedni hodnotou predpoviddme hodnotu 7 = na zakladé znalosti

¢ -

minulych hodnot v,_ = 3 _ .y _,. . . Optimalni pfedpovédi ve smyslu
minimalni chyby MSE je pak £ 3,_ |v,_ , pfiemz chyba této predpovédi je
(4) et:yt_E’/t‘Yt— g

Ma vlastnosti bileho Sumu a oznacuje se jako inovace [innovation]. Oznaceni je
vcelku logické, protoze inovaéni proces é . odpovida nepredikovatelnému
pohybu v hodnotach 3 . Jestlize je navic proces 7 _normalné rozdélen, pak
podminéna stredni hodnota Eﬂzt\Yt_ _ ma tvar linearni kombinace hodnot
F_ .y,_,... avztah (4) miZeme prepsat jako

(5) & =V T Vi TV T e

coz je pravé invertovany tvar (2) linearniho procesu.

' Rekneme, ze posloupnost nahodnych veli¢in x , -konverguje kn.v. X podle stfedu (je cauchyovska

podle stfedu), jestlize lim ,_, =

X, = X|=0,resp.lim . %

X, X|=09



Poznamka2 Protoze plati ¢, = 7(B).y, = 7(B).V (B)¢,, musi zfejmé platit

(6) T(B)Y B)=1

6A) v -7, =03, vy, ~yrx —7n,=), Yy -~y x -yzr, -z, =) atd
Tyto vztahy Ize pouzit pro pfevod parametrd ¥ , . na parametry 7. a naopak.

ormalné Ize také uplatnit zapis
(7) T(B)=V B) .

Proces klouzavych souctii MA [moving average process]?
Proces klouzavych souctl fadu ¢ se znaci M4 (¢) ma tvar
(11) v, =5, F 9181— + 928t_! + o+ 9qgt_1 = 9(3).8"

kde ¢,,0,,..0, jsou parametry a

(11B) 0'g)='+7B+ .+ 7 jetav. operator klouzavych souctd.

Proces M4 (q) tedy zfejmé vznika useknutim linearniho procesu (1) v bodé, ktery
odpovida zpozdéni 4 .
Proces M4 (q) je vidy slabé stacionarni,protoze:

a) ma nulovou stfedni hodnotu
b) konstantni rozptyl (nezavisly na f) o velikosti

(12) ayz = (+ 912 + )42 + I+ ?qz‘av,z a

c) ma autokorelacni funkci (nezavislou na f) ve tvaru

OF+90 | 1+ +9] 10
= B Ll DO k=12,.,4q
1+912+9L2+._+9q2

(13) o

P =0 Prok=>y
oveéreni (11): uplatnénim operatoru E na (11) dostaneme
Eyt:E8t+01Eet_ +02,E8t_2+ ..... +49qu

t—q 0

vzhledem k nulové stredni hodnoté v§ech ¢lent bilého Sumu €y J= 012, q
ovéfeni (12): podle (11) mame
= e+ 92 el 492 £ + +9 2 £ =
var yt var ¢ " var i— . var i~ ! q var t—
N
=5 2+92%02+92%c 2+ + 9q20-32 = ‘+ 98+ 9 B B+ 9q2‘0'32
vzhledem k nekorelovanosti a homoskedasticité ¢, _ iy JT0L2g

oveéreni (13): vyjdeme z definice (13) a sou¢asné vyuzijeme jiz dokazané (12)

2 MA proces nema zadnou piimou souvislost s dfive popsanou metodou klouzavych priméri uzivanou
pro eliminaci trendu ¢asové fady.



cov(é +9¢e +9¢& + +9¢ & +9¢ + +9¢ )
t 1t q q t— —.,

z - =, - ol

_cov(y,y, ) _

2

O-Z

o
Vi Vi

\/a2(1+92+92+,_+92)a2(1+92+92+“+92).
£ 1 Z q E 1 2 q

cov(t e & Y*+owl & 0 )+covl, ¢

7848,— D 30V(9q £ 0 ¢

il O

)

\/0'4(1+92+92+ +9 22
. , i} -
Ooc*+9 Ooc?*+9 O oc*+ +9 O oc* 60 +9 606+9 6+ +9 6
_ Kk £ K+ 1 € K+ z £ q- q el me Kkt 1 K+ Z q- q

052$+912+912+“+92 1+912+9£2+“+92

—
q q

protoze vSechny ostatni kovariance jsou vzhledem k nekorelovanosti ¢lent ¢, ; nulové. O.

Autokorelacni funkce ma tedy bod useknuti 4, roven fadu modelu g .
ovéreni: bude doplnéno dodatecné

Parcialni autokorelacni funkce o, procesu MA(qg)nema bod useknuti, ale je

omezena linearni kombinaci geometricky klesajicich posloupnosti a sinusoid
s geometricky klesajicimi amplitudami.
Proces i4(q) e invertibilni, jestlize vsechny kofeny -, -, -, polynomu ¢ :)

potom je spinén predpoklad (3).

Proces M4 (1) - proces klouzavych souctl 1. fadu
14 = el o o)
ma autokorelaéni funkci

0
P = ! y W =0 Pro k> 1
‘ 1+912 “

s bodem useknuti x, =7 .

ovéfeni: vyjdeme z definice (6)

7 cov( i, ¥, ) _ cov( Y, ¥ )

AR = a vypocitame
o} \/var Yy \/var Vi G-
_co( y,y,-1) _cov( &t 91€t_ LE TP e, ) _
Lot e, el e,
cov( €,6,_ )+ 91 cov( €,6,_, )+ 91 var( €,- )+ 912 cov( €,€,_, ) _ 6’10'52 - 6?1
\/0',94(1”" 912)2 0'52’+ 912/ 1+ 912

protoze ze étyr €lend v Citateli je jen jeden nenulovy a dale plati

_ _ 2 2 2 _ 7 2
var y, = ar y,— = T ¢ +91 Oy, ~ =7; (1+9, )

i i

( Pfi odvozovéni respektujeme pravidlo nekorelovanosti nahodnych slozek ¢,,& . pro ¢ # s .)



_cov(yt Vi-.) _ cov(g +¢95_,g_:+91 t__)

Zyt—: \/ag (1+¢92)ag (1+¢92)

.O'
cov( &6, )+ 0, cov( & &y )0, cov( e 8 )0 Pcon( e, Ep ) _
Joota+02)
protoze pfi k > 2 se ve jmenovateli neobjevi Zadné dvé slozky ¢ &, se stejnym indexem. O.

Jeho parcialni autokorelacni funkce »,, ma tvar (bez bodu useknuti):

%o €02
(15) pP.= ; L Prok=123..
]_

ovéreni:  bude doplnéno dodatecné
Takze je v pripadé invertibility procesu opravdu neomezena geometricky klesajici
posloupnost

2
(16) [ |= —

Podminka invertibility zde ma totiz velmi jednoduchy tvar }01 | < 1.Protoze

| 0
L _<ps5. Tato

[
p = - ,
1+912 |1+¢9

1

nerovnost plati dokonce pro vSechna |0 | # 1.

ovéfeni: protoze2 |p | = — = 1, pro libovolné &, plati|e, | < 05 pro viechna 0, |=1.

1+6’l

Proces M4 (1) je invertibilni, pokud (zde jen reéiny) kofen = polynomu ¢ z)=:+6 =p
leZi vné jednotkového kruhu v komplexni roviné (tj.|-|> 1)

Tento (jediny, realny) kofen je v tomto pfipadé roven - = -’ a ma-li platit |-|>,
musi byt |-¢|> 1 ,tedy 6 |<|

Je-li6, >, pak |- 9|=9, ajelikoz musiplatit |-6,|=6, > |
Je-li6, <0, pak |- 7 |= - ajelikoz musi platit |- 6 |> |
Proces M4 (2) - proces klouzavych soucti 2. fadu

(17) < a ngt— + 94‘9[—
ma autokorela¢ni funkci

(18)




s bodem useknuti «, = 2.

ovéreni:
_ cov( y;,yi— 1) :cov(gt+91gt7'+9281‘7?’81‘7'+91gt7?+94'gt*3):
! 2 2 2 2 2 2 2 2
o yt‘a o \/o-(9 (1+ 91 +9z )OS (1t 91 +92 ).
0, cov(&,— &, )+ 9,0, con Er-1%1-1) _ 91052"'9, '04'0-82 n o +9.0,
\/0'54(1+9 2+922)2 0-52(]+912+9z2) (]+9‘2 +922)

_ oy, ¥—r) _ cov 2 ultdd N u 94’gt—?’gt—?+918t—?+94'8t—l):

<

2 2 2 2 2 2 2
yt.a Yo \/o—g (1+91 +9z )0 ¢ (1+91 +94, ).

2
0, cov( €,— 1,8, 5) _ 0,0, 9,

_ oo y,y-p) _coq &, 06, +0,6, &, +0¢& _, +0,6, 4, ) _
.= _ N
2 2 2 2 2 2
lo} yz'a Yoy \/ag (1+¢91 )O ¢ (14—6?1 ).
0
— =0
o 2(1+02)

protoze pfi £ > 3 se ve jmenovateli neobjevi Zadné dveé slozky ¢ &, se stejnym indexem.

Pfi odvozovani respektujeme pravidlo nekorelovanosti nahodnych slozek ¢, . pro ¢ # s . o.
Podminka invertibility (2) ma pro proces a4 (2 ) tvar

(19) 6?1+94>—',6?4—6?1>—' —(<6’4<1,

takze oblast invertibility procesu M4 (2) v roviné s vodorovnou osou pro hodnoty

& a se svislou osou pro hodnoty ¢ vyplni vnitfek trojuhelnika s vrcholy
“327.,%- a€;.

ovéfeni: bude dokonéeno pozdéji

Proces m4(2) je invertibilni, jestlize oba kofeny :,,-, polynomu ¢ -, lezi vné
jednotkového kruhu v komplexni roving, tj. |-, | > 1|z, |> 1

(17) O3z)=I+92+9 2%
0 + (67— 46 —9 + 0746 —9 - 67— 46
212: - 91 = >l y tzn- 21: - 91 = aZZZ - 61 =
' 2 2 2

/ 2
A) Pokud je kofen dvojnasobny realny, pak 6.2 = 46, neboli ¢, = k%} , odtud

_01

Z1,2

= %N ,tedy —>>9 pro ¢ kladnéresp. -2 <9 pro ¢ zaporné.
(6 V" Y

21 21|

\2)



1. podminka je nesplnitelna, takze zbyva druha: - | .Pak 0 *n !

9

B) Pokud jsou kofeny realné rizné, pak ¢ 2 > 46, neboli {%j > 9, , odtud:

-0 + ,/9 2 —40
ma tedy platitz = — ' = > ,1zn./0,° — 40, > 20 + 9 obsah odmocn.kladny B1
,9 2 _

ZB1méame 62 - 160, > 46’22 +40.0,+ 9% tan.—10,>40 > +140 0, tj.|- 9> 9,2 +9 0 :

atéz > 1,4, — 07 - 40, >20 +9 obsah odmocn.kladny. B2

ZB2méme 0,2 —40,>460,%2 +4060, +9 2 tzn.— 40, > 40,2 +40 0, j. -9, >9,2+9 6

BA) Jestlize & > 9,pak - -9 >9, a spolu s podminkou riznych realnych kofenu
2

| =1 > 9, dostaneme ..........couuruuriirunans moznych feseni).

\2)
0 \2

BB) Jestlize ¢, < 9,pak — -7 <9, a spolu s podminkou I\_)l > 9, dostaneme mnoZinu
2

feSeni jako

2

C) Pokud jsou kofeny komplexné sdruzené, pak 6.2 <46, neboli {%] <9, ,

odtud:

-0 +4,02-40, -0 02 -46,

ma tedy platit -, = — : =14V >+ kde aZ + b2 >
yp z1 29’ 29’ 29’ a i, a

L L L

bude dokonéeno pozdéji



Autoregresni proces AR [autoregressive process]

Autoregresni proces fadu p se zna€i 4R (p) matvar

(21) Y =Py byt Lt by 5 = 0By, + =, neboli
(21A) Yo Py By et oy, = PB)y, = f, , kde
4,.9,..4, jsouparametry a

(21B) #B)=1-4B—.. -4 B’ jetzv. autoregresni operator.

Poznamka: VSimnéme si, Zze tvar autoregresniho operatoru (21B) je odliSny od operatoru
klouzavych souctu (11B)

Proces 4R (p) zfejmé vznika useknutim linearniho procesu v bodé, ktery odpovida
velikosti zpozdéni p .
Proces 4R (p) _je stacionarni, jestlize vSechny kofeny z,,z,,.., z » polynomu ¢(z)

lezi vné jednotkového kruhu v komplexni roviné (tj. pro vSechna |z,

2|25 |seees

2> 1)
protoze pak je splnén predpoklad (3). Proces ma v tom pripadé nulovou stredni

hodnotu a jeho rozptyl je roven

o .2

(22) o= =
Yoou-bp, b, - —b,p,

ovéreni: Definiéni vyjadieni procesu (21) vynasobime y,, a uplatnime stfedni hodnotu:
YeVe = ¢1yz-yt—' + ﬁzyt'yt—? tot épyt'yt_p t 8
(23) Ey,y, = ¢1Eyt.yt_y + ﬁzEyt.yt_? + ..t ﬁpEy,.yt_p T Ey,€,.

Vztah (23) podélime rozptylem veli¢iny y, . Dostaneme:

L

E$z ’:¢'Eyt-yt—'+¢ Ey,yi- n + 9 Eyiyi-, +Eyt'8t
2

o

T - R —
y y y y y
‘ ~
C e .. ES, v, _ .
Zfejmé mame Egtz,: 7y2 a %—y;”: p . ,takZze dostaneme
O-y
2 o 2
= + + .+ + -4 + + + =_%
1=p,p, tb,p, + .+, P, — ,resp. [~ b,p +th,p + L+ P — ,a po
y y
vynasobeni obou stran strany rozptylem »,
2 L5 2 XahAd
o, < o, P+t P, =7 zCehoZplyne (22). o.

a jeho autokorelacni funkce spliiuje diferenéni rovnici
(24) P, =P tOP T B P PrO k>,



Poznamka Pro odvozeni (24) sta€i vynasobit vSechny €éleny rovnosti (21) vyrazem
v—./0,” a prejit ke stfednim hodnotédm, pfiCemZ vzhledem k moznosti vyjadreni

stacionarniho 4R ( p ) procesu jako linearniho procesu (1), je £6,_ ¢, =9 pro x> 1:

Gy g LBy gy, LByl sy
= t a3 2Vi- 1 Vi ¢ Vi YVi— t Yt ; r
(21) FELi- Pt 2 a dale
o ? o ?
Yy Yy

E &tyt— | j: ¢ ,E §t* - + ) §t* 2 Vi ¢ L ij ’/t*pyt* PR

— | takze
o ? o ?
y Y
~ ~ ~ ' ~
o = E&,yﬁ:/‘: s, Egt* B R 5 E§t* Vi ie [y E!Vt‘p’yt‘rﬁr EC v ;-
. o ? o ? o ? ? o ? o ?
y y y y Y
Neboli Po=ptp oLt O.

Z teorie diferencnich rovnic pritom plyne, ze jeji feSeni (24) Ize vyjadfit ve tvaru

(25) P =alzl_7+azzz_7+...+apz

K

, Prok=)5 kde

z/.25 ... 7, jSOU NAvzajem rizné kofeny polynomu ¢ -) s vlastnostmi

2|2 )n || > @ @, @ @, jsou pevné koeficienty:

a) Pokud jsou koreny :,:; komplexné sdruzené, pak mohou byt nahrazeny
jedinym élenem tvaru a % sin Yk +4_s 0<a<1.

b) Pokud koreny :,.-, nejsou navzajem rizné, tzn. néktery z nich je nasobny, pak se pro

vvvvvv

kofen :, snasobnosti r ve vyjadieni objevi sloZitgjSi €Elen typu

"ﬂu +Bk+B k7 + B k" £ 7, ktery je vSak vyrazné prekryvan priibéhem ¢lenu
z, . Tak & onak, je autokorelacni funkce procesu AR (p) v podstaté linearni

1

kombinaci klesajicich geometrickych posloupnosti a sinusoid ruznych frekvenci
s geometricky klesajicimi amplitudami.

soustava Yule-Walkerovych rovnic
Jestlize zapiSeme vyraz (24) jen pro k = 1,2,.., p, pak dostaneme tzv. soustavu
Yuleovych-Walkerovych rovnic pro vyjadfeni parametrd ¢,.¢,.., ¢  pomoci

autokorelaci »,,~,...., P, (a naopak).

p

P =P +DP + i . +4 P,
(26) P,=0 P + P+ e 9.0,
P,=bpP,  tPP, .. 9.



Parcialni autokorelacni funkce r _ procesu AR (p)ma bod useknuti k1, rovny
fadu modelu p . To plyne pfimo z definice parcialni autokorelaéni funkce, coz €ini
z této funkce dulezity nastroj pro identifikaci autoregresnich procesu.

Proces AR (p)_je vZdy invertibilni. Je to zfejmé, nebot’ (21) je jiz zapis tohoto

modelu v invertovaném tvaru.

Proces 4r(1) - autoregresni proces 1. fadu

(27) .=+ 5, je stacionarni pro |4 |< |

V tomto pfipadé ma nulovou stredni hodnotu a rozptyl procesu 4Rr (1) je roven

o2

(28) o2= 2

y 1_ﬁ12 '

ovéreni: V defininim vyjadfeni procesu (27) vynasobime obé strany y, :
VeV = e e |+ Y E L Nasledné uplatnime stfedni hodnotu:

Ev,.y, = ) Ev,y,— + Ey,£, a podélime rozptylem veli¢iny y, . Dostaneme:

2
Ey, =% Ey,.y,- + Ey,¢,

2 o 2 o 2
Y Y Y

. ES, v,
Nyni méame £,,° = ° a ‘”—yzf=
(o3

o

2
o
o ,takze dostaneme 1= 7 o + Lz , tedy
O
y y

2
O—S
’
o 2
Y

™ 2
7 cov( y,,y,. ) _ cov( ¢1yt, +5y, ) _ ¢1 var S’;— — ¢10'y

2

1-bp = apoc > 4€-5p =% zé&ehoiplyne (28), protoze dale

,01:0_‘2 o’ o’ o’ 0_2:¢1
¥ y ¥ ¥ y
vzhledem k nekorelovanosti €lent y,_ a =, v (27). o.
Autokorelacni funkce 4r(1)-procesu ma tvar
_ 4 k —
(29) p =0" prok=>73123,.

ve tvaru geometricky klesajici posloupnosti (oscilujici pro zaporné ¢, a bez bodu
useknuti) . Specialné je pro « = |

(30) p, = b , cOZznamena, ze

p = ? prvni autokorelace procesu AR (1)_se rovna pravé jeho autoregresnimu

parametru. Proto dileZitou roli v modelu hraje znaménko parametru ¢, .

a) Pokud plati # > ) (pozitivni autokorelovanost), pak je patrna setrvaénost ve

znaménkach sousednich hodnot (s relativné malym prekfizenim ¢asové osy)
b) Pokud plati #, <> (negativni autokorelovanost), pak to signalizuje relativné velmi

casté prechody hodnot pres ¢asovou osu, a velmi ¢asté zmény ve znaménkach
sousednich hodnot ¢asové rady.



Parcialni autokorelac¢ni funkce procesu AR (1) ma tvar

(31) P, =7 y P =) Pro k> |
s bodem useknuti 4, =

ovéreni: bude doplnéno dodatecné

Proces 4R (2) - autoregresni proces 2.radu

(32) v, = by, *+?y, ,+5, je stacionarni pro
(32A) g, +¢,<1, ¢,-¢,<1 —1<9,<1,

takze prislusna oblast stacionarity 4R (2) vroviné svodorovnou osou pro
hodnoty ¢, a svislou osou pro hodnoty ¢, vyplni vnitfek trojihelnika v vrcholy

s vodorovnou osou pro hodnoty ¢ a se svislou osou pro hodnoty ¢ vyplni
vnitfek trojiihelnika s vrcholy 2~ , %/ a € - . Vtom pfipadé ma proces
AR (2) nulovou stredni hodnotu a rozptyl roven

2 o,

33 = £
( ) O—y 1- ﬁ1p1 - ﬁZ’DA
a jeho autokorelacni funkce ma tvar
p = ’_ S 1;1 ;‘"’— pro k=) , kde
! ’+ z; z =P

z,, z_jsou navzajem rizné koreny polynomu ¢(z) (\

kofen je tvar funkce analogicky), », nema bod useknuti a ma tvar linearni

kombinace dvou geometricky klesajicich posloupnosti nebo tvar sinusoidy
s geometricky klesajici amplitudou.

z, > I|; pro dvojnasobny

Parcialni autokorelacni funkce procesu 4r(2) ma bod useknuti roven %, = 2
ovéreni (33): V defini€nim vyjadfeni procesu (32) vynasobime obé strany y, :
Vv, =Py, v Ty vty E, Na obé strany uplatnime stfedni hodnotu:

Ey,y, = PEy,y,— +P,Ey,y,— + Ey, £, apodélime je rozptylem veli¢iny y,.

2
Ey, =4 Ey,.y,- +bz Eyt'y2+EJ’t'gt

Dostaneme:
o 2 o 2 o 2 o 2
y y y y
C e ES, .y, _ ES v, _
Jelikoz mame By =772 ,‘«Vt—yt: o, by P
Y 2 1 2 z
o o
y y
2
takze dostaneme 1=pp +b,p + 52 a nasledné
o

y

o 2

_ _ _ "¢ 2 & _ B T 2
1= 2P, ﬁzpé—a—z,apo o, € lo - | =5,

, Z 6ehoz jiz plyne (33) a.

10



Smiseny proces ARMA [autoregressive and moving averages process]

Smiseny proces fadu p a ¢ znaceny jako 4ARMA (p,q) ma tvar:
(41) v, = ¢1yt_1 + ¢2yt_2 + L. + ¢pyt_p + &t ‘91.5t_1 + Lt ‘9q £ neboli

L1
(41A) $(BYy, - 2%2),
kde operatory ¢(B) a ¢ % _ byly zavedeny vprocesech AR(p) aMmA(q).
Podminka stacionarity (resp. invertibility) smiSeného procesu 4rRMA (p,q) je
shodna s podminkou procesu 4R (p) (resp. invertibility procesu 174 (¢).)
Stacionarni proces 4RMA (p,q) ma nulovou stfedni hodnotu a jeho autokorelaéni
funkce splnuje diferenéni rovnici

(42) P =P _ +0,P ... + ¢ppn_p LPro k=g + 1
s feSenim
(43) o = Sl o Bl N +0‘pzp_7pr0k2vnax ﬁ,q—p+14

>
REar

kde z,.z,... z, jsou navzajem rizné kofeny polynomu ¢z ), €l

Autokorelacni funkce procesu A4RMA (p,q)nema bod useknuti a je v podstaté

linearni kombinaci klesajicich geometrickych posloupnosti a sinusoid riznych
frekvenci s geometricky klesajicimi amplitudami, ale s vyjimkou pocatecnich
hodnot »,0,,~,...~, _, (tato vyjimka se uplatni jen v pfipadé ¢ = p ) .

Parcialni autokorelacni funkce procesu 4RMA (p,q) nema bod useknuti a je

omezena linearni kombinaci klesajicich geometrickych posloupnosti a sinusoid
raznych frekvenci s geometricky klesajicimi amplitudami, ale s vyjimkou
pocatecnich hodnot » , » .0 ,..p .  (vyjimkase uplatni, jen kdyz p = 7).
Proces 4rm4 (1,1) je pfedstavovan zapisem
(44) Yi =T ¢1yt— R s ngt—

a je stacionarni pro |¢,| < 7 . V tom pfipadé ma nulovou stfedni hodnotu a
rozptyl roven

2
2:1+9, +2¢19102

(45) -} = a
1- é[
ovéreni: Z definice procesu 4RMA (1,1) ve (44) vime, ze plati
v,y =Py, te, +0 &, 2 , takze

Ey,», —E ¢y, +e,+0¢c 2 poroznasobeni pak mame

E$, 2 =0%ES, 2+gs 2+0°ps,_ 2+ g &, +20Es,_ £, +206ES s

| B
Vzhledem k nekorelovanosti hodnot bilého Sumu v ¢asech tt-1 mame£'c,_ &, =0

Podobné je ziejmé, 2e £9¢,_ &, =0 , protoZe z (44) plyne, ze hodnoty y,_ .nemohou zaviset
na aktualnich bilého Sumu ¢, (zavisi jen na jeho minulés,_ a pfedminulé ¢,_, hodnoté.)
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Po obou téchto zjednodusenich mame tedy
(46) E$, 2=¢°E¢,_2+0.2+026.2 4200 ES,_ & _

Vztah (46) podélime rozptylem veli¢iny y, . Dostaneme :

2 2

S

2 e 2 5 712 -
E$t __ 9, Eit_ ., 00 070, 204, &

o o (o2

Y y y y

y
2 h 2 A 2
Vzhledem ke stacionarité y, mame £ $[_ =g $t = 7 “arovnéz zrelace (44) zapsané o 1

obdobi dfivetzn.y,_ =4 y,_, +&,_ +0¢,_, vyplyva, e E(y,- .5,- ) = 5.2 . Mame tedy

2 2 2 2 , ,
=24 %o 079" 29997 3o vynasobeni Gyz :
Yoo 2 o 2 o
Y y y
Al
(47) (* 512,Gy2 =5.2+7%0.2+ 10402
Vydélenim obou stran (47) vyrazem 1 - 2512 obdrzime shodu s (45)
N o015 2 2 ‘
oL +9fo f+1040; :‘+94 +29¢".0‘2- 0.
- s_ 7512/ ﬂ_ ﬁlz,

Proces 4rm4 (1,1) ma autokorelacni funkci ve tvaru
b L + ¢101’4¢1 + 91 52
1+ 912 + 200,

(48)

(48A) pI=P.L, . pro k=2

bez bodu useknuti ve tvaru klesajici geometrické posloupnosti s vyjimkou
Podminkou invertibility procesu 4rma (1.1) je ¢ < 1.

ovéreni: podle (6) a (44) mame
_ cov( ¥, yy— ) _ E&z)’z* —~_ E‘¢1yt* te T 9181‘* ”‘¢1yt* T 2 E—1 -

1
o o o 2 o 2
yoory- y y

Vyraz ve Citateli predchoziho zlomku Ize rozepsat nasledovné:

~

( T —
E ¢1J’t—l te elgt—l - ¢;J’t—2 t& 4t glgr—z =

4 L - -~
E ¢12yt— V-1t EWy, £ +tEYy 0%
(49) +E€P y,_ +E e, +Ekebe, | +
- 4 -

+E ‘glgt* ¢1yz* -t E 91‘9[* g tE 912‘9[* €y

~

Vyjadfime-li jednotlivé éleny pfedchoziho devitiélenu (49), dostaneme:

P -
Ed2y_y_, =02E€_y _, =
(49A) YVe= Vi f ?t Y= .
‘¢1yt_!+;l‘_ + 918t_!‘1¢1yt_w+gt_!+918t_w’= """"" :ﬁlzﬁlo'u,z
(49B) EWy, ¢  =pES & _=po.°
(49C) EYy,_ 0¢_, =10 ES, &, =p0%0."

12



(49D) E¢$y,_, =¢ E%, y,_, =) nekorelovanosts, s dfivéj$imi hodnotami ,

(49E) E€,_ =0 nekorelovanost hodnot bilého Sumu ¢,

(49F) E€0¢, _, =0 g%,z _, =) nekorelovanost hodnot bilého Sumue,

(49G) E9Ye 4, , =04 Ee,_ .y _, =) nekorelovanoste, s dfivéjsimi hodnotami y,
4 7 4 3

(49H) Eoc_2=9p¢ 2 =902 stacionarita procesu ¢, v ¢ase
“ ’ - nr v

(49)) E06%,_e,_, =0%E%,_¢_, =0 nekorelovanost hodnot bilého Sumus,

Souhrnné tedy dostaneme pro »,:

4
2 2 2 2 2 2 2 2 2
¢1 0108 + blog + 6191 o+ 91‘75 o, ¢J 91 + ﬁj + blel + 91/

p = =
O'2 0'2
y v
4
620 +b0.2+4020.2+90.2 c.2¢20 +4 +602+9 _
p: 1 1 1 e 1 1 b 1 e — b 1 1 1 1 1 1
' 2 92 0
O-y w.asz
1- 82
€+96 ¢ +9 _
- )
(48) pl: I i ;
1+92+2¢i9

Parcialni ,,, autokorelaéni funkce procesu 4rma (1,1) je omezena klesajici
geometrickou posloupnosti po€inaje od o, .

13



Zobecnéni: stacionarni proces s urovhovou konstantou

Dosud uvedené stacionarni procesy se vyznacovaly nulovou stfedni hodnotou.
Jejich zobecnéni pro situace, kdy je stfedni hodnota nenulova (ale zlstava v Case
neménna) neni vsak nijak obtizné:

Vezmeme-li
Proces klouzavych souctl fadu 24 (¢) se stredni hodnotou ~# ma tvar
(51) y, = U+ + 915¢— + 928t_2 + 9qgt_] = u+ 9(3).5t

Smiseny proces ARMA (p,q) se stfedni hodnotou ~# ma tvar

(52) v, u=48  —u iy ot d & et 0l 0 e
neboli
(52A) y, oty oy o+ L +¢pyt,‘, +e +0 8+ +9q dy kde

a=%-p —p, - —b u

Konstrukce modelli v Boxové-Jenkinsové metodologii

Podobné jako v ekonometrii, sestava uplna t vorba modelu v Boxové-Jenkinsové
metodologii z nasledujicich trech kroku:

(A) identifikace modelu Znamena to napf. Ze pro analyzovanou ¢asovou fadu
V1,40 ¥, identifikujeme ji adekvatni model 4R (1) .

(B) odhad parametrd (kvantifikace) modelu. V ramci modelu 4z (1) se (dejme tomu)
jedna o model tvaruy, = 972y, + =, pfi c.? = 892

(C) diagnostika modelu. Vramci odhadnutého modelu v (b) je tento model

verifikovan na hladiné vyznamnosti « =905 a provéfi se jeho verifikacni
schopnosti.

Pokud diagnostické vysledky z kroku (C) nejsou dostatecné presvédcivé, je
potfebné vSechny tfi kroky zopakovat pro alternativni model (éasto se ale jedna
jen o korekci zamitnutého modelu, ke které nam provedena diagnostika poskytla
diléi navod).

14



(A) - Identifikace modelu

Prispévek autokorelacni a parcialni autokorelacni funkce k identifikaci modelu:

Obecnéjsi poznatky o tvaru autokorelaéni a parcialni autokorelaéni funkce
stacionarnich a invertibilnich procest 4R (p), 4R (¢), ARMA (p,q) pfinasi tabulka:

AR (p) MA(q), ARMA (p.q)
P, neexistuje & ky =1 neexistuje &
P, ve tvaru U-kfivky P, ve tvaru U-kFivky
po prvnich g-p hodnotach
P . ky=p neexistuje &,
P, omezena U-kfivkou P, omezena U-kfivkou
po prvnich p-q hodnotach

Odpovidajici identifikaéni postup pak spoéiva v prohlidce grafického zaznamu
odhadnutého korelogramu a parcialniho korelogramu modelované ¢asové rady,
kdy se snazime fadé pfiradit nejvhodnéjsi typ modelu pravé pomoci charakteristik
z tabulky. V pfipadé pochybnosti testujeme potencialni bod useknuti ©, pomoci
Bartlettovy aproximace s pfibliznym (asymptotickym) kritickym oborem (nejc¢asté;i
na hladiné « = 7,05 ) pro autokorelacni funkci

)

( ky
(53) I | 2 2'\/ik]+2' )) erJ pro nékteré i > ,
n j:1

Druhou moznosti je aplikovat Quenouilleovu aproximaci s kritickym oborem (na
hladiné « = 9,05 ) pro parcialni autokorelacni funkci

(54) I | 2 2.\ﬁ pro nékteré k=%

Identifikace pomoci informacnich kritérii

vvvvvv

analytika a v jistétm smyslu identifikaci automatizuje. K problému identifikace
obecného modelu 4rRM4 (p,q) pro danou éasovou fadu se zde pfistupuje jako

k problému odhadu parametrli p,q na zakladé optimalizacniho kritéria

.G = in A(k,l
(60) ’9 q -~ wrg min A(k,l) kde

(k.l)
A(k,l) je vhodné kritérium, kjehoz konstrukci musime pro danou fadu

odhadnout model 4rRMA4 (k,1), pficemZz minimalizaci provadime pro predem
zvolenou sit' hodnot k1 =9,7,2,., K [1=19,1.2,., L.

15



Adekvatnéjsi nez predchozi postup (60) je vSak uplatnit nékteré z kritérii teorie
informace, kdy se penalizuji zbyteéné vysoké fady | a ka casto tak docilit u
odhad jejich konzistence. Nejbézné;jsi kritéria zalozena na tomto principu jsou

(A) AKAIKEho informacni kritérium [Akaike information criterion]

k+ 1+ 1
(61) AIC (k,1)=no *py + 2.

n
(B) SCHWARTZovo informacni kritérium[Schwartz (Bayesian) information criterion]

k+ 't1

(62) SIC (k,1)=m0 s+ 'n(n). , kde

n

a?,., je odhadnuty rozptyl bilého Sumu procesu 4RMA (p,q) a v Citateli druhého
clenu je pocet odhadovanych parametri (se zapoctenim eventualné nenulové
uroviiové konstanty «, pfiéemz n je délka dané fady). Korektné by ale misto
prvnich ¢lent v (61), resp. (62) méla byt pouzita minimalni hodnota logaritmované
vérohodnostni funkce daného modelu vynasobena koeficientem (-2/n).

(C) Hannanovo-Quinnovo kritérium [Hannan-Quinn information criterion 1979]

(63%) SIC (k,1) = lno 2e g+ 2in o 6 e
n

(A) modifikované AKAIKEho informacni kritérium [Hurwich a Tsai criterion 1989]

LS pro kratké fady, kde

f+i+7°

(64%) AICC (k,1)=In 0%+ 2.
n

n

Kritérium BIC sice poskytuje silné konzistentni odhad fadu modelu (ktery
konverguje skoro jisté, tj. s pravdépodobnosti 1), ale s velkym rozptylem (tj. odhad
ale postrada vydatnost).

U kritéria AIC je tomu presné naopak: prislusny odhad radu modelu je zde bohuzel
nekonzistentni, ale je vydatny.

Informacni kritéria jsou slozena ze dvou ¢lenl a jsou konstruovana tak, ze prvni
z téchto élenti o ?;; upfednostiiuje sloZité modely (s vysokymi k,/ ), nebot zde
pfislusny odhadnuty rozptyl bilého Sumu se zvétSujicimi se k,/ klesa, zatimco
druhy ¢len upfednostiuje jednoduché modely, protoze vyraz (k+i+1)/» se

zvétsujicimi se k,/ roste. Kritéria zohlednuji protichtidné tendence vyvoje obou
¢lend, piiéemz vysledna volba je zalozena na minimalizaci souctu z obou z nich.
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Odhad parametri ARMA modelu

V pocateéni fazi kvantifikace modelu se postupuje tak, ze se vyuziji existujici
vztahy mezi parametry daného modelu a jeho autokorelacemi, kdy napf. v modelu
AR (1) plati, ze ¢, = o, . Takovéto odhady odvozené z momentti se vSak zpravidla
povazuji jen za predbézné a slouzi tedy jako pocéate¢ni odhady pro vlastni
odhadové procedury, provadéné vétsinou iteraéné vhodnou numerickou metodou.
model momentové odhady kontrolni nerovnosti pro r,

_ | . g_
¢1 rp o Ty ﬁlrl’
2

"

r € ]
¢, = 22 Tl 1= 0'2=°'2y‘_ﬁ1r1_ﬁ
1_”1
2 2
— 7= o
PR L ek LR ,

]+92
2

2 9%y

~

(o2 * n *—;*/
y ’kde O'Zy*: Z S/t—",kde yt*:yt_¢1yt_'
1+9°7 (= n

1

Odhadové procedury pro konstrukci finalnich odhadl v uvazovanych modelech jsou
vyslovené zalezitosti metod nasazenych v pfislusném software. Napf. v 4R (p)

modelu zapsanému ve tvaru
(21) Y, - Xt 751yt_1 + 752%—2 + o + pryt_p + £

Ize pouzit klasicky OLS-odhad spolu s klasickym OLS-odhadem jeho kovarianéni
matice, ktery je za predpokladu stacionarity procesu konzistentni. Lze totiz ukazat,
(1
|

G}«X} v, kde V je regulamni

matice a stejné tak i podminku ortogonality ,_, \plim{%X'5}= 9. Zvyjadreni

ze regresory v (21) spliuji podminku ,_,  piim

stacionarniho procesu 4R (p) ve tvaru linearniho procesu (1) specialné plyne, ze
(63) cov S/l_ &, = cov S/t_ ., = .= cov ‘},_p,g[ =9.
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V pripadé stacionarniho a invertibilniho 4rAM4 (p,q) modelu (vyjadieného pro
jednoduchost s nulovou stfedni hodnotou)

(41) yt = ¢1yt—1 + ¢2yt_2 + ... + ¢pyt_p + 8[ + 918[_1 + '"qut_]

se nejcastéji pouzivaji NLLS —odhady realizované pomoci nékteré z metod Gauss-
Newtonovy tfidy.
Prislusna NLLS -odhadova procedura zde spoc¢iva v minimalizaci souctu ¢tvercu

n ~
min 2 '¢1,..., ¢ ,91 ..... -
(64) ’ ‘" kde
Gpn®)0,
e, '¢1,..., ¢p,‘91 ‘9q =z, =y, _¢]yt_, — B ¢pyt_p — ‘915[_, — ..‘9(15[_]

pro ¢=p+1,p+2..n $Vvhodné zvolenymi hodnotami ¢, ..., +,... b

Odhad rozptylu bilého Sumu o.° se potom obvykle ziska tak, Zze minimalni

hodnotu (64) vydélime délkou fady n. Za predpokladu normality a pfi dost velkém
n jsou odhadové vysledky velmi blizké ML-odhadu (podminénému volbou
e, ) Ziskanému maximalizaci logaritmované vérohodnostni funkce

ep_1+v,€p_]+? .......

) ~ a_
| L - - I ¢
(65) L* ¢1 ...... 94/2_4 panﬂ',—yZ plno'zf— 2 ‘i(¢1
2 2 20- t=p+'

......

Tabulka: Priblizné hodnoty smérodatnych odchylek odhadnutych parametrii ve
vybranych stacionarnich a invertibilnich modelech Boxovy-Jenkinsovy metodologie:

- _ 42
0—1¢ = 1 ﬁl
' n
4~ _ 4 2
c¢ =o', = 1-7,
' n
-~ 1_92
o9 —o"¢z,= 1
' n
-~ p | 2
a¢/=0'¢92/= 1 92
' n
a2 2
_ 42 J _ g2
05| ‘ﬁﬁl‘ (+¢179/ od|x ‘9‘(+¢1791,
n‘¢»1+91/ n¢Al+é/

3 Poznamka vychozi (nelogaritmovana) vérohodnostni funkce ma tvar

p ~ n- [ n ]
L‘¢1 ...... 0 = Hp ! .exp{‘l— Zei(¢1 ...... 0 )2J>

i E
t=1 | 270 2 L 20'2t:p+1
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Diagnostika modelu

Diagnostika modelu je v ramci Box-Jenkinsovy metodologie velmi propracovana.
Spociva vtom, Ze pomoci ruznych diagnostickych/verifikacnich nastrojt
ovérujeme adekvatnost sestaveného modelu (. provéfujeme, zda je skute¢né
konformni s analyzovanymi daty). Pfitom obvykle musime brat v uvahu nékolik
aspektu:

1. kontrola stacionarity modelu.

Predevsim zde kontrolujeme, zda odhadnuty model skuteéné spliuje podminku
stacionarity, tj. zda koreny jeho odhadnutého autoregresniho polynomu lezi vné
jednotkového kruhu v komplexni roviné (resp. zda ekvivalentné jejich prevracené
hodnoty, coz jsou koreny autoregresniho polynomu zapsaného s opaénym
usporadanim mocnin lezi uvniti takovéhoto kruhu). Je také mozné radu rozdélit do
nékolika usekl a testovat shodnost odhadnutych drovni, rozptyl( a autokorelaci
(popf. momentu vyssich fadl, zejména Sikmost mezi jednotlivymi useky).

Jiny postup (tzv. impuls response) spoéiva v analyze toho, jakou odezvu ma
v odhadnutém modelu impuls m (vétSinou standardizovany na velikost jedno nebo
vicenasobek smérodatné odchylky bilého Sumu), ktery nastal v jediném ¢asovém
okamziku nebo opakované od daného ¢asového okamziku a pfirozené urcuje
nasledné hodnoty procesu — odhadnuta ARMA struktura se prevede do tvaru
linearniho procesu (1) a od daného okamziku se sem dosazuje inovacni proces
s jedinou nenulovou hodnotu v tomto okamziku nebo inovaéni proces se stale
stejnymi nenulovymi hodnotami od tohoto okamziku. Je-li analyzovana frada
stacionarni, méla by s rostouci ¢asovou vzdalenosti od okamziku impulsu:

(1) odezva pro jediny impuls postupné odeznit az na nulovou hodnotu
(2) odezva pro opakovany impuls se stabilizovat na ur¢ité (nenulové) arovni.

2. kontrola struktury ARMA procesu

Rozumi se ji predevSim shoda korelaéni struktury odhadnuté zdat (tj.
autokorelacni a parcialni autokorelacni funkce) s korelaéni strukturou vypoétenou
z odhadnutého modelu, ktery ovéfujeme. Jina kontrola struktury modelu souvisi
s testovanim nekorelovanosti pro vypocteny bily Sum pomoci Q-testu.
(nazyvanych také jako portmanteau testy )

3. graficka prohlidka vypocteného bilého Sumu

Velmi dulezitym diagnostickym nastrojem je vypocteny bily Sum ¢, = ¢,
z odhadnutého modelu fady (analogicky jako rezidua v regresnim model). Jeho
graficky prubéh, odhadnuty korelogram apod. mohou indikovat pfipadné vady
modelu (ve standardni situaci obvykle oéekavame pro vypoéteny bily Sum
nulovou hodnotu, konstantni rozptyl, nekorelovanost a normalitu).

4. Testovani nekorelovanosti bilého Sumu

Pouziva se napf. Bartlettova aproximace nebo Q-testy.
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Typy nestacionarity

V podstaté Ize rozliSit dva zakladni typy nestacionarity:
1) Deterministicka nestacionarita pfedstavovana deterministickym trendem, napt.:

(71) v, =2+ 6 +=  kde ¢, je bily Sum s rozptylem o’

Po eliminaci tohoto (linearniho) trendu se fada stane stacionarni (v daném pfipadé
ve formé bilého Sumu).

2) Stochasticka nestacionarita predstavovana uréitym typem stochastického
procesu pro », nebo ¢, napf. 4r(1):

(72) y,=2+y,_ . +5, ,kde ¢, jeopstbily Sum s rozptylem o .7, kde se
obvykle predpoklada, ze ¢ ~iiq. Tuto nestacionaritu lze vijistych pfipadech
modelovat pomoci specialnich stochastickych modell a s vyuzitim téchto modelt
pak nasledné stacionarizovat. Konkrétné model (72) je tzv. nahodna prochazka

s driftem [random walk with drift]. PfisluSnou ¢asovou fadu lze vtomto pripadé
jednoduse stacionarizovat prechodem k fadé prvnich diferenci 4 , , protoze dle

modelu (71) je
(73) A =a+c<  tzn,

vt

jedna se o bily Sum posunuty na uroven «, coz je evidentné stacionarni fada.
Podstata stochastické nestacionarity modelu (72) je ale Iépe viditelna pfi jeho
prepisu do tvaru

- t
(74) Y, =y t& €« + 2E .
T =)
Pfi opakovaném dosazovani do (72) totiz dostavame:
y,=aty,_ tE =arE Flaty  +E :: 3a te, +e,_ +e_,+y . atd

Rada ma tedy nejen deterministicky trend (zde linearni se sklonem « ), ale také
stochasticky trend spocivajici v postupné kumulaci hodnot bilého Sumu.
Interpretacné zajimavé jsou také podminéné hodnoty:

(75) EQY |y- 1942001 = %

- il ~ . = Ny
(76) E’/t|)/1':)/1 +a ’—L, var’/,|y1/=o-2§—[, corr S/l_:,yl|y1/=\/?tj

[

vy s ~ ~ S ) ~ - -
ovéreni (75): £€,|y, = B\ v+ L G Z£T|y1)\=y1+0’ Cr+>x€: =9 =y, +al-1_
T="

T="

o ~ - ) ( ) ~ -
ovéreni (76): var $,|y1f var\\y1+0l (—Y,+ré:€r|y1)|:varlkré:f,|y1)= é(ar er|y1’=o-2(—y,

Ze vztahu (75) je vidét, ze rada ma tendenci nevracet se k predchozi urovni, ale
v pruméru smérovat k vy$sim hodnotam pro « > 9 nebo k nizSim hodnotam pro
a <9, | kdyby platilo « =9 , pak tato nahodna prochazka bez driftu protne na
rozdil od bilého Sumu vodorovnou osu s nulovou Urovni jen ziidka. Ze vztaht (76)
zase vyplyva, ze stfedni hodnota a rozptyl (volatilita) této rady jsou neomezené,
zatimco autokorelacéni funkce ma hodnoty velmi blizké jedné a knule klesa
tempem pomalejSim nez linearnim.
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Poznamka 1 Uvazujme ponékud obecnéjsi zapis vztahu (72)
(72%) Ve S E Pyt e

Je patrné, ze (72) je specialni zapis (72*) pfi ¢, = 1. Je-li ¢, <1 ,pak se zfejmé jedna

. , v ’ (4
o stacionarni proces 4r(1) s nenulovou stfedni hodnotou &y, = v = —

1

(77) y,—u=19,%_ . —u+s . ktery lze také pfepsat pomoci
prvnich diferenci jako
(78) A =, -1 € —us,

Pro podminénou stredni hodnotu (75) stacionarniho procesu 4r(:) tedy ziejmé
plati:
(79A) E‘Ayt|yt_] ..... y; <0 pro y,—; > K,

(79B) E4, |y~ s v; > 0 pro y,—; < &, tzn. na rozdil od ndhodné
prochazky s driftem ma nyni proces tendenci nedriftovat a vracet se k predchozi
urovni [tzv. mean reverting]. Kone¢né zbyvajici pfipad |#,(>: je jiz velmi
neobvykly a specificky, minimalné se vyskytujici v redlnych situacich: v tomto
pfipadé se jedna o explozivni proces [tzv. explosive process], ktery roste
s mocninami ¢, - napf. proces j, =3y,_.+<, zaéne byt od urcitého casu t
srovnatelny s deterministickou posloupnosti 3’ bez ohledu na tvar bilého Sumue, .
Poznamka 2 Pro predchozi modely jesté jednou odliSnost jejich stacionarizace:

Vmodelu (71) y, =2+ 8 :+<  sdeterministickym trendem pro dosazeni

stacionarity stac¢i pomoci regrese eliminovat trend. Diferencovani by se zde pro
stacionarizaci nemélo pouzivat, nebot’ vede k modeliim s rezidualni slozkou ve
tvaru (neinvertibilniho) MA-procesu

(80) A=y =B el
V modelu (72) y, ==+ y,_, + =, ndhodné prochazky s driftem stai pro dosazeni

stacionarity jednou diferencovat. Pokud jde o prfipadnou regresni eliminaci
stochastického trendu, neni zde jasné, co vlastné eliminovat. Mohli bychom sice
prejit k jesté obecnéjSimu rozsireni modelu (77) do tvaru

(77%) y,=a+B8 +4,y_,+5 .nebo 4 =a+8 + <¢[—1;t_,+st

s deterministickym i stochastickym trendem, ale zde by pfipadna eliminace trendu
pomoci regrese narazila na jiz zminény problém, ze t-pomér nemusi mit (ani
asymptoticky) t-rozdéleni. Model (77*) Ize také zapsat ve tvaru

ﬂ ﬂ :a_ﬁ1ﬂ1
’ v
10 1_7)

v B+ 84-4,.6 1818 G1)+=,  kde |5 -

’

tzn., Ze specialné pfi |¢,|<: se vlastné jedna o stacionarni AR(1) proces
s linearnim trendem.
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Testy na jednotkovy koren [unit root tests]

Moznost stacionarizace ¢asové fady pomoci diferencovani svédéi o pfitomnosti
(pfiblizné) jednotkového korene v autoregresnim operatoru prislusného modelu.
Napi. v modelu (72) y, =« +y,_. + =, ma autoregresni operator ziejmé jako svuj

jediny kofen pravé kofen rovny 1. Rozhodnuti o pfitomnosti takovéhoto
jednotkového kofene (nebo vicenasobného jednotkového koiene) je €asto klicovym
bodem analyzy. Na pritomnost jednotkového kofene by asi bylo mozné soudit
z tvaru odhadnutého korelogramu, kdy indikaci jeho pfitomnosti je velmi pomaly
pokles korelogramu od jednotkové hodnoty knule (jednotlivé odhadnuté
autokorelace s rostouci délkou fady konverguji v nestacionarnim modelu k jedné).
ProtoZze ale subjektivnim pohledem na korelogram by se nedaly odlisit
nestacionarni modely typu y, =, +=, od stacionarnich s téméf jednotkovym

kofenem  =995y,_.+¢<,, je zadouci pouzit vyvinuté statistické testy na
prislusné hladiné vyznamnosti.

Dickey-Fullertv test

Dickey-Fullertv test byl prvnim z test(i mezi testy na jednotkovy koien. Pfitom byly
navrzeny tfi jeho verze ozna¢ované souhrnné jako - -testy.

(1) -test tvaru #, : y, = y,— i + =, proti alternativé #, -y, = 4,5, += pro ¢,<1,
tzn. jednostranny test nahodné prochazky proti stacionarnimu 4r(1) procesu,
nebot’ pfipadna nestacionarita pfi ¢, < - je v realité malo vyznamna.

(2)r -test tvaru #,:y, =y, +<, proti alternative H,:y, =2+7,y_ . +5 pro
¢, < 1,tzn. jednostranny test nahodné prochazky proti 4r (1) procesu s nenulovou
hladinou.

(3) = -test tvaru #, : y, = y,_ . + <, proti alternativé #, : y, =2+ B8 t+ 4,y + <, pro
¢, <1 ,tzn. jednostranny test nahodné prochazky proti 4r(1) procesu s linearnim
trendem.

Zapis nulové hypotézy je pro vSechny tfi vySetrované pripady tentyz, tzn.:

(81) Hy A, =vy, i+5 pfiv=9,

zatimco obecny zapis alternativy je

(82) H;: A, =2+8+yyp +c pfiv<o,
kde v =¢,-1 a

pro pripad (1) a=p=9

pro pripad (2) B =9

Pritom v pripadé alternativ (2) nebo (3) jde jen o to, zda v <9 a vibec nas
nezajima pfipadna vyznamnost uroviiové konstanty o ani parametru sklonu 2,
tim spiSe ne jejich Ciselné hodnoty, které by pfi vyskytu nestacionarity stejné
nemusely byt korektné spocteny.
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Testovou statistikou je ve vSech tiech variantach Dickey-Fullerova testu klasicky ft-
pomeér (prosté se testuje vyznamnost regresniho parametru ¥ v modelu (81) tzn.

DF = GLW\ , kde odhady parametru ziskame metodami ziskanymi dfive a

s kritickym oborem
DF < f]— X i (n) .

Zde vsak (za platnosti nulové hypotézy stacionarity) statistika DF nema (a to ani
asymptoticky a ani pfi platnosti ¢, ~iiq._) t-rozdéleni jako v pripadé klasického t.-

poméru, ale ma nestandardni (a nepojmenované) rozdéleni, pro které bylo nutné
kritické _hodnoty naprogramovat simulaéné a zvlast’ pro jednotlivé typy alternativ
(1),(2),(3) a pro razné délky rad n. viz tabulka nize.

Obecné zde plati, ze dané rozdélené ma tlustsi konce nez prislusné t-rozdéleni,
takze jeho kritické hodnoty jsou v absolutni hodnoté vice nez dvojnasobné
v porovnani s odpovidajicimi hodnotami t-rozdéleni.

Napf. 5% kriticka hodnota a pfi » > - je kriticka hodnota -3,41 v absolutni
hodnoté vice nez 2x vétsi nez adekvatni kriticka hodnota -1,645 po klasicky t-test),
tj. pro zamitnuti nulové hypotézy v = » proto potiebujeme vyznamnéjsi hodnotu t-
poméru (pracujeme totiz s nestacionarnim regresorem). Kritické hodnoty uvedli
poprvé jiz Dickey a Fuller, vétSina software ale vyuziva sofistikovanéjSi vypocet
odpovidajicich p-hodnot podle McKinnona [1996].

hladina vyznamnosti 10%=0,1 5%=0,05 1%=0,01
kritické hodnoty pro - -test -1,62 -1,95 -2,58
kritické hodnoty pro -, -test -2,57 -2,86 -3,43
kritické hodnoty pro - .-test -3,12 -3,41 -3,96

Rozsifeny Dickey-Fullertv test

Predchozi test je aplikovatelny jen tehdy, jestlize rezidualni slozka predstavuje
nezavisly bily Sum. Jestlize zavisle proménna 4 , obsahuje autokorelovanost,
ktera neni v modelu (81) radné zohlednéna, potom ma DF-test chybu prvniho
druhu (tj.pravdépodobnost zamitnuti #,) vétsi nez deklarované « . Pro takovyto
piipad byl navrzen rozsifeny Dickey-Fuller(v test (ADF-test) [augmented DF-test],
ktery misto (81) formuluje nulovou hypotézu jako

(83) Hy: A, =Vy, ., tX A, +5 pro v=9,

Pricemz testova statistika a kritické hodnoty pro jednotlivé varianty (1),(2),(3) tj. po
r -test, 7, -test, 7. -test zustavaji stejné jako pred rozsirenim; test se opét tyka jen
parametruy , pfidané autoregresni ¢leny v (83) jen absorbuji dynamickou strukturu

obsazenou v zavisle proménné. Pro stanoveni fadu p pfidanych autoregresnich
¢len se doporucuje aplikovat informacni kritéria uvedena vyse.
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Phillipstv-Perronuv test

PP-test je podobny ADF-testu stou odliSnosti, ze zohlednéni pfipadné
neuatokorelovanosti rezidui se neprovadi rozsifenim o autoregresni ¢len jako tam,
ale piimo korekci odhadnuté smérodatné odchylky ve jmenovateli pliivodniho DF-
testu. V podstaté se jedna o aplikaci Neweyové-Westova odhadu typu HAC (typu
heteroskedastisticity and autocorrelation consistent estimator), jako v pfipadé
autoregresniho modelu s autokorelovanymi reziduy.

KPSS-test [Kwaitkovski, Phillips, Schmidt, Shin [1992]
Tento test reaguje na skute¢nost, ze DF-test nékdy miva slabou rozliSovaci
schopnost. Ma-li teoreticky model tvar y, = 0,9 y,_, + =, pak by nulova hypotéza

jednotkového korfene méla byt zamitnuta. Nelze-li ji zamitnout, pak to korektné
znamena, Zze bud’ opravdu plati nestacionarita nebo ze mame k zamitnuti jen
nepostacujici informaci (napf. jen kratky usek rady y, = 0,9 y,_, + ¢,). KPSS-test
byl proto navrzen tak, ze hypotézy # ,, /7, maji tvar presné opacny, nez jak je
tomu u ADF-testu (jako nulova se testuje stacionarita vici alternativni hypotéze
nestacionarity). Pfitom se doporuCuje provadét ADF-test a KPSS-test vidy
simultanné a za smérodatny brat pouze takovy vystup, kdy

(@) ,,r H,_se zamitd a souéasné ,... #,_zamitnout nelze (v tom pfipadé je

potvrzena stacionarita)

(b) ,,r H,_nelze zamitnout a soucasné ,... /7 ,_se zamitd (v tom pfipadé je

potvrzena nestacionarita). Zbyvajici dvé kombinace vysledki se berou jako
neprikazné. Uvedené testy na jednotkovy koien (v€etné dalSich byvaji soucasti
modernich softwarovych testovacich systéma.

Proces ARIMA

Pro ¢asové rady se stochastickym trendem typu (72), které lze stacionarizovat
diferencovanim, jsou v ramci Box-Jenkinsovy metodologie uréeny procesy ARIMA.

Integrovany smiseny proces fradu p.d,f znaCeny jako ARIMA (p.d,q)
[integrated] ma tvar

(84) $® 3 =%+ 9 B,
(84A) w, =42 y,.
je d-ta diference ¢asové fady y, a soucasné je tento proces (84) je stacionarni (a

invertibilni) model 4riv4 (p.q). Jinymi slovy: V takovém modelu ARIMA se nejprve

provede stacionarizace pomoci vhodné diference modelované rady a takto vznikla
jiz stacionarni rada se modeluje pomoci smiseného modelu ARMA. Nezfidka se
ovsem pro ARIMA (p,d,q) voli souhrnny zapis tvaru

(85) Ay =2+9 By,
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Specialnim pripadem (85) je integrovany I(d) proces zapisovany obvykle
v jednoduchém tvaru A ,, = = , ktery vlastné vznika nacitanim bilého Sumu (odtud
pojmenovani ,integrovany“): napf. pro « = 1 je

(86) =yt Se,

Poznamka3: Tzv. driftovy parametr o« modeluje pFipadnou nenulovou uroven
procesu w, tj. deterministicky trend ve tvaru polynomu d-tého fadu pro puvodni
fadu y,. Proz =) a 4 > ) je model ARIMA pro fadu y, invariantni vici pfipadnému

posunu fady o libovolnou konstantu. Proto je vtomto pfipadé zbytecné fadu
modelovanou jako ARIMA nejprve centrovat ode¢tenim vybérového priméru.

Poznamkad: Operator #% A na levé strané (85) se nékdy nazyva zobecnény
autoregresni operator. Je pro néj charakteristické to, ze odpovidajici
polynom¢ € A ma p kofenu lezicich vné jednotkového kruhu v komplexni roviné

a navic d-nasobny jednotkovy kofen. ObecnéjSim typem jsou modely ARUMA,
které maji aspoii jeden z téchto kofeni na jednotkové kruznici, nicméné ruzny od
jednotkového korene, a explozivni modely , které maji aspon jeden z téchto korent
uvniti jednotkového kruhu.

Konstrukce modelu 4ARIMA (p,d,q) je zaloZzena na tvorbé stacionarniho modelu

ARMA (p,q) pro prislusné diferencovanou ¢asovou radu (pfitom ale nesmime

opomenout pfipadnou pocéatecni transformaci rady za icelem jeji linearizace, ktera
se provadi jesté pred diferencovanim). Rad diferencovani d pfitom v realité
obvykle neprekro¢i dvojku (rutinni ¢asové fady ekonomického a finanéniho
charakteru obvykle mivaji 4 =1 a specialné fady spotiebitelskych indext Ci
nominalnich mezd mohou nékdy mit < =2. Moznosti, jak stanovit rad
diferencovani d pro analyzovanou fadu, jsou zejména:

- testy na jednotkovy koren

- subjektivni prohlidka fad y ,A ,,A ) a jejich odhadnutych korelogramii a

parcialnich korelogramu - specialné pomaly (linearni) pokles odhadnutych
autokorelaci je indikaci pro dalsi diferencovani rady

- porovnani vybérovych smérodatnych odchylek (volatilif) fad ,,,A ,,A 5,

- voli se ten fad diferencovani, ktery odpovida pfipadu s nejmensi volatilitou;
pfi vysSich hodnotach se vsak volatility mohou zaéit s navySovanim d rist a
mluvi se pak o tzv. prediferencovani.

- -aplikace informacnich kritérii modifikovanych pro modely 4rmz4 .
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