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Vektor, matice

Uspofadanou n-tici realnych &isel ay, . . ., a, nazveme vektorem, piSeme
a=(ai,...,an), potom a nazveme fadkovym vektorem nebo
a4
a= : , potom a nazveme sloupcovym vektorem.
an
Uspofadanou m - n-tici realnych Cisel zapsanych do obdélnikového schématu
air a2 a1in
dz1 Az ... Q2 o .
A= ) ) ) nazveme matici typu (m, n). Chceme-li
ami dmz ... Amn

zduraznit typ matice, piseme A ).



Operace s maticemi

Priklad : Vyrabi-li firma ve dvou zavodech Z;, Z tfi rizné vyrobky

Vi, Vo, V3, mizeme mnozstvi téchto vyrobkl v jednotlivych zavodech zapsat
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Vi, Vo, V3, mizeme mnozstvi téchto vyrobkl v jednotlivych zavodech zapsat
do matice A typu (2,3). Piseme A = (a;), kde a; je mnozstvi j-tého vyrobku
vyrabéné v i- tém zavodé, napfiklad
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Matice mizeme nasobit redlnym &islem.
Priklad : Vyjadfuje - li matice A z pfedchoziho pfikladu denni produkci, pak

matice

B—5~A—< 5 10 5

15 0 25
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Operace s maticemi

Transponovana matice

Zaménime-li v matici A = (aj;) Ulohu fadku a sloupcu, dostaneme matici k ni
transponovanou, piseme A" = (a;)

6 18
Pfiklad : Pro matici B z pfedchoziho pfikladu plati BT = ( 12 0 )
6 30



Operace s maticemi

Transponovana matice
Zaménime-li v matici A = (aj;) Ulohu fadku a sloupcu, dostaneme matici k ni

transponovanou, piseme A" = (a;)
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Pfiklad : Pro matici B z pfedchoziho pfikladu plati BT = ( 12 0 )
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Matice "navazujicich typ(" mizeme nasobit
Priklad : Predpokladejme, Zze nase firma ma tfi odbératele Oy, O., Os.
Uvazujme matici C = (cj), i,j = 1,2, 3, kterd vyjadfuje cenu zaplacenou j-tym
odbératelem za i-ty vyrobek, napfiklad
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Operace s maticemi

UrCeme matici D = A - C. Jde o matici typu (2, 3), kde prvek dj vyjadfuje
castku, kterou by zaplatil j-ty odbératel O; za denni produkci i-tého zavodu Z.
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Operace s maticemi

UrCeme matici D = A - C. Jde o matici typu (2, 3), kde prvek dj vyjadfuje
castku, kterou by zaplatil j-ty odbératel O; za denni produkci i-tého zavodu Z.

2 1 2
1 2 1 13 15 14
D:A-C:( ) 3 4 4 :( )
3 0 5 (5 6 4> 31 33 26

Pozor: A-C # C-A Matice C - A neexistuje.



Relace mezi maticemi

Matice stejnych typd mizeme porovnavat. Mezi maticemi A, B existuje

néktera z relaci =, >, <, >, < praveé tehdy, plati-li stejny vztah pro véechny
dvojice prvkd matic na odpovidajicich pozicich aj, bj.
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Systémy linearnich rovnic

Systémem m linearnich algebraickych rovnic o n neznamych z realného
oboru xi, X2, ..., X, rozumime zapis

a{1 X1 + adi2Xo +... + ainXn = by
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A -x = b, kde matici
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Systémy linearnich rovnic

X1
X = : , je vektor neznamych
Xn
b1
b= : , je vektor pravych stran.
b
aj1 a1y ... aiy | by
o A Ay ... ax | b
Matici (A|b) = : : : : : nazyvame rozsifrenou matici
am aQme ... amn | bm

soustavy.



Reseni systému linearnich rovnic

Priklad : Je dana soustava dvou rovnic o 3 neznamych
X1+ 2Xo -3x3 =5
2X1+  4xo+ X3 =3

UrCete matici, rozSifenou matici soustavy a vektor pravych stran.
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Reseni systému linearnich rovnic

Priklad : Je dana soustava dvou rovnic o 3 neznamych
X1+ 2Xo -3x3 =5
2X1+  4xo+ X3 =3

UrCete matici, rozSifenou matici soustavy a vektor pravych stran.

. o (1 2 -3 (5 (1 2 3
Resenl.A_(2 4 1),b—(,~,,>,(A|b)—<2 4 1

5
N
Cq

Definice : Vektor ¢ = : nazveme fesenim soustavy A - x = b, jestlize
Cn
plati Ac-c=b.
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Reseni systému linearnich rovnic

0 4

Priklad : Rozhodnéte, zda jsou vektory ¢ = ( 1 ),d = ( -1 ) feSenim
-1 1

soustavy z predchoziho pfikladu.
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Specialni tvary matic

Libovolnou matici typu (n, n) nazveme Ctvercovou matici Fadu n.

Pokud ma ¢tvercova matice nenulové prvky jen na hlavni diagonéle, nazveme
ji diagonalni matici.

5 0 O
Piiklad: A= 0 7 0
0 0 -2

Pokud ma nenulové prvky jen na a nad hlavni diagonalou, nazveme ji matici
v hornim trojuhelnikovém tvaru.
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Priklad: B=| 0 -1 5
0 0 -2



Specialni tvary matic

Libovolnou matici typu (m, n) nazveme matici v hornim schodovitém tvaru,
jestlize

@ Vsechny pfipadné nulové fadky jsou dole

@ Kazdy nenulovy fadek "zagina vice nulami nez pfedchozi".
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Specialni matice

Matici O = (0;), kde 0j =0, i=1,....,m, j=1,...,n, nazveme nulovou
matici typu (m, n). Chceme-li zdaraznit typ matice, piseme O, ).
Pro libovolnou matici Ay, ) plati A+ O =A .



Specialni matice

Matici O = (0;), kde 0; =0, i=1,...,m, j=1,...,n, nazveme nulovou
matici typu (m, n). Chceme-li zdaraznit typ matice, piseme O, ).
Pro libovolnou matici Ay, ) plati A+ O =A .

1 0 ... O

0o 1 ... O _ o
Diagonalni matici E = . ) nazveme jednotkovou matici.

0o o0 ... 1

Chceme-li zdlraznit fad matice, piSeme E,,.
Pro libovolné matice B, ), C(nx) plati B-E=B, E-C = C.



Vektorovy prostor

Ozna¢me M™" mnozinu vSech matic typu (m, n). Mnozinu M™" spolu s
operacemi s¢itani matic a nasobeni matice Cislem oznaéme

M™" = (M™" + ). V pfipadé, Ze m nebo n je rovno 1 a neni-li nutné
specifikovat, zda pracujeme se sloupcovymi ¢i fadkovymi vektory, pouzivame
pro mnozinu M™™ oznaceni R". (je to mnozina v§ech uspofadanych n-tic
reélnych Cisel). Prostor V, = (R", +,-) nazyvame aritmeticky vektorovy
prostor.
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specifikovat, zda pracujeme se sloupcovymi ¢i fadkovymi vektory, pouzivame
pro mnozinu M™™ oznaceni R". (je to mnozina v§ech uspofadanych n-tic
reélnych Cisel). Prostor V, = (R", +,-) nazyvame aritmeticky vektorovy
prostor.

Véta : Pro libovolnd ¢isla a, 3 a libovolné vektory a, b, ¢ € V, plati:

ea+b=b+a

ea+(b+c)=(a+b)+c
ea+t+0=a

@ existue —a: —a+a=>0
ela=a

® afa=(ap)a

@ (n+p)a=aa+pfa

@ a(a+b)=aa+ab



Vektorovy prostor

Vektorovym (nebo téz linearnim) prostorem nazveme strukturu

(P,” +"," -") pro libovolnou mnozinu P, pokud na této mnoziné zavedeme
operace scitani a nasobeni Cislem tak, aby pro né bylo splnéno v§ech osm
vlastnosti z predchozi véty.



Vektorovy prostor

Vektorovym (nebo téz linearnim) prostorem nazveme strukturu

(P,” +"," -") pro libovolnou mnozinu P, pokud na této mnoziné zavedeme
operace scitani a nasobeni Cislem tak, aby pro né bylo splnéno v§ech osm
vlastnosti z predchozi véty.

Priklad : Prostor vdech matic daného typu M™" = (M™" +.) je také
line&rnim prostorem.



Linearni kombinace

Jsou-li 'x, 2x,...,™x vektory zV,a ¢y, Cs, ..., cn € R, pak vektor
X=cCi."x+ .2X+ ...+ cp.™x nazveme linearni kombinaci vektort
', 2x,...,Mx.



Linearni kombinace

Jsou-li 'x, 2x,...,™x vektory zV,a ¢y, Cs, ..., cn € R, pak vektor

X=cCi."x+ .2X+ ...+ cp.™x nazveme linearni kombinaci vektort
', 2x,...,Mx.

Priklad : Je vektor x = (4, —1,10, 12) linearni kombinaci vektor(
'x=(1,0,5,7)a?x = (2,-1,0,-2)?



Linearni kombinace

Jsou-li 'x, 2x,...,™x vektory zV,a ¢y, Cs, ..., cn € R, pak vektor
X=cCi."x+ .2X+ ...+ cp.™x nazveme linearni kombinaci vektort
', 2x,...,Mx.

Priklad : Je vektor x = (4, —1,10, 12) linearni kombinaci vektor(
'x=(1,0,5,7)a?x = (2,-1,0,-2)?

Reseni: Koeficienty ¢y, ¢, linearni kombinace musi vyhovovat soustave rovnic
1.¢cq + 2.Co =4
0.cq -1.co =-1
5.cq +0.co =10
7.cq -2.Co =12




Linearni kombinace

Jsou-li 'x, 2x,...,™x vektory zV,a ¢y, Cs, ..., cn € R, pak vektor
X=cCi."x+ .2X+ ...+ cp.™x nazveme linearni kombinaci vektort
', 2x,...,Mx.

Priklad : Je vektor x = (4, —1,10, 12) linearni kombinaci vektor(
'x=(1,0,5,7)a?x = (2,-1,0,-2)?

Reseni: Koeficienty ¢y, ¢, linearni kombinace musi vyhovovat soustave rovnic
1.¢cq + 2.Co =4
0.cq -1.co =-1
5.cq +0.co =10
7.cq -2.Co =12

Ztejmé jsou ¢y = 2, ¢, = 1 fedenim této soustavy. Tedy x = 2.'x + 2x



Linearni zavislost

Rekneme, Ze vektory 'x, 2x,...,™x jsou linearné zavislé, jestlize je mezi nimi
aspon jeden vektor, ktery je kombinaci ostatnich. Pokud Zadny takovy vektor
neexistuje, fekneme, Ze vektory 'x, 2x, ..., jsou linearné nezavislé.



Linearni zavislost

Rekneme, ze vektory 'x, 2x,...,x jsou linearné zavislé, jestlize je mezi nimi
aspon jeden vektor, ktery je kombinaci ostatnich. Pokud Zadny takovy vektor
neexistuje, fekneme, Ze vektory 'x, 2x, ..., jsou linearné nezavislé.

Priklad :
Vektory x, 'x,2x z pfedchoziho ptikladu jsou ... .
Vektory 'x,2x jsou ... .



Linearni zavislost

Rekneme, ze vektory 'x, 2x,...,x jsou linearné zavislé, jestlize je mezi nimi
aspon jeden vektor, ktery je kombinaci ostatnich. Pokud Zadny takovy vektor
neexistuje, fekneme, Ze vektory 'x, 2x, ..., jsou linearné nezavislé.

Priklad :
Vektory x, 'x,2x z pfedchoziho ptikladu jsou ... linearné zavislé.
Vektory 'x,2x jsou ... linearné nezavislé.



Linearni zavislost

Rekneme, ze vektory 'x, 2x,...,x jsou linearné zavislé, jestlize je mezi nimi
aspon jeden vektor, ktery je kombinaci ostatnich. Pokud Zadny takovy vektor
neexistuje, fekneme, Ze vektory 'x, 2x, ..., jsou linearné nezavislé.

Priklad :
Vektory x, 'x,2x z pfedchoziho ptikladu jsou ... linearné zavislé.
Vektory 'x,2x jsou ... linearné nezavislé.

Poznamka : Vektory 'x, 2x, ..., x jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz
vektorova rovnice ¢.'X + ¢.2X + ... + ¢n.™x = 0 ma jediné feSeni
ci=0,c0=0,...,cn=0.

Vektory jsou linearné zavislé, existuje-li i jiné nez nulové feseni.



Baze linearniho prostoru

Je-li P vektorovy prostor a jsou-li 'e, 2e, ..., "e takové vektory z tohoto
prostoru, ze

@ jsou linearné nezavislé
@ kazdy vektor z P Ize vyjadfit jako jejich kombinaci,
pak 'e, 2e,...,"e nazveme bazi prostoru P.



Baze linearniho prostoru

Je-li P vektorovy prostor a jsou-li 'e, 2e, ..., "e takové vektory z tohoto
prostoru, ze

@ jsou linearné nezavislé
@ kazdy vektor z P Ize vyjadfit jako jejich kombinaci,
pak 'e, 2e,...,"e nazveme bazi prostoru P.

Priklad : UvaZujme prostor V3 a v ném vektory
a=(1,0,3),b=(0,1,2),c=(1,0,0)ad = (0,0,0).
@ tvori b, ¢, d bazi prostoru V7 ...
@ tvofi b, ¢ bazi prostoru V7 ...
@ tvofi b, ¢, a bazi prostoru V? ...



Baze linearniho prostoru

Je-li P vektorovy prostor a jsou-li 'e, 2e, ..., "e takové vektory z tohoto
prostoru, ze

@ jsou linearné nezavislé
@ kazdy vektor z P Ize vyjadfit jako jejich kombinaci,
pak 'e, 2e,...,"e nazveme bazi prostoru P.

Priklad : UvaZujme prostor V3 a v ném vektory
a=(1,0,3),b=(0,1,2),c=(1,0,0)ad = (0,0,0).
@ tvori b, ¢, d bazi prostoru V? ... NE!
@ tvofi b, ¢ bazi prostoru V7 ...
@ tvofi b, ¢, a bazi prostoru V? ...



Baze linearniho prostoru

Je-li P vektorovy prostor a jsou-li 'e, 2e, ..., "e takové vektory z tohoto
prostoru, ze

@ jsou linearné nezavislé
@ kazdy vektor z P Ize vyjadfit jako jejich kombinaci,
pak 'e, 2e,...,"e nazveme bazi prostoru P.

Priklad : UvaZujme prostor V3 a v ném vektory
a=(1,0,3),b=(0,1,2),c=(1,0,0)ad = (0,0,0).
@ tvori b, ¢, d bazi prostoru V? ... NE!
@ tvofi b, ¢ bazi prostoru V? ... NE!
@ tvofi b, ¢, a bazi prostoru V? ...



Baze linearniho prostoru

Je-li P vektorovy prostor a jsou-li 'e, 2e, ..., "e takové vektory z tohoto
prostoru, ze

@ jsou linearné nezavislé
@ kazdy vektor z P Ize vyjadfit jako jejich kombinaci,
pak 'e, 2e,...,"e nazveme bazi prostoru P.

Priklad : UvaZujme prostor V3 a v ném vektory
a=(1,0,3),b=(0,1,2),c=(1,0,0)ad = (0,0,0).
@ tvori b, ¢, d bazi prostoru V? ... NE!
@ tvofi b, ¢ bazi prostoru V? ... NE!
@ tvofi b, ¢, a bazi prostoru V? ... ANO!



Dimenze linearniho prostoru

V prostoru V, existuje vzdy baze, napriklad takzvana kanonicka baze:

'e=(1,0,...,0)
2e=(0,1,...,0)

"e =(0,0,...,1)



Dimenze linearniho prostoru

V prostoru V, existuje vzdy baze, napriklad takzvana kanonicka baze:
'e=(1,0,...,0)
2e=(0,1,...,0)
"e =(0,0,...,1)

Skute€né, nezavislost je zfejma. Navic pro libovolny vektor
a=(aj,a,...,a;) €Vyplatia=a;.'e+ a.2e +... + a,."e



Dimenze linearniho prostoru

V prostoru V, existuje vzdy baze, napriklad takzvana kanonicka baze:

'e=(1,0,...,0)
2e=(0,1,...,0)

"e =(0,0,...,1)

Skute€né, nezavislost je zfejma. Navic pro libovolny vektor
a=(aj,a,...,a;) €Vyplatia=a;.'e+ a.2e +... + a,."e

Poznamka : Kazda skupina n linearné nezavislych vektort z V, tvofi bazi. V
jakékoliv skupiné vektord z V,, je nejvySe n linearné nezavislych. Cislo n
nazyvame dimenze prostoru V,,.



Je-li X = 'x, 2x,...,Mx skupina vektort z prostoru P, pak maximalni pocet
linearné nezavislych vektor( ve skupiné X nazveme hodnosti X a znacime
h(X).



Je-li X = 'x, 2x,...,Mx skupina vektort z prostoru P, pak maximalni pocet
linearné nezavislych vektor( ve skupiné X nazveme hodnosti X a znacime
h(X).

Poznamka : UvaZzujme matici A typu (m, n). PoloZime- li za X fadky matice
A, pak h(X) nazveme fadkovou hodnosti A, pro sloupce matice mluvime o
sloupcové hodnosti.



Je-li X = 'x, 2x,...,Mx skupina vektort z prostoru P, pak maximalni pocet
linearné nezavislych vektor( ve skupiné X nazveme hodnosti X a znacime
h(X).

Poznamka : UvaZzujme matici A typu (m, n). PoloZime- li za X fadky matice
A, pak h(X) nazveme fadkovou hodnosti A, pro sloupce matice mluvime o
sloupcové hodnosti.

Priklad : Urcete fadkovou a sloupcovou hodnost matice

6 4 2 0 1
C_(0531o)'



Je-li X = 'x, 2x,...,Mx skupina vektort z prostoru P, pak maximalni pocet
linearné nezavislych vektor( ve skupiné X nazveme hodnosti X a znacime
h(X).

Poznamka : UvaZzujme matici A typu (m, n). PoloZime- li za X fadky matice
A, pak h(X) nazveme fadkovou hodnosti A, pro sloupce matice mluvime o
sloupcové hodnosti.

Priklad : Urcete fadkovou a sloupcovou hodnost matice
c_ ( 6 4 2 0 1 )
~\0 5 3 1 0 /)
Regeni: Radky jsou zfejmé linearn& nezavislé (ani jeden neni nasobkem
druhého), takze fadkova hodnost je 2. Sloupcova hodnost je také 2, protoze

posledni dva sloupce jsou evidentné linearné nezavislé a ostatni jsou jejich
linearni kombinaci.



Je-li A matice typu (m, n), pak jeji sloupcova hodnost je rovna radkové
hodnosti, zna¢ime ji h(A).



Je-li A matice typu (m, n), pak jeji sloupcova hodnost je rovna radkové
hodnosti, zna¢ime ji h(A).

Dusledek : h(A) = h(AT)



Je-li A matice typu (m, n), pak jeji sloupcova hodnost je rovna radkové
hodnosti, zna¢ime ji h(A).

Dusledek : h(A) = h(AT)

Duasledek : h(A) < min(m, n)



Je-li A matice typu (m, n), pak jeji sloupcova hodnost je rovna radkové
hodnosti, zna¢ime ji h(A).

Dusledek : h(A) = h(AT)

Duasledek : h(A) < min(m, n)

6 4 2 0 1

. s . 1 0 5 3 1 0
Priklad : Urcete hodnost matice A = 00 0 3 7
0 0 0 0 O



Je-li A matice typu (m, n), pak jeji sloupcova hodnost je rovna radkové
hodnosti, zna¢ime ji h(A).

Dusledek : h(A) = h(AT)

Duasledek : h(A) < min(m, n)

N

6 2 0 1
. s . |10 3 1 0
Priklad : Urcete hodnost matice A = 0 0 3 7

(@3¢ ]

0 0 0 0 O
Redeni: Prvni tii Fadky jsou evidentné& linearné nezavislé, takze hodnost je 3.

Véta : Horni schodovitad matice ma hodnost rovnu poétu jejich nenulovych
fadka.



Elementarni Upravy

Uvazujme matici A typu (m, n). Vytvofime-li z matice A matici B tak, ze



Elementarni Upravy

Uvazujme matici A typu (m, n). Vytvofime-li z matice A matici B tak, ze

@ Vymeénime navzajem dva libovolné fadky matice a zbytek nechame beze
zmény nebo



Elementarni Upravy

Uvazujme matici A typu (m, n). Vytvofime-li z matice A matici B tak, ze
@ Vymeénime navzajem dva libovolné fadky matice a zbytek nechame beze
zmény nebo

@ jeden fadek vynasobime libovolnym nenulovym Eislem a ostatni fadky
nechame beze zmény nebo



Elementarni Upravy

Uvazujme matici A typu (m, n). Vytvofime-li z matice A matici B tak, ze
@ Vymeénime navzajem dva libovolné fadky matice a zbytek nechame beze
zmény nebo

@ jeden fadek vynasobime libovolnym nenulovym Eislem a ostatni fadky
nechame beze zmény nebo

@ k jednomu z fadkd matice pficteme libovolny nasobek jiného fadku a
ostatni nechame beze zmény,



Elementarni Upravy

Uvazujme matici A typu (m, n). Vytvofime-li z matice A matici B tak, ze
@ Vymeénime navzajem dva libovolné fadky matice a zbytek nechame beze
zmény nebo
@ jeden fadek vynasobime libovolnym nenulovym Eislem a ostatni fadky
nechame beze zmény nebo
@ k jednomu z fadkd matice pficteme libovolny nasobek jiného fadku a
ostatni nechame beze zmény,
pak fekneme, Ze B vznikla z A pomoci zékladnich elementarnich
transformaci. Aplikujeme-Ili nékolik téchto zékladnich Gprav po sobé, fekneme,
ze B vznikla z A pomoci elementarnich transformaci a piSeme A ~ B .



Elementarni Upravy

Uvazujme matici A typu (m, n). Vytvofime-li z matice A matici B tak, ze
@ Vymeénime navzajem dva libovolné fadky matice a zbytek nechame beze
zmény nebo
@ jeden fadek vynasobime libovolnym nenulovym Eislem a ostatni fadky
nechame beze zmény nebo
@ k jednomu z fadkd matice pficteme libovolny nasobek jiného fadku a
ostatni nechame beze zmény,
pak fekneme, Ze B vznikla z A pomoci zékladnich elementarnich
transformaci. Aplikujeme-Ili nékolik téchto zékladnich Gprav po sobé, fekneme,
ze B vznikla z A pomoci elementarnich transformaci a piSeme A ~ B .

Poznamka : Elementarni transformace maji Siroké vyuziti, napfiklad pfi
uréovani hodnosti matice, feSeni systému rovnic, hledani inverzni matice i
vypocCtu determinantu.



Elementarni Upravy

Priklad : Pomoci elementarnich transformaci pfeved'te matici na schodovity

-4 2 0 1
tvar. A = 5 3 1 0 .
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Elementarni Upravy

Priklad : Pomoci elementarnich transformaci pfeved'te matici na schodovity

-4 2 0 1
tvar. A = 5 3 1 0 .
1 0 3 7

Regeni: Nejprve vyménime prvni a treti fadek
-4 2 0 1 1 0 3 7
5 31 0|~ 4 2 0 1
i 0 3 7 5 83 10



Elementarni Upravy

Priklad : Pomoci elementarnich transformaci pfeved'te matici na schodovity

-4 2 0 1
tvar. A = 5 3 1 0 .
1 0 3 7

Regeni: Nejprve vyménime prvni a treti fadek

-4 2 0 1 1 0 3 7
5 3 1 0 |~ 4 2 0 1
i 0 3 7 5 3 1 0

Pomoci prvniho fadku vynulujeme prvni Cislo na ostatnich fadcich:

1 0 3 7 1 0 3 7
~|1 0 2 12 29 |~ O 2 12 29
5 -3 1 0 0 -3 -14 -35



Elementarni Upravy

Priklad : Pomoci elementarnich transformaci pfeved'te matici na schodovity

-4 2 0 1
tvar. A = 5 3 1 0 .
1 0 3 7

Regeni: Nejprve vyménime prvni a treti fadek

-4 2 0 1 1 0 3 7
5 3 1 0 |~ 4 2 0 1
i 0 3 7 5 3 1 0

Pomoci prvniho fadku vynulujeme prvni Cislo na ostatnich fadcich:

1 0 3 7 1 0 3 7
~|1 0 2 12 29 |~ O 2 12 29
5 -3 1 0 0 -3 -14 -35

Nyni staci pricist 1, 5-ndsobek druhého fadku ke tretimu.

i 0 3 7 1 0 3 7
0 2 12 29 ~1 0 2 12 29 |.
0 -3 -14 -35 0 0 4 85



Elementarni Upravy a hodnost matice

Véta : Elementarni transformace neméni hodnost matice.

4 2 0 1
Pro matici A = ( 5 3 1 0 ) z pfedchoziho pfikladu plati h(A) = 3.
1 0 3 7

P¥i feSeni tlohy urCeni hodnosti vzdy nejprve prevedeme matici pomoci
elementarnich Uprav do schodovitého tvaru a potom uré¢ime hodnost jako
pocet nenulovych fadku.



Determinant matice

Bud' A ¢tvercovd matice F4du n. Determinant matice A je Cislo znaCené |A|
definované jako



Determinant matice

Bud' A ¢tvercovd matice F4du n. Determinant matice A je Cislo znaCené |A|
definované jako

@ a;ypron=1



Determinant matice

Bud' A ¢tvercovd matice F4du n. Determinant matice A je Cislo znaCené |A|
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Determinant matice

Bud' A ¢tvercovd matice F4du n. Determinant matice A je Cislo znaCené |A|
definované jako

@ a;ypron=1
@ A4iy1.dop — @y2.ad21 Pro N = 2

Q@ ai1.822.833 + &12.823.831 + 821.832.413—
—(@s1.a22.a13 + at1.832.803 + @21.812.833)
pro n = 3 ...souCiny ve sméru diagonal: tzv. Sarrusovo pravidlo



Determinant matice

Bud' A ¢tvercovd matice F4du n. Determinant matice A je Cislo znaCené |A|
definované jako

@ a;ypron=1
@ A4iy1.dop — @y2.ad21 Pro N = 2

Q@ ai1.822.833 + &12.823.831 + 821.832.413—
—(@s1.a22.a13 + at1.832.803 + @21.812.833)
pro n = 3 ...souCiny ve sméru diagonal: tzv. Sarrusovo pravidlo

@ pro n > 4 neexistuje obdoba Sarrusova pravidla, determinant definujeme
pomoci rozvoje podle prvniho fadku jako

311.‘A11‘ — 312.‘A12‘ + 813.|A13‘ — 814.|A14|(+ .. .),

kde Aj je submatice, ktera vznikne z A vypus$ténim i-tého radku a j-tého
sloupce.



Determinant matice

Poznamka : Obdobnym zplsobem Ize pocitat determinant rozvojem podle
jiného fadku.
Véta : Pro kaZzdou Ctvercovou matici A plati: |A| = |AT| (tedy Ize

determinant rozvijet i podle sloupc)

Priklad : Vypocitejte determinanty

2 1 3 0
2 7|4 8 5|l0o 2 0 -
3500 5 4Pla 1 1 0
0 5 0 5




Determinant matice

Poznamka : Obdobnym zplsobem Ize pocitat determinant rozvojem podle
jiného fadku.

Véta : Pro kaZzdou Ctvercovou matici A plati: |A| = |AT| (tedy Ize

determinant rozvijet i podle sloupc)

Priklad : Vypocitejte determinanty

2 1 3 0
2 7|4 8 5|l0o 2 0 -
3500 5 4Pla 1 1 0
0 5 0 5

> 12 7|
Resenl.‘3 5’_



Determinant matice

Poznamka : Obdobnym zplsobem Ize pocitat determinant rozvojem podle
jiného fadku.

Véta : Pro kaZzdou Ctvercovou matici A plati: |A| = |AT| (tedy Ize

determinant rozvijet i podle sloupc)

Priklad : Vypocitejte determinanty

2 1 3 0
2 7|4 8 5|l0o 2 0 -
3500 5 4Pla 1 1 0
0 5 0 5

© o o2 7|
Resenl.‘ 3 5 ’_2.5



Determinant matice

Poznamka : Obdobnym zplsobem Ize pocitat determinant rozvojem podle
jiného fadku.

Véta : Pro kaZzdou Ctvercovou matici A plati: |A| = |AT| (tedy Ize

determinant rozvijet i podle sloupc)

Priklad : Vypocitejte determinanty

2 1 3 0
2 7|4 8 5|l0o 2 0 -
3500 5 4Pla 1 1 0
0 5 0 5




Determinant matice

Poznamka : Obdobnym zplsobem Ize pocitat determinant rozvojem podle
jiného fadku.
Véta : Pro kaZzdou Ctvercovou matici A plati: |A| = |AT| (tedy Ize

determinant rozvijet i podle sloupc)

Priklad : Vypocitejte determinanty

2 1 -3 0
‘27 :132421 0 -2 0 -1
35’021’41 1 0
0 5 0 5
. 2 7
Resenl‘3 5’_25—3.7_—11
1 0 2
3 5 4 |=
0 2 1




Determinant matice

Poznamka : Obdobnym zplsobem Ize pocitat determinant rozvojem podle
jiného fadku.
Véta : Pro kaZzdou Ctvercovou matici A plati: |A| = |AT| (tedy Ize

determinant rozvijet i podle sloupc)

Priklad : Vypocitejte determinanty

2 1 -3 0
‘2 7 ;’ g i 0 -2 0 -1
3 5 0 2 1 4 1 1 0
0 5 0 5
. 2 7
Reseni ‘ 3 5 ’_2.5—37_—11
1 0 2
3 5 4 |=151
0o 2 1




Determinant matice

Poznamka : Obdobnym zplsobem Ize pocitat determinant rozvojem podle
jiného fadku.
Véta : Pro kaZzdou Ctvercovou matici A plati: |A| = |AT| (tedy Ize

determinant rozvijet i podle sloupc)

Priklad : Vypocitejte determinanty

2 1 -3 0
'2 7 ;’ g i 0 -2 0 -1
3 5 0 2 1 4 1 1 0
0 5 0 5
« .12 7
Resenl.‘ 3 5 ’_2.5 -3.7=-11
1 0 2
3 5 4 |=151+04.0
0o 2 1




Determinant matice

Poznamka : Obdobnym zplsobem Ize pocitat determinant rozvojem podle
jiného fadku.
Véta : Pro kaZzdou Ctvercovou matici A plati: |A| = |AT| (tedy Ize

determinant rozvijet i podle sloupc)

Priklad : Vypocitejte determinanty

2 1 3 0
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359 5 1|41 10

0 5 0 5
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Determinant matice

Poznamka : Obdobnym zplsobem Ize pocitat determinant rozvojem podle
jiného fadku.
Véta : Pro kaZzdou Ctvercovou matici A plati: |A| = |AT| (tedy Ize

determinant rozvijet i podle sloupc)

Priklad : Vypocitejte determinanty

2 1 3 0
2 7 ; g i 0 2 0 -1
359 5 1|41 10

0 5 0 5
If{eéenl‘ Z’_2.5 37 =—11

o w =
N o1 O
= B~ DN N

‘ =15140.4.0+3.22 -0.52



Determinant matice

Poznamka : Obdobnym zplsobem Ize pocitat determinant rozvojem podle
jiného fadku.
Véta : Pro kaZzdou Ctvercovou matici A plati: |A| = |AT| (tedy Ize

determinant rozvijet i podle sloupc)

Priklad : Vypocitejte determinanty

2 1 -3 0
‘2 7 ;’ g i 0 -2 0 -1
3 5 0 2 1 4 1 1 0
0 5 0 5
« .12 7
Resenl.‘ 3 5 ’_2.5 -3.7=-11
1 0 2
3 5 4|=151+040+322-052-124
0 2 1




Determinant matice

Poznamka : Obdobnym zplsobem Ize pocitat determinant rozvojem podle
jiného fadku.
Véta : Pro kaZzdou Ctvercovou matici A plati: |A| = |AT| (tedy Ize

determinant rozvijet i podle sloupc)

Priklad : Vypocitejte determinanty

2 1 -3 0
‘2 7 ;’ g i 0 -2 0 -1
3 5 0 2 1 4 1 1 0
0 5 0 5
« .12 7
Resenl.‘ 3 5 ’_2.5 -3.7=-11
1 0 2
3 5 4|=151+04.0+322-052-124-3.0.1
0o 2 1




Determinant matice

Poznamka : Obdobnym zplsobem Ize pocitat determinant rozvojem podle
jiného fadku.
Véta : Pro kaZzdou Ctvercovou matici A plati: |A| = |AT| (tedy Ize

determinant rozvijet i podle sloupc)

Priklad : Vypocitejte determinanty

2 1 -3 0
‘2 7 ;’ g i 0 -2 0 -1
3 5 0 2 1 4 1 1 0
0 5 0 5
« .12 7
Resenl.‘ 3 5 ’_2.5 -3.7=-11
1 0 2
3 5 4|=151+04.0+322-052-124-3.01=9
0 2 1




Determinant matice

Poznamka : Obdobnym zplsobem Ize pocitat determinant rozvojem podle
jiného fadku.
Véta : Pro kaZzdou Ctvercovou matici A plati: |A| = |AT| (tedy Ize

determinant rozvijet i podle sloupc)

Priklad : Vypocitejte determinanty

2 1 -3 0
‘2 7 ;’ g i 0 -2 0 -1
3 5 0 2 1 4 1 1 0
0 5 0 5
« .12 7
Resenl.‘ 3 5 ’_2.5 -3.7=-11
1 0 2
3 5 4|=151+04.0+322-052-124-3.01=9
0 2 1




Vypocet determinantu rozvojem
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Vypocet determinantu rozvojem
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Vypocet determinantu rozvojem

0 -2 -1 0 2 0
+(-3).]4 1 0|-0]4 1 1 |=-70
0 5 5 0 5 0

Véta : Determinant matice v hornim trojlihelnikovém tvaru je roven souéinu
jejich diagonalnich ¢lend.

7 0
0

Priklad : 1
0 O

-1
4
5




Vypocet determinantu rozvojem

0 -2 -1 0 2 0
+(-3).]4 1 0|-0]4 1 1 |=-70
0 5 5 0 5 0

Véta : Determinant matice v hornim trojlihelnikovém tvaru je roven souéinu
jejich diagonalnich ¢lend.

7 0 -1

0o 1 4
0 0 5

Priklad : =7.15=35




\Y

0 2 -1 0 2 0
+(-3).]4 1 0|-0]4 1 1 |=-70
0 5 5 0 5 0

Véta : Determinant matice v hornim trojlihelnikovém tvaru je roven souéinu
jejich diagonalnich ¢lend.

7 0 -1
Priklad: | 0 1 4 |=715=35
0 0 5

Poznamka : Pfi vypoCtu deteminantu Ize pomoci elementarnich Gprav
prevést matici na schodovity tvar.

Pozor, nékteré transformace méni hodnotu determinantu!



Vypocet determinantu pomoci elementarnich Uprav

Jestlize matice B vznikne z matice A pomoci zakladni elementarni
transformace
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Jestlize matice B vznikne z matice A pomoci zakladni elementarni
transformace

@ vymeéna fadku, pak |B| = —|A|

@ vynasobeni jednoho fadku Cislem a, pak |B| = «.|A|
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transformace
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Vypocet determinantu pomoci elementarnich Uprav

Jestlize matice B vznikne z matice A pomoci zakladni elementarni
transformace
@ vymeéna fadku, pak |B| = —|A|

@ vynasobeni jednoho fadku Cislem a, pak |B| = «.|A|
@ pfictenim jednoho fadku k jinému, pak |B| = |A]

Priklad : Urcete hodnotu determinantu matice z pfedchoziho pfikladu
pomoci elementarnich Uprav.

2 1 3 0 2 1 3 0 2 1 3 0
o020 4| 0o 20 1| |0 1 7 0
4 1 1 0|7 ]o -1 7 o]l "o 2 0 -
05 0 5 05 0 5 0 5 0 5



Vypocet determinantu pomoci elementarnich Uprav

Jestlize matice B vznikne z matice A pomoci zakladni elementarni
transformace

@ vymeéna fadku, pak |B| = —|A|
@ vynasobeni jednoho fadku Cislem a, pak |B| = «.|A|
@ pfictenim jednoho fadku k jinému, pak |B| = |A]

Priklad : Urcete hodnotu determinantu matice z pfedchoziho pfikladu
pomoci elementarnich Uprav.

2 1 3 0 2 1 3 0 2 1 3 0

o020 4| 0o 20 1| |0 1 7 0

4 1 1 0|7 ]o -1 7 o]l "o 2 0 -

05 0 5 05 0 5 0 5 0 5
2 1 -3 0 2 1 3 0
~Jo 1 7 o] Jo -1 7 o0
“7lo 0o 14 1 |" 7|0 0 -14 -
0 0 3 5 0 0 0 25



Vypocet determinantu pomoci elementarnich Uprav

Jestlize matice B vznikne z matice A pomoci zakladni elementarni

transformace

@ vymeéna fadku, pak |B| = —|A|

@ vynasobeni jednoho fadku Cislem a, pak |B| = «.|A|

@ pfictenim jednoho fadku k jinému, pak |B| = |A]

Priklad : Urcete hodnotu determinantu matice z pfedchoziho pfikladu

pomoci elementarnich Uprav.
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0
4
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1
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3 0
0 -1
1 0
0 5
1 -3
-1 7
0 -14
0 35

2

Qo oMN

2
0
0
0

1 -3
-1 7
2 0
5 0
=-70

oo Loo



Inverzni matice

Ctvercovou matici A, pro kterou plati |A| # 0 , nazveme regularni.
V opacném pfipadé, tedy ma-li nulovy determinant, ji nazveme singularni.
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Ctvercovou matici A, pro kterou plati |A| # 0 , nazveme regularni.
V opacném pfipadé, tedy ma-li nulovy determinant, ji nazveme singularni.

Véta : Jestlize je A regularni matice, pak existuje matice B, pro niz plati
A.B =B.A =E. O matici B fikame, Ze je inverzni k matici A. Matice B je

uréena jednozna¢né, znagime ji A~" .



Inverzni matice

Ctvercovou matici A, pro kterou plati |A| # 0 , nazveme regularni.
V opacném pfipadé, tedy ma-li nulovy determinant, ji nazveme singularni.

Véta : Jestlize je A regularni matice, pak existuje matice B, pro niz plati
A.B =B.A =E. O matici B fikame, Ze je inverzni k matici A. Matice B je

uréena jednozna¢né, znagime ji A~" .

Priklad : Ovérte, zda je matice B =

A—( 2 )

inverzni k matici

N —
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Inverzni matice

Ctvercovou matici A, pro kterou plati |A| # 0 , nazveme regularni.
V opacném pfipadé, tedy ma-li nulovy determinant, ji nazveme singularni.

Véta : Jestlize je A regularni matice, pak existuje matice B, pro niz plati
A.B =B.A =E. O matici B fikame, Ze je inverzni k matici A. Matice B je

uréena jednozna¢né, znagime ji A~" .

inverzni k matici
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Priklad : Ovérte, zda je matice B = g
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Inverzni matice

Ctvercovou matici A, pro kterou plati |A| # 0 , nazveme regularni.
V opacném pfipadé, tedy ma-li nulovy determinant, ji nazveme singularni.

Véta : Jestlize je A regularni matice, pak existuje matice B, pro niz plati
A.B =B.A =E. O matici B fikame, Ze je inverzni k matici A. Matice B je

uréena jednozna¢né, znagime ji A~" .

inverzni k matici

N —

Priklad : Ovérte, zda je matice B = g

2 -1
a=(2 1)

- o =+ 0
N——



PFfimé feSeni systému rovnic pomoci inverzni matice

Je-li A.x = b systém rovnic s regularni matici soustavy A, pak ma jediné
fedeni x=A"'b.



PFfimé feSeni systému rovnic pomoci inverzni matice

Je-li A.x = b systém rovnic s regularni matici soustavy A, pak ma jediné
feSeni x=A"'1b.
Priklad : Najdéte feSeni systému pomoci inverzni matice.

2X1 -Xo2 =2
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PFfimé feSeni systému rovnic pomoci inverzni matice

Je-li A.x = b systém rovnic s regularni matici soustavy A, pak ma jediné
fedeni x=A"'b.
Priklad : Najdéte feSeni systému pomoci inverzni matice.

2X1 -Xo2 =2
Jo- ( )
3
5

-5x4 +3xo  =-3
1
2

Regeni: Matice soustavy je A = ( 5
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Z ptedchoziho piikladu vime, ze A~ = (



PFfimé feSeni systému rovnic pomoci inverzni matice

Je-li A.x = b systém rovnic s regularni matici soustavy A, pak ma jediné
feSeni x=A"'1b.
Priklad : Najdéte feSeni systému pomoci inverzni matice.

2X1 -Xo2 =2

-5x1 430 =-3

v

Reseni: Matice soustavy je A = ( 25

R
3
Z ptedchoziho piikladu vime, ze A~ = (

s (3 1).(5)-(2

K1 =2-3-4=2 _P1,L2_753 3:4=-3=P



PFfimé feSeni systému rovnic pomoci determinantu

Cramerovo pravidlo:
Je-li Aregularni matice fadu n a b vektor pravych stran, pak feseni systému
A.x = b je uréeno jednoznaéné a plati x; = %, i=1,...,n, kde matice B;

vzniknou z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b.
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PFfimé feSeni systému rovnic pomoci determinantu

Cramerovo pravidlo:

Je-li Aregularni matice fadu n a b vektor pravych stran, pak feseni systému

A.x = b je uréeno jednoznaéné a plati x; = %, i=1,...,n, kde matice B;

vzniknou z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b.
Priklad : Cramerovym pravidlem vyfeste soustavu rovnic
2X1 -X2 =4
X1 +3x2 -5 X3 =4
2X2 +X3 =5

5 2 -1 0
Reseni: A = 1 3 -5 |,b=
0o 2 1




PFfimé feSeni systému rovnic pomoci determinantu

Cramerovo pravidlo:

Je-li Aregularni matice fadu n a b vektor pravych stran, pak feseni systému

A.x = b je uréeno jednoznaéné a plati x; = %, i=1,...,n, kde matice B;

vzniknou z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b.
Priklad : Cramerovym pravidlem vyfeste soustavu rovnic
2X1 -X2 =4
X1 +3x2 -5 X3 =4
2X2 +X3 =5

] 2 1 0 4
ResenitA=[ 1 3 5 |.b=[ 4 |, 1A =27,
0 2 1 5




PFfimé feSeni systému rovnic pomoci determinantu

Cramerovo pravidlo:
Je-li Aregularni matice fadu n a b vektor pravych stran, pak feseni systému

Ax = b je urteno jednoznaéné a plati x; = \3d,i=1,....n, kde matice B;

vzniknou z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b.
Priklad : Cramerovym pravidlem vyfeste soustavu rovnic
2X1 -X2 =4
X1 +3x2 -5 X3 —4

2X2 +X3
2 -1 o 4 4 1 0
Re¢eni;tA=| 1 3 5 |,b=( 4 |, |A|=27,B;=|4 3 5|
0 2 A1 5 5 2 A1
2 4 0 2 1 4
B,=|1 4 -5[B;=|1 3 4
0 5 1 0 2 5




PFfimé feSeni systému rovnic pomoci determinantu

Cramerovo pravidlo:
Je-li Aregularni matice fadu n a b vektor pravych stran, pak feseni systému

A.x = b je uréeno jednoznaéné a plati x; = %, i=1,...,n, kde matice B;

vzniknou z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b.
Priklad : Cramerovym pravidlem vyfeste soustavu rovnic
2X1 -X2 =4
X1 +3x2 -5 X3 =4

2X2 +X3 =5
2 1 0 4 4 1 0
Resen:tA=| 1 3 -5 |,b=| 4 |, |A|=27,Bj=|4 3 5
0 2 1 5 5 2 1
2 4 0 2 1 4
Bo=|1 4 5| B=|1 3 4
0 5 1 0 2 5
Tedy x; = 81/27 =3, X, = 54/27 =2, x3 = 27/27 =1,



Pouziti determinantt k urCeni inverzni matice

Aplikaci Cramerova pravidla na feSeni maticové rovnice A.X = E dostaneme
predpis pro prvky matice B inverzni k regularni matici A fadu n:

bj = (— )’+f E"— J0,j=1,...,n, kde A; je matice vytvofena z A vypusténim

j-tého rfadku a j- teho sloupce.



Pouziti determinantt k urCeni inverzni matice

Aplikaci Cramerova pravidla na feSeni maticové rovnice A.X = E dostaneme

predpis pro prvky matice B inverzni k regularni matici A fadu n:

bjj = (—1 )'J”E"— ij=1,.
j-tého rfadku a i-tého sloupce.

Poznamka : Pro n = 2 dostavame

A Azl
AT — Al A | ] az
_ | 1z‘| \ﬁf‘z‘l Al -ao1

-at2
aiq

., n, kde Aj; je matice vytvofena z A vypusténim

)



Pouziti determinantt k urCeni inverzni matice

Aplikaci Cramerova pravidla na feSeni maticové rovnice A.X = E dostaneme
predpis pro prvky matice B inverzni k regularni matici A fadu n:

bj = (— )’+/ '—1— J0,j=1,...,n, kde A; je matice vytvofena z A vypusténim
j-tého rfadku a j- teho sloupce.

Poznamka : Pro n = 2 dostavame
|A1] | A1 |
-1 _ TA| A _ 1 A2 -a12
AT = | A2 | A2z | - W -a a
— T 21 11

Priklad : UrCete inverzni maticik A = (

). Proved'te zkousku.
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Pouziti determinantt k urCeni inverzni matice

Aplikaci Cramerova pravidla na feSeni maticové rovnice A.X = E dostaneme
predpis pro prvky matice B inverzni k regularni matici A fadu n:

bj = (— )’+/ '—1— J0,j=1,...,n, kde A; je matice vytvofena z A vypusténim
j-tého rfadku a j- teho sloupce.

Poznamka : Pro n = 2 dostavame
|A1] | A1 |
-1 _ TA| A _ 1 A2 -a12
AT = | A2 | A2z | - |A| "\ -a a
— T 21 11

7 4
5 3

Reseni: [A|=1, A1 =1 ( % ';‘ ) ZK:A-"A—E AA~' —E.

Priklad : UrCete inverzni maticik A = . Proved'te zkousku.



Ekvivalentni systémy rovnic

Dva systémy linearnich rovnic A.x = b a C.x = d nazveme ekvivalentni,
jestlize kazdé feSeni systému A.x = b je i feSenim systtmu C.x =d a
naopak.
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(A|b) pomoci elementarnich transformaci, pak je systém C.x = d ekvivalentni
sAx=Db,piSeme Cx=d~Ax=Db



Ekvivalentni systémy rovnic

Dva systémy linearnich rovnic A.x = b a C.x = d nazveme ekvivalentni,
jestlize kazdé feSeni systému A.x = b je i feSenim systtmu C.x =d a
naopak.

Véta : Je-li (A|b) rozSifend matice systému A.x = b a vznikne-li (C|d) z
(A|b) pomoci elementarnich transformaci, pak je systém C.x = d ekvivalentni
sAx=Db,piSeme Cx=d~Ax=Db

Pomoci vhodnych elementarnich transformaci mizeme prevést problém
feSeni soustavy A.x = b na feSeni ekvivalentni soustavy C.x = d s matici C
ve specialnim tvaru.



Reseni systému s horni trojihelnikovou matici

C11  Cq2 Cin
) 0 Coo ... Con . _
Systém C.x =d, kde C = . . ) . reSime metodou zpétné
0 0 ... Cm

substituce: z posledni rovnice vyjadiime x, = d,/cnn. Dosadime do
predposledni rovnice a spocéitame x,_1, atd...

Priklad : Vyreste systém
X4 -2X2 +3X3 =7
-X2 +4X3 =5
2X3 =6
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C11  Cq2 Cin
) 0 Coo ... Con . _
Systém C.x =d, kde C = . . ) . reSime metodou zpétné
0 0 ... Cm

substituce: z posledni rovnice vyjadiime x, = d,/cnn. Dosadime do
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Reseni systému s horni trojihelnikovou matici

C11  Cq2 Cin
) 0 Coo ... Con . _
Systém C.x =d, kde C = . . ) . reSime metodou zpétné
0 0 ... Cm

substituce: z posledni rovnice vyjadiime x, = d,/cnn. Dosadime do
predposledni rovnice a spocéitame x,_1, atd...

Priklad : Vyreste systém
X4 -2X2 +3X3 =7
-X2 +4x3 =5
2X3 =6
Redeni: x3 = 6/2 = 3,
Xo=4x3—5=12-5=7,
X1=74+2X —3x3=7+14 -9 =12.




EliminaCni metody feSeni systému s regularni matici A

Gaussova eliminacni metoda
Matici (A|b) pfevedeme elementarnimi Upravami na matici (C|d), kde C je v
hornim trojuhelnikovém tvaru a dale postupujeme metodou zpétné substituce.



EliminaCni metody feSeni systému s regularni matici A

Gaussova eliminacni metoda
Matici (A|b) pfevedeme elementarnimi Upravami na matici (C|d), kde C je v
hornim trojuhelnikovém tvaru a dale postupujeme metodou zpétné substituce.

Jordanova eliminaéni metoda
Matici (A|b) pfevedeme elementarnimi Gpravami na matici (C|d), kde C je v
diagonalnim tvaru, tedy dostaneme soustavu
C11X =d
Co2X2 =dp

CnnXn =0pn

Pfimo uréime xy = di/c11, X2 = 02/Cop, ... Xn = dn/Cnn.



EliminaCni metody feSeni systému s regularni matici A

Gaussova eliminacni metoda
Matici (A|b) pfevedeme elementarnimi Upravami na matici (C|d), kde C je v
hornim trojuhelnikovém tvaru a dale postupujeme metodou zpétné substituce.

Jordanova eliminaéni metoda
Matici (A|b) pfevedeme elementarnimi Gpravami na matici (C|d), kde C je v
diagonalnim tvaru, tedy dostaneme soustavu
C11X =d
Co2X2 =dp

CnnXn =0pn

Pfimo uréime xy = di/c11, X2 = 02/Cop, ... Xn = dn/Cnn.



Jordanova metoda pro reSeni maticovych rovnic

Maticovou rovnici rozumime m systém( se stejnou matici soustavy A fadu na
pravymi stranami 'b, ..., ™b zapsanych jako A.X = B, kde B je matice
tvorena sloupci 'b, ..., ™b a X je nezndma matice typu (n, m). Pro matici,
kterd je feSenim maticové rovnice pak plati, Ze jeji sloupce jsou feSenim
jednotlivych m systému. P¥i feSeni maticové rovnice Jordanovou metodou
upravujeme rozsifenou matici (A|B) elementarnimi Gpravami na (E|D). Potom
pro neznamou matici X plati E.X = D, tedy X = D.



Jordanova metoda pro reSeni maticovych rovnic

Maticovou rovnici rozumime m systém( se stejnou matici soustavy A fadu na
pravymi stranami 'b, ..., ™b zapsanych jako A.X = B, kde B je matice
tvorena sloupci 'b, ..., ™b a X je nezndma matice typu (n, m). Pro matici,
kterd je feSenim maticové rovnice pak plati, Ze jeji sloupce jsou feSenim
jednotlivych m systému. P¥i feSeni maticové rovnice Jordanovou metodou
upravujeme rozsifenou matici (A|B) elementarnimi Gpravami na (E|D). Potom
pro neznamou matici X plati E.X = D, tedy X = D.

Jordanova metoda pro uréeni inverzni matice

Uloha hledani inverzni matice k A je Glohou fedeni maticové rovnice A.X = E.
Neznamou matici X = A~" uréime Jordanovou metodou tak, Ze upravujeme
rozSifenou matici (A|E) elementarnimi Gpravami na (E|D). Potom plati

A" =D.



Jordanova metoda pro urceni inverzni matice

2 3 -2
Priklad : Urcete inverzni maticik A = 5 0 .
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Jordanova metoda pro urceni inverzni matice

2 3
Priklad : Uréete inverzni maticik A= 5 0
0o -2
Resen
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Jordanova metoda pro urceni inverzni matice

Priklad : Urcete inverzni maticik A = (
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Reseni systému s matici soustavy hodnosti h(A) < n

Je-li matice A typu (m, n) a pfitom h = h(A) < n, upravime rozsitenou matici
na schodovity tvar a dostaneme ekvivalentni systém pouhych h rovnic pro n
neznamych. Je mozné vhodné vybrat n — h neznamych, které povazujeme za
parametry a prevést je na pravou stranu, tak aby koeficienty neznamych
zbylych na levé strané tvofily horni trojuhelnikovou matici. Ulohu pak
dofeSime metodou zpétné substituce.



Reseni systému s matici soustavy hodnosti h(A) < n

Je-li matice A typu (m, n) a pfitom h = h(A) < n, upravime rozsitenou matici
na schodovity tvar a dostaneme ekvivalentni systém pouhych h rovnic pro n
neznamych. Je mozné vhodné vybrat n — h neznamych, které povazujeme za
parametry a prevést je na pravou stranu, tak aby koeficienty neznamych
zbylych na levé strané tvofily horni trojuhelnikovou matici. Ulohu pak
dofeSime metodou zpétné substituce.
Priklad : Najdéte vSechna feSeni systému
3X1 +5X%o +X3 + X4 -2X5 =0
3X2 +6X3 +4X4 -X5 =0
2X4 +2%x5 =0




Reseni systému s matici soustavy hodnosti h(A) < n

Je-li matice A typu (m, n) a pfitom h = h(A) < n, upravime rozsitenou matici
na schodovity tvar a dostaneme ekvivalentni systém pouhych h rovnic pro n
neznamych. Je mozné vhodné vybrat n — h neznamych, které povazujeme za
parametry a prevést je na pravou stranu, tak aby koeficienty neznamych
zbylych na levé strané tvofily horni trojuhelnikovou matici. Ulohu pak
dofeSime metodou zpétné substituce.
Priklad : Najdéte vSechna feSeni systému
3X1 +5X2 +X3 + X4 -2X5 =0
3X2 +6X3 +4X4 -X5 =0
2X4 +2%x5 =0
Matice systému jiz je ve schodovitém tvaru, plati h(A) = 3 < 5 = n, pfi
hledani feSeni miizeme tedy n — h = 2 neznamé zvolit jako parametry a zbylé
tfi dopocitat. Chceme, aby na levé strané z(staly neznamé s koeficienty
tvoficimi horni trojuhelnikovou matici, ponechme zde tedy neznamé
odpovidajici "za¢atkim schod(", tedy xq, xo a x4. Ostatni, tedy x3 a xs,
prevedeme napravo a polozime x3 = p, xs = q, p,q, € R.




Reseni systému s matici soustavy hodnosti h(A) < n

Dostaneme systém

3X4 +5Xo + X4 = P + 2q
3Xo +4X4 = -6p +qQ
-2X4 = -2q




Reseni systému s matici soustavy hodnosti h(A) < n

Dostaneme systém

3X4 +5Xo + X4 = P + 2q
3Xo +4X4 = -6p +qQ
-2X4 = -2q

Z posledni rovnice tedy x4 = g, dosadime do druhé rovnice a obdrzime
3x2 +4q = —6p + q, tedy X = —2p — q. Nakonec dosadime za x; a x4 do
prvni rovnice, 3xy + 5(—2p — q) + @ = —p + 2@, po Upraveé x; = 3p + 2.



Reseni systému s matici soustavy hodnosti h(A) < n

Dostaneme systém

3X4 +5Xo + X4 = P + 2q
3Xo +4X4 = -6p +qQ
-2X4 = -2q

Z posledni rovnice tedy x4 = g, dosadime do druhé rovnice a obdrzime

3x2 +4q = —6p + q, tedy X = —2p — q. Nakonec dosadime za x; a x4 do
prvni rovnice, 3xy + 5(—2p — q) + @ = —p + 2@, po Upraveé x; = 3p + 2.
Zaver: Mnozina vSech feSeni, tzv. obecné feseni , zavisi na dvou
parametrech. Dosadime- li za p, g libovolna Cisla, dostaneme néjaké tzv.
partikularni feSeni systému, napfiklad pro p = 1, g = 1 dostaneme feseni
x = (5,-3,1,1,1)T. Naopak také plati: kazdé konkrétni feseni Ize zapsat ve
tvarux = (3p+2q9,—-2p —q,p,q,q) " pro néjaké p, q.

Poznamka : Systémy s nulovou pravou stranou nazyvame homogenni
systémy.



Resitelnost systému rovnic

Frobeniova vétal!!!

Bud A.x = b systém m rovnic o n neznamych. Potom jestlize:
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Resitelnost systému rovnic

Frobeniova vétal!!

Bud A.x = b systém m rovnic o n neznamych. Potom jestlize:
@ h(A) < h(A|b), pak systém nema feseni
@ h(A) = h(A|b) = n, pak systém ma prave jedno feSeni



Resitelnost systému rovnic

Frobeniova vétal!!!

Bud' A.x = b systém m rovnic o n nezndmych. Potom jestlize:
@ h(A) < h(A|b), pak systém nema feseni
@ h(A) = h(A|b) = n, pak systém ma prave jedno feSeni
@ h(A) = h(A|b) = h < n, pak systém ma nekonecné mnoho feseni
zavislych na n — h parametrech.



Resitelnost systému rovnic

Frobeniova vétal!!!

Bud' A.x = b systém m rovnic o n nezndmych. Potom jestlize:
@ h(A) < h(A|b), pak systém nema feSeni
@ h(A) = h(A|b) = n, pak systém ma prave jedno feSeni
@ h(A) = h(A|b) = h < n, pak systém ma nekonecné mnoho feseni
zavislych na n — h parametrech.

Poznamka : Pokud systém obsahuje rovnici

0.x +0.x2 + ...+ 0.x, = ¢, ¢ # 0, pak zfejmé& nema feeni (tedy rozsitena
matice obsahuje fadek (0 0 ...0|c), proto h(A) < h(A|b).) V téchto pfipadech
existuji metody pfiblizného feSeni systému, ¢asto se pouziva napf. metoda
nejmensich Ctvercu.
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