Matematicka analyza

Pro pochopeni latky jsou nutné znalosti stredoSkolské matematiky,
zejmeéna:

B mMnoziny, mnozinové operace

m vyroky, logické spojky, kvantifikatory
m Ciselné obory Z,N,Q, R
L

pojmy konstanta, proménna, interval, okoli bodu, minimum,
maximum, absolutni hodnota

algebraické vyrazy a jejich upravy

m zakladni elementarni funkce a jejich vlastnosti (polynom,
racionalni lomena funkce, odmocnina, exponencialni a
goniometrické funkce, logaritmus)

m pojmy suda, licha, periodicka funkce
B rovnice a nerovnice




Zakladni definice

Funkce : Pro A C R, B C R nazyvame predpis f : A — B, ktery
kazdému x € A priradi pravé jedno y € B, realnou funkci realné
proménné. Pro B C R"” mluvime o funkci n proménnych.

Pouzivame zapis y = f(x) , kde y nazyvame zavislou a x nezavislou
proménnou. Pro konstantu xp € A Cteme zapis yy = f(Xp) jako: yy je
funkéni hodnota funkce f v bodé Xxp.

Dale mnoZzinu A nazyvame definicni obor funkce f a znaCime ji Df .
Mnozinu {y € B: 3x € A: y = f(x)} nazyvame obor hodnot funkce f,

znacime Hf .

Poznamka : Funkce vétSinou definujeme vyrazem s proménnou X,
definicnim oborem pak rozumime mnozinu vSech x € R, pro néz ma
dany vyraz smysl.

Pfiklad : Urcete definicni obor funkce f(x) = -
ReSeni: Df = {x e R: x —1#0} =R\ {1}.



Graf funkce

Mnozinu bodu {[x, f(x)], x € Df} znazornénych v kartézském

souradném systému nazyvame grafem funkce.

Pfiklad : Nacrinéte graf funkce f(x) = 1.

x—1
Re&eni: Grafem funkce je hyperbola, vyznaéme nékolik pomocnych
bodu:
x|-8 |2 |1 |0 |14 |32 |74 |2 |52 |3
y | -1/4 | -13 | -12 | -1 | -43 |2 |43 |1

— :5““*4;~ﬂi\\\ 1 2 3




Inverzni funkce

Rekneme, Ze funkce f : A — B je prosta, jestlize v riznych bodech
nabyva ruznych hodnot, tedy Vxi,Xo € A: X1 # Xo = f(X1) # f(Xx2) .

Jestlize je funkce f : A — B je prosta a je-li Hf = B, pak k ni existuje
inverzni funkce f~' : B — A, ktera kazdému y € B pfitadi jeho vzor,

tedy f~'(y) = x, kde y = f(x).

1
x=f (y)

Obrazek: Schéma inverzni funkce



Inverzni funkce

Priklad : Urcete funkci inverzni k f(x) = 3x + 5.

Re&eni: Jde o prostou funkci z R na R. Z rovnice y = 3x + 5
vyjadiime x, tedy: x = £2>. Proto f~'(y) = £3°. JelikoZ jsme zvykli
pouzivat oznaceni y pro zavislou proménnou, piSeme f~1(x) = XT—5
Priklad : Urcete funkci inverzni k f(x) = x2.

Reseni: Funkce f(x) = x2 neni na celém definiénim oboru prosta,
inverze tedy neexistuje. Zuzenim definicniho oboru na A = (0, oo)
bychom dostali prostou funkci f : A — A. Vime, ze k ni inverzni funkci

je F1(x) = V/x.

f(x)=x f(x)=x

Obrazek: f:R — A Obrazek: f: A— A



Inverzni funkce

Priklad : Urcete funkci inverzni k f(x) = 2* a nacCrtnéte jejich grafy.
Reseni: Funkce f(x) = 2 je prosta funkce z R na (0, o). Existuje

tedy inverzni funkce, ze stredni Skoly si pamatujeme, Ze jde o funkci
f~1(x) = log, x. Pfed vykreslenim grafu jesté uréeme nékolik bodu.

X | 2| -1 ]10]1]2 X 1/4 | 1/2 |11 ]2 |4
2 (14 112|112 |4 log, x| -2 | -1 |0 ] 1|2




Cyklometrické funkce

Definujeme je jako inverzni funkce ke goniometrickym funkcim.

Pro x € (—1,1) definujeme

arcsinx := u € (-3, ), takove, ze sin x = u.
arccosx := u € (0, ), takové, ze cos x = u.
Pro x € R definujeme

arctgx := u € (-7, 5 ), takové, zZe tgx = u.
arccotgx := u € (0, ), takové, ze cotgx = u.

y=arcsinx el

2
+— —
T
2
1 y=arccos(x)




Cyklometrické funkce
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Slozena funkce

Mame-li funkce o : A— Baf: B— C, pak muzeme definovat
slozenou funkci F : A — C predpisem F(x) = f(¢(x)) . Funkci
U = (x) nazyvame vnitrni slozkou a funkci y = f(u) vnejsi slozkou

funkce F.

\V¥ 4 F
Priklad : UrCete zakladni elementarni funkce, ze kterych je slozena
funkce F(x) = 50—

. L . 1
Reseni: x - x+1—=+vx+1 —sin X+1_>sin\/m'

Tedy F(x) = fg(h(())): ko) = x + 1, () = VI, g(h) = sinh,
g)=g-




Spojita funkce

Rekneme, Ze funkce f(x) je spojita v bodé a, jestlize existuje f(a) a
pro libovolnou presnost € > 0 existuje Us(a) (§—okoli bodu a) takove,
ze pro vSechna x z tohoto okoli plati: f(x) ~ f(a) (s presnosti ¢).

Poznamka : Muzeme téz definovat spojitost zprava Ci zleva pro
pravé &i levé 6—okoli bodu a (U; (a), resp. U; (a)).

Poznamka : Zakladni elementarni funkce jsou spojité ve vSech
bodech defini¢niho oboru.



Limita funkce

Rekneme, Ze funkce f(x) mé limitu v bodé& x rovnu &islu o, jestlize
pro libovolnou presnost £ > 0 existuje okoli Us(xp) takove, ze pro
vSechna x z tohoto okoli plati: f(x) ~ « (s pfesnosti ). Potom piSeme

limy_,x, f(X) =« .
Poznamka : Pokud je funkce x v bodé xg spojita, pak zrejme v tomto
bodé ma limitu a plati lim,_, f(x) = f(xo).

Pfiklad : Urcete limitu lim,_3 ﬁ?

Reseni: Funkce f(x) = ﬁ? je spojita ve vsech bodech sveho

definiéniho oboru Df =R\ {—1}. Tedy lim,_3 f(x) = f(3) = ¢ = 2.

v . . . 2
Priklad : Urcete limitu lim,_, £=1.

Reseni: Df =R\ {1}. Tedy funkce neni v bodé& x, = 1 spojita.
Uréeme si nékolik hodnot funkce v okoli bodu x5 = 1.

X

1,1

0,9

1,01

0,99

1,001

0,999

f(x)

2,1

1,9

2,01

1,99

2,001

1,999

Zaver: Pro x "blizici se k 1"se hodnoty funkce "blizi k Cislu 2".




Limita funkce

Veéta : Pokud v néjakém okoli bodu xp plati: Vx # Xxp : f(x) = g(x),
pak funkce f(x) ma v bode xp limitu prave tehdy kdyz zde ma limitu
funkce g(x) a plati  limy_x, f(x) = limy_x, 9(X) .

v v . . 2
Pfiklad : Urcete limitu lim,_, £=1.

Reseni: Pro véechna x # 1 plati: £=1 — (= D0HD _ x| { Tedy

funkce f(x) a g(x) = x + 1 splnuji predpoklady predchozi vety a proto
limy_¢ f(x) =Ilimy_1(x+1)=1+1=2.

g(x)=x+1 " /

/1 /1

1 1 2 /A 1 2




Jednostranna limita

Nahradime-li v definici limity okoli bodu x pravym okolim U; (a),
respektive levym okolim Uy (a), dostaneme definici limity zprava

limy_ x,+ f(X) , resp. zleva limy_, x,— f(x).

Priklad : Pro funkci "cela ¢ast"f(x) = | x| definované jako

(x| :=neN:n<xAn+1> x,urCete jeji limitu v bodé xp = 1.
Reseni: Limita neexistuje, pro x "napravo od bodu x, = 1"plati

| x| =1, ale "nalevo od bodu xy = 1"plati | x| = 0. Existuji pouze
jednostranné limity limy_, 1, f(x) =1, limy_¢_ f(x) = 0.

—

—

Obrazek: Graf funkce "cela cast", f(x) = [ x|



RozsSireni mnoziny realnych Cisel

Definujeme mnozinu R* = R U {oo, —oo}. Symboly co, —oco nazyvame

nevlastnimi Cisly. Pro a € R definujeme:
HBa+oo=00+a=x
HoO+00=00
aAa—o00=—o00+a=—oo
—00 — 00 = —O0
+00 - 00 = 00
00 - (£00) = £o0
—00 - (—o0) = 0
=0
a-oo==xoo ("+"proa> 0, "-"pro a< 0)
a-(—oo)==+oco ("-"proa> 0, "+"pro a < 0)
Nékteré operace nejsou definovany, napr. co — oo, 0 - 0o

oo 0

!OOSO‘



Limity v nevlastnich bodech

Rekneme, Ze funkce f ma v nekone&nu limitu rovnu «, jestlize pro
libovolnou presnost ¢ plati pro vSechna "dostatecné velka x: f(x) =~ «

(s presnosti ¢). Piseme limy_, f(X) = «
Analogicky se definuje limita v nevlastnim bodé —c.

Priklad : Vypoctéte limitu lim,_,
Re&eni: dosazujme do funkce "velka x".

3
X+5

X

5

95

995

9995

99995

f(x)

0,3

0,03

0,003

0,0003

0,00003

Vidime, ze hodnoty funkce klesaji k nule, tedy limy_,

3

X+5 — oo



Nevlastni limity

Poznamka : U limit lim, ., g4 typu 2, kde a # 0, plati:

a(x)
limy_, x, % = +o00, je-li f((f()) > 0 v néjakém okoli bodu xg,
liMx ., g0 = —00, je-li g5} < 0 v n&jakém okoli bodu Xo,

jinak limita neeX|stu1e.

Priklad : VySetfete nevlastni limity funkce f(x) = =.

Reseni: Limity v nevlastnich bodech:

X—2 =
Ilmx—> 00 LQ — _— =0
Protoze D(f) =R \ {2}, zkusime téz spomtat limitu funkce v bode
Xo = 2: limy_,» -5 neexistuje, nebot 15 > 0 pro x > 2, ale 15 <0
pro x < 2.
Plati pouze :

Iimx—>2— 1_2 — =X



Nevlastni limita a graf

Jestlize limy_, x,+ f(x) = £oo, fekneme, ze ma funkce v bode x
asymptotu bez smérnice (téz svislou asymptotu): graf funkce se v
pravém (resp. levém) okoli bodu xg blizi k pfimce x = xp.

Jestlize limy_, . f(x) = a, (resp. limy_, _ f(x) = «) fekneme, Zze ma
funkce vodorovnou asymptotu : graf funkce se na pravé (resp. leve)
strané blizi k pfimce y = «.

Pfiklad : Funkce z predchoziho pfikladu f(x) = 15 mé& asymptoty
x=2ay=0

2

|
|
|
|
— ‘
|
|
|



Pravidla pro pocitani limit

Je-li limy_, 5, f(x) = A, limx_,x, g(x) = B pro xp, A, B € R*, pak:

limy_,x, f(x) £g(x) =A+B
limy_x, f(X)-g(x)=A-B

: f(x A

pokud ma prava strana smysl v R*.
v s v,V . . 2
Pfiklad : Vypoctéte limitu lim,_, o, 254+

v v , . 2 , , . ,
Resdeni: limy_, ., 222X+ — > yyraz neni definovan. Pro x # 0

3—x? —00’

o v . . 2 . 2 —-
mizeme zlomek upravit: limy_, o, 2% = fim,_, 20 2 —

5 1

i 2+Xte= 24040 _ o

IMx— 0 iyt I
X



Limita slozené funkce

Je-li F(x) = f(p(x)) a funkce f je spojita v bode a, kde
a = limy_ 4, ©(x), potom limy_,x, F(x) = f(limx_x, (X)) = f(a).

Pfiklad : lim,_,. sin (1) = sin (limy_oc +) =sin0 =0
Poznamka : U limit typu co — oo, 0 - (+00), apod. se nekdy funkce
rozS8ifi vhodnym vyrazem na podilovy tvar.

Priklad :
iMx—o0 VX + 1 — /X =" 00 — 00 liMy_00 (VX + 1 — /X) - F@ﬂig —

lim XH1-X_ — |im, 1 -1 -0
X790 x+1+v/x 7O x+1+/X 00




Derivace

Jestlize pro funkci f a bod xg existuje Cislo

f/(X0) = limy_, [C9=10),

pak toto Cislo nazyvame derivaci funkce f v bode xp.

Poznamka : V pripade, ze existuje jen limy_,x,+, mluvime o derivaci
zprava, pro limy_,x,—, mluvime o derivaci zleva

Ptiklad : Urcete f'(2), je-li f(x) = X2,

Reseni: /(2) = limy_,p £=2 = lim,_,p &2 _ jim, ,(x+2) =4

Poznamka : Pro y = f(x) piSeme téz y' = dx, derivace tedy
vyjadruje okamzity relativni prirustek neboli tempo rustu zavislé
promenné. V ekonomii napriklad veliCina TC (celkové naklady) zavisi
na veli¢iné Q (velikost produkce). Definujeme veli€inu

MC = TC' = £ tuto veli¢inu nazyvame marginalni naklady.



Geometricky vyznam derivace

Podil {X=21%0) je smérnici primky jdouci body T[xo, f(Xo)], M[x, f(x)] -

/

f(x)-F(x,)

| I

| I

] |
/ Xq X

Limitnim prechodem se bod M pfiblizi k bodu T, Cislo f'(xp) tedy
vyjadruje smernici tecny ke grafu funkce f v bodé T = [xp, f(Xp)].



Derivace vysSich radu

Derivace jako funkce: Ma-li funkce f derivaci v kazdém bodé xg
intervalu / (pripadné v krajnich bodech intervalu ma derivaci zprava,
resp. zleva), pak je na tomto intervalu spojita. Prirazeni xo — f'(xo)
zde definuje funkci f'.

Priklad : Urcete funkci f je-li f(x) = x°.

Reseni: o

F'(x0) = limy_x, 552 = lim,_,, B0 —jim, (X + X0) = 2x0.
Zaver: Pro x € R plati: f/(x) = 2x.

Jestlize na néjakém intervalu /1 C | ma funkce f’ derivaci, pak tuto
derivaci znacime " a nazyvame druhou derivaci. Analogicky
muzeme derivovat treti derivaci a derivace vysSich rada.

Priklad : UrCete druhou derivaci " pro funkci f(x) = X2
Redeni: JelikoZ f'(x) = 2x, plati: f/(x) = (2x)’ = 2.



Derivace elementarnich funkci

VSude, kde jsou obé strany definovany, plati:
B (X)) =" reRr

H (eX)/ — eX
m(a) = axlna, a>_0
m (Inx) =

1 (Iogax)’ = 1
m (sinx)" = cosx

m (cosx) = —sinx
[ (th)/ — C082 1

/ L —
m (cotgx) = -

m (arcsinx)’ =

m (arccosx) =

m (arctgx) =

o
m (arccotgx) =




Pravidla pro derivovani

Piiklad : Urdete derivaci f' pro funkci f(x) = v/x7.
Reseni: Jelikoz f(x) = x2, pro x > 0 plati: f/(x) = Zx2~1 = Z/x5

Pro libovolné funkce f(x), g(x) a ¢ € R plati ve vsech bodech, kde
maji f a g derivaci a kde jsou nasl. vyrazy definovany:

m (c.f(x)) =c.f(x)
m (f(x) £9(x)) = f'(x) = g'(x)
m (f(x).9(x))" = '(x).g(x) + f(x).g'(x)

= (m)’ _ (¥).9(0)—1(x).g'(x)
g(x) g?(x)
arctgx

Priklad : UrcCete derivace pro funkce u(x) = sinx - &, v(x) = =z~.
Reseni: u/(x) = (sinx)" - & +sinx - (&) =cosx - & +sinx - &

X2
/ _ (arcgtx)'-x2—arctgx-(x?) 1.z —larcigx)-2x




Derivace slozené funkce F(x) = f(y(x))

Ma-li vnitrni slozka u = ¢(x) derivaci v bode xp a vnejsi slozka v bode
Up = ¢(Xp), pak existuje F'(xp) a plati:
F'(x0) = f'(to) - ¢'(X0) = f'(p(X0)) - ' (X0)

Priklad : UrCete derivaci funkce F(x) = v x2 + 1.

Re&eni: Jde o sloZzenou funkci, vnittni slozka u = x2 + 1, vngjsi
slozka f(u) = v/ u.

Tyto funkce maji derivace u’ = 2x, f'(u) = ju~2 = ;- Tedy

Ny = 1.0y — 1 .
F(X)—z\/u 2X e 2X.




Pouziti derivaci

Pomoci derivaci lze resit velmi rozsahlou skupinu praktickych uloh:
vypocet slozitych limit, hledani extrému funkce, vysetrovani prubehu
funkce, priblizné vypocty, apod.

Priklad : Urcete rovnici tecny ke grafu funkce f(x) = e'~* v bodé

T =11,f(1)].

Reseni: Dle definice derivace je smérnice hledané teény rovna f'(1).
Z analytické geometrie vime, Ze rovnice primky prochazejici bodem

T =1[1,f(1)] se smérnici f'(1) je: y—Ff(1)=Ff(1)-(x—1).
Nyni zbyvé urcit cisla (1), /(1) :

f(1) = e® =1,

ff(x)=e™*- (1 —x) =—e"*.Tedy f/(1) = —e’ = —1.

Rovnice hledané pfimky jey —1=—-1-(x —1),tj. y = —x + 2.



Vypocet limit pomoci derivaci - L'Hospitalovo pravidlo

f(x)
a(x)

f'(x) _ * f(x) . f(x) _ ' (x)
7o) — @€ R*, existuje i lim a0 @ plati: lim 900 = M 2753

pricemz symbol "lim"muze predstavovat libovolnou limitu x — a € R*
nebo i jednostrannou limitu x — a+ nebo x — a—.

Pfiklad : Spoctéte limitu lim,_,o 0.
Regeni: limy_,o 8% =" 3" Pouzijeme L'Hospitalovo pravidlo:

: sinx __; sin’ x . COS X
I|mx_>0 T ||mx_>0 T T I|mx_>0 1 1

UvaZzujme limitu lim 2% typu 3 nebo =2 Pak: existuje - li

lim lim

:Q{,

Poznamka : Nekteré limity je nutné pred vlastnim vypoctem prevést
do podilového tvaru.

Pfiklad : Spoctéte limitu limy_o; v/X - Inx.
Reseni: limy .o v/x - Inx ="0 - (—o0)”. Limitu zapiS§eme jako:
I|mX_>o+ nx_ + Nyni jiz jde o limitu typu " "Or nouzijeme L H:

1
1 —|Imx_>0+ S = limy_ 0.+ _2xz = 0.
55X

2

/

I|mx—>0+

NI



Derivace a monotonnost funkce

Veéta : Uvazujme funkci f(x), ktera ma na intervalu / derivaci f'(x).

Pak plati:
mje-li f(x)>0Vxel,funkce f je naintervalu / rostouci.
mje-li f/(x) <0Vxel,funkce fje naintervalu / klesajici.
m je-li f/(x)>0Vxel,funkce fje naintervalu / neklesajici.
m je-li f(x) <0Vxel,funkce f je naintervalu / nerostouci.

Priklad : Urcete intervaly monoténnosti funkce f(x) = x3 — 3x + 1
Reseni: Budeme vychazet z funkce f/(x) = 3x2 — 3. Nulové body
funkce f(x) jsou —1,1, ty rozdeéli realnou osu na tri intervaly.
Znameni funkce f'(x) je nasledujici :
(-00,—1) | (-1,1) | (1,00)
+ - +

Tedy podle predchozi vety je funkce f(x) rostouci na intervalu
(—o0, —1), klesajici na (—1, 1) a opét rostouci na (1, co).



