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Tedy podle ptedchozi véty je funkce f(x) rostouci na intervalu (—oo, —1),
klesajici na (—1,1) a opét rostouci na (1, ).
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Lokalni extrémy

Rekneme, Ze funkce f(x) ma v bodé xo lokalni minimum (resp. maximum),
jestlize je definovana v néjakém okoli bodu xp a jestlize pro vSechna x

z tohoto okoli plati f(x) > f(xo), resp. f(x) < f(xo).

Lokalni minima a maxima souhrnné nazyvame lokalni extrémy.
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Rekneme, Ze funkce f(x) ma v bodé xo lokalni minimum (resp. maximum),
jestlize je definovana v néjakém okoli bodu xp a jestlize pro vSechna x
z tohoto okoli plati f(x) > f(xo), resp. f(x) < f(xo).

Lokalni minima a maxima souhrnné nazyvame lokalni extrémy.

Véta : Pokud ma funkce f(x) v bodé xo lokalni extrém a existuje-li zde
derivace, pak pro tuto derivaci plati f’(xp) = 0. Body s nulovou derivaci
nazyvame stacionarni.

Poznamka : Podminka f'(xo) = 0 v8ak neni ani nutnou ani postacujici
podminkou pro existenci extrému, viz funkce f;(x), ktera mé v bodé xo = 0
lokalni minimum, ale nema zde derivaci nebo funkce f3(x), pro kterou plati
f'(0) = 0, ale nemé Zadny lokalni extrém.

\ f

Obrazek: fi(x) = |x| Obréazek: f(x) = x?/2 Obréazek: f(x) = x*/3




Existence lokalniho extrému

Véta : Necht ma funkce f(x) v bodé xp derivaci a plati f'(xo) = 0. Existuje-li
0 > 0 takové, ze:
@ Vx e (XxXo—9,%): f(x0) >0aVvx e (xo,X% +9) : f(x) <0, pak ma
funkce f v bodé xp lokalni maximum
@ Vx e (Xo—9,%): f'(x0) <0aVvx e (xo, X% +9): f(x0) > 0, pak ma
funkce f v bodé xp lokalni minimum

Priklad : Najdéte lokalni extrémy funkce f(x) = x3 — 3x + 1



Existence lokalniho extrému

Véta : Necht ma funkce f(x) v bodé xp derivaci a plati f'(xo) = 0. Existuje-li
0 > 0 takové, ze:
@ Vx e (XxXo—9,%): f(x0) >0aVvx e (xo,X% +9) : f(x) <0, pak ma
funkce f v bodé xp lokalni maximum
@ Vx e (Xo—9,%): f'(x0) <0aVvx e (xo, X% +9): f(x0) > 0, pak ma
funkce f v bodé xp lokalni minimum

Pfiklad : Najdéte lokalni extrémy funkce f(x) = x3 — 3x + 1

Regeni: Jiz dFive jsme spodetli f/(x) = 3x? — 3 a nasli stacionarni body —1, 1.
Vime, Ze derivace f'(x) je kladna nalevo od bodu x; = —1 a napravo od bodu
Xo = 1 a zaporna mezi nimi. Takze v bodé x; = —1 nastava lokalni maximum,
f(—1) =3 avbodé x = 1 lokalni minimum, f(1) = —1.
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Absolutni extrémy

Rekneme, Ze funkce f(x) ma na mnoziné M absolutni minimum (resp.
maximum) v bodé Xxg, jestlize je funkce definovana na M a plati
Vx € M : f(x) > f(xo0), resp. Vx € M : f(x) < f(xo).

Poznamka : Absolutni minima a maxima nazyvame absolutni extrémy nebo
téz globalni extrémy. Pokud v definici zaménime neostré nerovnosti za ostré,
dostaneme tzv. ostré (Ci vlastni) extrémy.



Absolutni extrémy

Rekneme, Ze funkce f(x) ma na mnoziné M absolutni minimum (resp.
maximum) v bodé Xxo, jestlize je funkce definovana na M a plati

Vx € M : f(x) > f(xo0), resp. Vx € M : f(x) < f(xo).

Poznamka : Absolutni minima a maxima nazyvame absolutni extrémy nebo
téz globalni extrémy. Pokud v definici zaménime neostré nerovnosti za ostré,
dostaneme tzv. ostré (Ci vlastni) extrémy.

Véta : (Weierstrassova) Necht funkce f(x) je spojita na uzavieném intervalu
(a, b). Pak funkce f(x) nabyva na tomto intervalu svého absolutniho minima,
a to bud' v bodé lokalniho extrému nebo v nékterém z krajnich bodu a, b.
Totéz plati pro absolutni maximum.



Absolutni extrémy - priklad

Priklad : Celkové pfijmy (TR) i celkové naklady (TC) jsou funkci vyrobeného
mnozstvi, bylo zjiSténo, Ze:

TR(Q) = @® —2Q@Q% - 2Q,

TC(Q)= Q- Q> -10Q

Optimalizujte zisk P(Q) = TR(Q) — TC(Q), jestlize vyrobni kapacita je 10
jednotek produktu.
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Konvexita a konkavnost funkce

Rekneme, ze funkce f(x) je na intervalu /
@ ryze konvexni, jestlize pro libovolné tfi body xq, X2, X3 € / plati:
Xy < Xo < X3 = bod T> = [xo, f(x2)] lezi pod Use€kou spojujici body
Ti = [x1, f(x1)] @ Ts = [xs, f(x3)]. Obdobné o funkci f fekneme, Ze je na /
@ ryze konkavni, jestlize pro libovolné tfi body xq, X2, X3 € I plati:
X1 < X2 < X3 = bod T> = [xo, f(x2)] lezi nad Useckou spojujici body
Ty =[x, f(xi)] @ Ts = [xa, F(xs)]

T

X4 X2 X3

Obrazek: Konvexni funkce Obrazek: Konkavni funkce



Konvexita a konkavnost funkce

Poznamka : Pripustime-li v definici, aby bod T, leZel i na UseCce T; T3, pak
vynechame sluvko "ryze".
Véta : Necht funkce f(x) ma na intervalu / druhou derivaci. Pak plati

@ Vxel:f’(x)>0,pakje funkce konvexni na /

@ Vxel:f’(x) <0, pak je funkce konkavni na /

Poznamka : Body, ve kterych "se méni konvexita a konkavnost
funkce"nazyvame inflexni body. (Pfesna definice je ve skriptech). Funkce
muze mit inflexni bod pouze v bodech, kde existuje prvni derivace a druha
derivace bud' neexistuje nebo je nulova.



Konvexita a konkavnost funkce

Poznamka : Pripustime-li v definici, aby bod T, leZel i na UseCce T; T3, pak
vynechame sluvko "ryze".

Véta : Necht funkce f(x) ma na intervalu / druhou derivaci. Pak plati
@ Vxel:f"(x)>0,pak je funkce konvexni na /

@ Vxel:f’(x) <0, pak je funkce konkavni na /

Poznamka : Body, ve kterych "se méni konvexita a konkavnost
funkce"nazyvame inflexni body. (Pfesna definice je ve skriptech). Funkce
muze mit inflexni bod pouze v bodech, kde existuje prvni derivace a druha
derivace bud' neexistuje nebo je nulova.

Véta : Jestlize pro funkci f v bodé xo plati: f'(xo) = /(%) = ... = f(W(x) = 0
a f("1)(xy) # 0, pak
@ je -li n sudé, ma funkce f v bodé xp inflexni bod

@ je -li nliché, ma funkce f v bodé xp lokalni extrém,a to maximum pro
f(+1)(x0) < 0 @ minimum (") (x) > 0.



Konvexita a konkavnost funkce - priklad

Pfiklad : Je dana funkce f(x) = In(x? + 2). Urete inflexni body této funkce a
zjistéte, kde je konvexni a kde konkavni.
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Pfiklad : Je dana funkce f(x) = In(x? + 2). Urete inflexni body této funkce a
zjistéte, kde je konvexni a kde konkavni.
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Konvexita a konkavnost funkce - priklad

Pfiklad : Je dana funkce f(x) = In(x? + 2). Urete inflexni body této funkce a
zjistéte, kde je konvexni a kde konkavni.

v 2

Regeni: Urtime druhou derivaci, f'(x) = 25, f'(x) = 2(x (;221;)22’('2" = &;fg;.
Nulové body druhé derivace jsou +v/2. Uréeme znameni funkce f”(x):

(00, —V2) | (-vV2,V2) | (v/2,00)




Konvexita a konkavnost funkce - priklad

Pfiklad : Je dana funkce f(x) = In(x? + 2). Urete inflexni body této funkce a
zjistéte, kde je konvexni a kde konkavni.

Regeni: Uréime druhou derivaci, f'(x) =

11 2(x342)—2x.2x _ 4—2x2
g (X)) = Zr2)E T (22"

Nulové body druhé derivace jsou +v/2. Uréeme znameni funkce f”(x):

(00, —V2) | (-vV2,V2) | (v/2,00)

Tedy funkce je konkavni na intervalu (—oo, —v/2), konvexni na (—v2,v2) a
opét konkavni na (v/2, o). inflexni body jsou +v/2.




Asymptoty funkce

Asymptoty jsou primky, ke kterym "se blizi"graf funkce.
Asymptotou bez smérnice nazveme pfimku x = a, pokud lim f(x) = £oo,
kde symbol lim, oznacuje nékterou z limit limy_ 4, limy_, o, limy_, 44
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Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.

Véta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oc, resp. —oo
A=Ilimy_ ﬁ?, B = limy_, o (f(x) — Ax), resp.

A=limy, o "W B —lim,, . (f(x) - Ax).
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X ?

Piklad : Urgete asymptoty funkce f(x) = ¥+2x1 v nevlastnich bodech.
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Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
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Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.

Véta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oc, resp. —oo
A=Ilimy_ ﬁ?, B = limy_, o (f(x) — Ax), resp.
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Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.
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Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.

Véta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oc, resp. —oo

A=limy_ ﬁ?, B = limy_, o (f(x) — Ax), resp.

A=1lime_oo " B =limy_,_.o(f(x) — AX).

X ?

Piklad : Urgete asymptoty funkce f(x) = ¥+2x1 v nevlastnich bodech.

Regeni: Nejprve uréime asymptotu v +oc:
. 2 . 2 .
A= limy o B = 1, B = limy oo (2251 = x) < lim,, o 251 =2

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 2. Obdobné postupujeme v —oc:
A=lim,, o, L2t
—0o0 X2




Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.

Véta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oc, resp. —oo

A=limy_ ﬁ?, B = limy_, o (f(x) — Ax), resp.

A=1lime_oo " B =limy_,_.o(f(x) — AX).

X ?

Piklad : Urgete asymptoty funkce f(x) = ¥+2x1 v nevlastnich bodech.

Regeni: Nejprve uréime asymptotu v +oc:
. 2 . 2 .
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Tedy hledana asypmtota je: y = x + 2. Obdobné postupujeme v —oc:
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Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.

Véta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oc, resp. —oo

A=limy_ ﬁ?, B = limy_, o (f(x) — Ax), resp.

A=1lime_oo " B =limy_,_.o(f(x) — AX).

X ?

Piklad : Urgete asymptoty funkce f(x) = ¥+2x1 v nevlastnich bodech.

Regeni: Nejprve uréime asymptotu v +oc:
. 2 . 2 .
A= limy o B = 1, B = limy oo (2251 = x) < lim,, o 251 =2

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 2. Obdobné postupujeme v —oc:
A=limy, oo BB — 4, B = lim,, o (X2 x) —lim, o 251 =




Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.

Véta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oc, resp. —oo

A=limy_ ﬁ?, B = limy_, o (f(x) — Ax), resp.

A=1lime_oo " B =limy_,_.o(f(x) — AX).

X ?

Piklad : Urgete asymptoty funkce f(x) = ¥+2x1 v nevlastnich bodech.

Regeni: Nejprve uréime asymptotu v +oc:
. 2 . 2 .
A= limy o B = 1, B = limy oo (2251 = x) < lim,, o 251 =2

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 2. Obdobné postupujeme v —oc:
A=limy, oo EEBEL — 4, B —lim,, o (2 x) —lim,, o 251 =2




Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.

Véta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oc, resp. —oo

A=Ilimy_ ﬁ?, B = limy_, o (f(x) — Ax), resp.
A=1lime_oo " B =limy_,_.o(f(x) — AX).

X ?

Piklad : Urgete asymptoty funkce f(x) = ¥+2x1 v nevlastnich bodech.

Regeni: Nejprve uréime asymptotu v +oc:

A= limy o B = 1, B = limy oo (2251 = x) < lim,, o 251 =2
Tedy hledana asypmtota je: y = x + 2. Obdobné postupujeme v —oo:
A=limy, oo EEBEL — 4, B —lim,, o (2 x) —lim,, o 251 =2

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 2.




Prubéh funkce

P¥i vySetfovani priibéhu funkce zjistujeme:
@ Df, nulové body a znameni funkce, periodicitu, paritu funkce
@ Intervaly monotdénnosti a lokalni extrémy funkce
@ Kde je funkce konvexni, konkavni a jaké jsou inflexni body funkce
© Asymptoty a graf funkce



Prubéh funkce

P¥i vySetfovani priibéhu funkce zjistujeme:
@ Df, nulové body a znameni funkce, periodicitu, paritu funkce
@ Intervaly monotdénnosti a lokalni extrémy funkce
@ Kde je funkce konvexni, konkavni a jaké jsou inflexni body funkce
© Asymptoty a graf funkce

Priklad : VySettete priibéh funkce f(x) = v'x% +2x + 2.



Prubéh funkce

P¥i vySetfovani priibéhu funkce zjistujeme:
@ Df, nulové body a znameni funkce, periodicitu, paritu funkce
@ Intervaly monotdénnosti a lokalni extrémy funkce
@ Kde je funkce konvexni, konkavni a jaké jsou inflexni body funkce
© Asymptoty a graf funkce

Priklad : VySetfete pribsh funkce f(x) = v/x2 + 2x + 2. ReSeni:
@ Funkce je definovana na R, je vSude kladnd, neni suda ani licha ani
periodicka



Prubéh funkce

P¥i vySetfovani priibéhu funkce zjistujeme:
@ Df, nulové body a znameni funkce, periodicitu, paritu funkce
@ Intervaly monotdénnosti a lokalni extrémy funkce
@ Kde je funkce konvexni, konkavni a jaké jsou inflexni body funkce
© Asymptoty a graf funkce

Priklad : VySetfete pribsh funkce f(x) = v/x2 + 2x + 2. ReSeni:
@ Funkce je definovana na R, je vSude kladnd, neni suda ani licha ani

periodicka
Q f(x)= \/%, stacionarni bod je —1, funkce je klesajici na (—oo0, —1)
X2+2x

arostouci na (—1, 00), tedy v bodé —1 nabyva funkce lokalniho minima
f(—1)=1.



Prubéh funkce

P¥i vySetfovani priibéhu funkce zjistujeme:
@ Df, nulové body a znameni funkce, periodicitu, paritu funkce
@ Intervaly monotdénnosti a lokalni extrémy funkce

@ Kde je funkce konvexni, konkavni a jaké jsou inflexni body funkce
© Asymptoty a graf funkce

Priklad : VySetfete pribsh funkce f(x) = v/x2 + 2x + 2. ReSeni:
@ Funkce je definovana na R, je vSude kladnd, neni suda ani licha ani
periodicka

’ _ X+1 . ’ ’ . _ . s _ _ _
Q f(x)= ey stacionarni bod je —1, funkce je klesajici na (—oo0, —1)

arostouci na (—1, 00), tedy v bodé —1 nabyva funkce lokalniho minima
f(—1)=1.

17 _ 1 7 . . v s .
Q (x)= Joroaer druh& derivace je vSude kladna, tedy funkce je
konvexni na R.



Prubéh funkce

P¥i vySetfovani priibéhu funkce zjistujeme:
@ Df, nulové body a znameni funkce, periodicitu, paritu funkce
@ Intervaly monotdénnosti a lokalni extrémy funkce

@ Kde je funkce konvexni, konkavni a jaké jsou inflexni body funkce
© Asymptoty a graf funkce

Priklad : VySetfete pribsh funkce f(x) = v/x2 + 2x + 2. ReSeni:
@ Funkce je definovana na R, je vSude kladnd, neni suda ani licha ani
periodicka

’ _ X+1 . ’ ’ . _ . s _ _ _
Q f(x)= ey stacionarni bod je —1, funkce je klesajici na (—oo0, —1)

arostouci na (—1, 00), tedy v bodé —1 nabyva funkce lokalniho minima
f(—1)=1.

17 _ 1 7 . . v s .
Q (x)= Joroaer druh& derivace je vSude kladna, tedy funkce je
konvexni na R.

© Funkce nema svislé asymptoty. Ureme jesté asymptoty funkce
f(x) = VX2 4+ 2x + 2 v nevlastnich bodech.



Prubéh funkce - priklad

. V X242x+2 : [ x24+2x+2 __
A= IlmX—>oo X = IlmX—)oo % =




Prubéh funkce - priklad

. V X242x+2 f [ x2+2x+2
A= IlmX—>oo X = IlmX—)oo % = 1:




Prubéh funkce - priklad

. \/ 219 2 .
A= limy_ o % = limy_ oo \/ % =1,
B = limy_, .. (\/x2 Toxt2-— x) -

i \/27 V X2H2x42+x li 2x+2 —
liMy_yoo (VX2 +2X +2 — X ) Y— = limMyy oo ——22—— =
\/ X24+2x+2+x V X24+2x+2+x



Prubéh funkce - priklad

. \/ 219 2 .
A= limy_ o % = limy_ oo \/ % =1,
B = limy_, .. (\/x2 Toxt2-— x) -

lim,_, ( /7X2+2X+2_X) VXX iy 242y
o VX2 2x+24x V X22x+24x



Prubéh funkce - priklad

. \/ X24-2x+2 .
A= limy_ o : j; e = limy o0 \/ X2+52X+2 =1,
B = liMy_oc (\/x2 Tox 12— x) -
li 210 > _ V X2H2x42+x l 2x+42 -1
IMy_o0 [ VX 42X + X| re—/—mm—=1IMy o ————=—— =
VX2 2x+24x V X22x+24x

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 1. Obdobné postupujeme v —oc:

. V X2+2x+2 . / x242x+2
A= I|mxafoo x = I|mxafoo - % =



Prubéh funkce - priklad

. \/ X24-2x+2 .
A= limy_ o : j; e = limy o0 \/ X2+52X+2 =1,
B = liMy_oc (\/x2 Tox 12— x) -
li 210 > _ V X2H2x42+x l 2x+42 -1
IMy_o0 [ VX 42X + X| re—/—mm—=1IMy o ————=—— =
VX2 2x+24x V X22x+24x

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 1. Obdobné postupujeme v —oc:

. V X2+2x+2 . / x242x+2
A= I|mxafoo x = I|mxafoo - % = _1s



Prubéh funkce - priklad

. 24 2x+2 . 2
A=limy_ 7vxtx+ = limy oo /% =1,
B = liMy_oc (\/x2 Tox 12— x) -
li 5 P > _ V X2H2x42+x l 2x42 -1
iMy_oo [ VX2 +2x + x ) YEEEEETE —imy o —2XE2 =
VX2 2x+24x V X22x+24x

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 1. Obdobné postupujeme v —oc:

. 219 2 .
A=Ilim,,_ @ =limy__ _\/@: -1,
BZIimx—)—oo( X2+2X+2+X):

li vV x2 VXA2XA2-X _ ox42
My, oo (VX2 +2X+2+ X = limy_, _ =
V x242x4+2—x \/ X242x+2—x



Prubéh funkce - priklad

. 24 2x+2 . 2
A=limy_ 7vxtx+ = limy oo /% =1,
B = liMy_oc (\/x2 Tox 12— x) -
li 5 P > _ V X2H2x42+x l 2x42 -1
iMy_oo [ VX2 +2x + x ) YEEEEETE —imy o —2XE2 =
VX2 2x+24x V X22x+24x

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 1. Obdobné postupujeme v —oc:

. 219 2 .
A=Ilim,,_ @ =limy__ _\/@: -1,
BZIimx—)—oo( X2+2X+2+X):

i VI 2x T 24 x) YR 3 T——
My oo Xc+2X+2+X =My =
V x242x4+2—x V X242x4+2—x



Prabéh funkce - priklad

. \/ 219 2 .
A= limy_ o % = limy_ oo \/ % =1,
B = limy_, .. (\/x2 Toxt2-— x) -

li Vx2 oy ) M ARxd4x i  xt2
iMy_,oo (VX2 +2X+2— X = limy_ o =1
VX2 2x+24x V X22x+24x

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 1. Obdobné postupujeme v —oc:

. 219 2 .
A=Ilim,,_ @ =limy__ _\/@: -1,
BZIimx—)—oo( X2+2X+2+X):

li vV x2 VXA2XA2-X o o2x+2
My, oo (VX2 +2X+2+ X = limy_, _ = —1
\ X242x+2—x \/ X242x+2—x

Tedy hledana asypmtota je: y = —x — 1. Nyni jiZ mGzZeme nakreslit graf
funkce.



Prubéh funkce - priklad

Zjistili jsme, Ze: funkce ma lokalni minimum v bodé —1, f(—1) =1

-4 -3 -2 -1 1 2 3

Obrazek: Graf funkce f(x) = vx2 +2x + 2



Prubéh funkce - priklad

Zjistili jsme, ze: funkce je konvexni

Obrazek: Graf funkce f(x) = v'x? 4+ 2x + 2



Prubéh funkce - priklad

Zjistili jsme, ze: funkce ma v +oo asymptotu y = x + 1

Obrazek: Graf funkce f(x) = vx2 +2x + 2



Prubéh funkce - priklad

Zjistili jsme, ze: funkce ma v —oo asymptotu y = —x — 1

Obrézek: Graf funkce f(x) = vx2 4+ 2x 4 2



Prubéh funkce - priklad

Zjistili jsme, ze:  nyni jiz mGzeme nacrtnout graf

Obrazek: Graf funkce f(x) = vx? 4+ 2x + 2



Diferencial

Uvazujme funkci f(x), kterd ma v bodé a derivaci f'(a). Sestrojime - li v bodé
atecnu ke grafu funkce f, t : y = f(a) + f'(a).(x — a), mdzeme pro x blizka
bodu a odhadnout hodnotu f(x) jako f(x) ~ f(a) + f'(a).(x — a). Vyraz

df(a) = f'(a).(x — a) nazyvame diferencialem funkce f v bodé a, piSeme
df(a) = f'(a).dx.

y=f(x) y=f(a)+f(a).(x-a)

df(a)=f(a).dx

f(a)

Obrazek: Diferencial funkce f(x) v bodé a pro dx = (x — a)



Diferencial - priklad

Priklad : Je dana funkce f(x) = v/x a bod a = 4.
@ Urcete diferencial funkce f v bodé a
© Pomoci tohoto diferencialu odhadnéte /5.



Diferencial - priklad

Priklad : Je dana funkce f(x) = v/x a bod a = 4.
@ Urcete diferencial funkce f v bodé a
© Pomoci tohoto diferencialu odhadnéte /5.
Reseni:

Q f(x) = 515, '(4) = | Tedy df(4) = §.



Diferencial - priklad

Pfiklad : Je dana funkce f(x) = v/x abod a = 4
@ Urcete diferencial funkce f v bodé a
© Pomoci tohoto diferencialu odhadnéte /5.

Reseni:
Q f(x)= f'(4) = 1. Tedy df(4) =
ef_f() f(a) + f'(a).(5 a):f+ﬂ—2,25

i =



Diferencial - priklad

Pfiklad : Je dana funkce f(x) = v/x abod a = 4
@ Urcete diferencial funkce f v bodé a
© Pomoci tohoto diferencialu odhadnéte /5.

Reseni:
Q f'(x) = 505, f'(4) = ;. Tedy df(4) =
Q@ V5=f(5)~f(a)+f(a).5-a)= f+ 4 —225

Pozn.: Skute¢na hodnota zaokrouhlena na 3 desetlnna mista je v/5 = 2, 236.



Taylortv polynom

Jesté presnéjsi odhady mizeme ziskat pomoci Taylorova polynomu.

Ma-li funkce f(x) derivace v bodé a derivace aZ do n-tého Fadu, pak v tomto
bodé definujeme Tayloriv polynom stupné n:

To(x) = f(a) + F'(a).(x — @) + & (x — a2 + ... + 2@ (x — g)n

Pro "x blizka bodu a"plati f(x) ~ Th(x), chybu R(x) = f(x) — Ta(x) Ize
vyjadfit v rznych tvarech.




Taylortv polynom

Jesté presnéjsi odhady mizeme ziskat pomoci Taylorova polynomu.

Ma-li funkce f(x) derivace v bodé a derivace aZ do n-tého Fadu, pak v tomto
bodé definujeme Taylortv polynom stupné n:

To(x) = f(a) + F'(a).(x — @) + & (x — a2 + ... + 2@ (x — g)n
Pro "x blizka bodu a"plati f(x) ~ Th(x), chybu R(x) = f(x) — Ta(x) Ize
vyjadfit v rznych tvarech.

Pfiklad : Pro funkci f(x) = v/x abod a=4
@ Urcete Taylordv polynom Ts(x)
@ Pomoci tohoto polynomu odhadnéte /5.



Taylortv polynom

Jesté presnéjsi odhady mizeme ziskat pomoci Taylorova polynomu.
Ma-li funkce f(x) derivace v bodé a derivace aZ do n-tého Fadu, pak v tomto
bodé definujeme Tayloriv polynom stupné n:

To(x) = f(a) + F'(a).(x — @) + & (x — a2 + ... + 2@ (x — g)n
Pro "x blizka bodu a"plati f(x) ~ T,,(x), chybu Rn(x) = f(x) — Ta(x) Ize
vyjadfit v rznych tvarech.

Pfiklad : Pro funkci f(x) = v/x abod a=4
@ Urcete Taylordv polynom Ts(x)
@ Pomoci tohoto polynomu odhadnéte /5.

Reseni:
Q f(x)= 2f7f//( )

Dosadime: f'(4)

1" _ _3
4ﬂ’f() 8V/x5'

% f”(4) _ 521 , f’"( ) _ %



Taylortv polynom

Jesté presnéjsi odhady mizeme ziskat pomoci Taylorova polynomu.
Ma-li funkce f(x) derivace v bodé a derivace aZ do n-tého Fadu, pak v tomto
bodé definujeme Tayloriv polynom stupné n:

To(x) = f(a) + F'(a).(x — @) + & (x — a2 + ... + 2@ (x — g)n
Pro "x blizka bodu a"plati f(x) ~ T,,(x), chybu Rn(x) = f(x) — Ta(x) Ize
vyjadfit v rznych tvarech.

Pfiklad : Pro funkci f(x) = v/x abod a=4
@ Urcete Taylordv polynom Ts(x)
@ Pomoci tohoto polynomu odhadnéte /5.

Reseni:

@ (x) = 55 I"(x )_1431*3"””()(3_ B 3
Dosadme:1(8) - 1 16) - o 16 -

Tedy Ta(x) =2+ j(x —4) + 3.35.(x — 4)* + .55 (x — 4)°




Taylortv polynom

Jesté presnéjsi odhady mizeme ziskat pomoci Taylorova polynomu.
Ma-li funkce f(x) derivace v bodé a derivace aZ do n-tého Fadu, pak v tomto
bodé definujeme Tayloriv polynom stupné n:

To(x) = f(a) + F'(a).(x — @) + & (x — a2 + ... + 2@ (x — g)n
Pro "x blizka bodu a"plati f(x) ~ T,,(x), chybu Rn(x) = f(x) — Ta(x) Ize
vyjadfit v rznych tvarech.

Pfiklad : Pro funkci f(x) = v/x abod a=4
@ Urcete TaylorGv polynom T3(x)
@ Pomoci tohoto polynomu odhadnéte /5.

Reseni:

Q@ 7(x)= 2f’ rix ):14773’ fm(x? ) ssf 3
Dosadime: £(4) = 1, 1/(4) = 5, 1"(4) = 2
Tedy T5(x) =2+ 3(x —4) + ; 52 (x =42+ 1.3 (x—4)°

Q@ V5=1(5)~2+;+35.3 + 5555 = 2,236328125




Taylortv polynom

Jesté presnéjsi odhady mizeme ziskat pomoci Taylorova polynomu.
Ma-li funkce f(x) derivace v bodé a derivace aZ do n-tého Fadu, pak v tomto
bodé definujeme Tayloriv polynom stupné n:

To(x) = f(a) + F'(a).(x — @) + & (x — a2 + ... + 2@ (x — g)n

Pro "x blizka bodu a"plati f(x) ~ T,,(x), chybu Rn(x) = f(x) — Ta(x) Ize
vyjadfit v rznych tvarech.

Pfiklad : Pro funkci f(x) = v/x abod a=4
@ Urcete TaylorGv polynom T3(x)
@ Pomoci tohoto polynomu odhadnéte /5.

Resent:
o f’( ) 2\[7 f”( ) :1 4\—/%, f’”(X3 _ 3\37 N
Dosadime: f'(4) = 1, f"(4) = 33, f"'(4) = 25

Tedy T5(x) =2+ 3(x —4) + ; 521 (x =42+ 1.3 (x—4)°
Q VE=f(5)~2+;+ 5.3 + § 255 = 2,236328125
Pozn.: Skute¢na hodnota zaokrouhlen4 na 3 desetinna mista je v/5 = 2,236.



Integralni pocet - primitivni funkce

Jestlize F(x) a f(x) jsou takové funkce, Ze pro vSechna x z intervalu / plati
f(x) = F'(x), pak fekneme, Zze F(x) je primitivni k f(x) na intervalu /.

Piklad : Funkce F(x) = x3 + % + 3x + 5 je primitivni k f(x) = 3x2 + x + 3
na R, protoze f(x) = F'(x).



Integralni pocet - primitivni funkce

Jestlize F(x) a f(x) jsou takové funkce, Ze pro vSechna x z intervalu / plati
f(x) = F'(x), pak fekneme, Zze F(x) je primitivni k f(x) na intervalu /.

Pfiklad : Funkce F(x) = x® + X; + 3x + 5 je primitivni k f(x) = 3x% + x + 3
na R, protoze f(x) = F'(x).

Poznamka : Je-li F(x) primitivni k f(x) na intervalu /, pak funkce F(x) je zde
spojita (dokonce ma derivaci). Jaké podminky musi splfiovat f(x)? Postacujici
podminkou k tomu, aby k f(x) existovala primitivni funkce je spojitost f(x) na
1. Je primitivni funkce urCena jednoznacéné?

Pfiklad : Funkce G(x) = x3 + "2—2 + 3x + 7 je téZ primitivni k funkci
f(x) = 3x2 + x + 3 z pfedchoziho pFikladu.



Integralni pocet - primitivni funkce

Jestlize F(x) a f(x) jsou takové funkce, Ze pro vSechna x z intervalu / plati
f(x) = F'(x), pak fekneme, Zze F(x) je primitivni k f(x) na intervalu /.

Pfiklad : Funkce F(x) = x® + X; + 3x + 5 je primitivni k f(x) = 3x% + x + 3
na R, protoze f(x) = F'(x).

Poznamka : Je-li F(x) primitivni k f(x) na intervalu /, pak funkce F(x) je zde
spojita (dokonce ma derivaci). Jaké podminky musi splfiovat f(x)? Postacujici
podminkou k tomu, aby k f(x) existovala primitivni funkce je spojitost f(x) na
1. Je primitivni funkce urCena jednoznacéné?

Pfiklad : Funkce G(x) = x3 + "2—2 + 3x + 7 je téZ primitivni k funkci
f(x) = 3x2 + x + 3 z pfedchoziho pFikladu.

Véta : Jsou-li funkce F(x) a G(x) primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pak
existuje konstanta c € R, takova, Zze proVx € I: F(x) = G(x) + ¢



Neurcity integral

Mnozinu v8ech funkci primitivnich k f(x) na I nazyvdme neurcity integral f(x)
na / a zna¢ime [ f(x)dx. Piseme [ f(x)dx = F(x)+ ¢, kde F(x) je libovolna
primitivni funkce k f(x) na /, dx je diferencial x a c tzv. integraéni konstanta.



Neurcity integral

MnoZinu v8ech funkci primitivnich k f(x) na I nazyvame neurcity integral f(x)
na / a zna¢ime [ f(x)dx. Piseme [ f(x)dx = F(x)+ ¢, kde F(x) je libovolna
primitivni funkce k f(x) na /, dx je diferencial x a c tzv. integraéni konstanta.
Priklad : Najdéte neurcité integraly

@ [ sinxdx

Q@ [ x3dx

Q [e*dx



Neurcity integral

MnoZinu v8ech funkci primitivnich k f(x) na I nazyvame neurcity integral f(x)
na / a zna¢ime [ f(x)dx. Piseme [ f(x)dx = F(x)+ ¢, kde F(x) je libovolna
primitivni funkce k f(x) na /, dx je diferencial x a c tzv. integraéni konstanta.
Priklad : Najdéte neurdité integraly

@ [ sinxdx

Q@ [ x3dx

Q [e*dx
Resgeni:

@ [sinxdx=—-cosx+c



Neurcity integral

MnoZinu v8ech funkci primitivnich k f(x) na I nazyvame neurcity integral f(x)
na / a zna¢ime [ f(x)dx. Piseme [ f(x)dx = F(x)+ ¢, kde F(x) je libovolna
primitivni funkce k f(x) na /, dx je diferencial x a c tzv. integraéni konstanta.
Priklad : Najdéte neurdité integraly

@ [ sinxdx

Q@ [ x3dx

Q [e*dx
Resgeni:

@ [sinxdx=—-cosx+c

Q [xPdx=% ¢



Neurcity integral

MnoZinu v8ech funkci primitivnich k f(x) na I nazyvame neurcity integral f(x)
na / a zna¢ime [ f(x)dx. Piseme [ f(x)dx = F(x)+ ¢, kde F(x) je libovolna
primitivni funkce k f(x) na /, dx je diferencial x a c tzv. integraéni konstanta.
Priklad : Najdéte neurdité integraly

@ [ sinxdx

Q@ [ x3dx

Q [e*dx
Resgeni:

@ [sinxdx=—-cosx+c

Q [xPdx=% ¢

Q [e¥dx=%+¢



Zakladni neurcité integraly

J0dx =c, x € (—o0,00)

Jedx =e+ ¢, x € (—00,0)

[ sinxdx = —cosx + ¢, x € (—o0, 00)

Jcosxdx =sinx +c, x € (—o0, )
7%z = arctg(x) + ¢, x € (—o0, )

dx _ _ i —
fm = arcsin(x) +c¢, x € (—1,1)

[ x"dx = % +c¢, n#—-1,x¢€ (—oo,00)pro n>0 celé,

X € (—00,0) nebo (0,00) pro n< 0 celé, x € (0,00) pro n necelé
[ % =In|x| + ¢, x € (0,00) nebo x € (—o0,0)

[ =% - = tg(x) + ¢, pro interval, kde cos x # 0

cos?(x)

| ¥y = —cotg(x) + ¢, pro interval, kde sinx # 0



Pravidla pro integrovani

Integrace linearni kombinace funkci:

Véta : Jestlize funkce fi(x), f2(X), . . . fa(x) maji na / neurcité integraly, pak
pro libovolné konstanty ¢y, cs, . .. ¢, existuje neuréity integral funkce

f(x) = c1fi(x) + cfa(X) + ... + cafa(x) a plati:

Jf(x)dx =c1 [ fi(x)dx + ¢ [ fa(x)dX + ...+ Cn [ fa(x)dX



Pravidla pro integrovani

Integrace linearni kombinace funkci:

Véta : Jestlize funkce fi(x), f2(X), . . . fa(x) maji na / neurcité integraly, pak
pro libovolné konstanty ¢y, cs, . .. ¢, existuje neuréity integral funkce

f(x) = c1fi(x) + cfa(X) + ... + cafa(x) a plati:

Jf(x)dx =c1 [ fi(x)dx + ¢ [ fa(x)dX + ...+ Cn [ fa(x)dX

Piklad : Najdéte neurcity integral [(e* + 225 + 2)ax



Pravidla pro integrovani

Integrace linearni kombinace funkci:

Véta : Jestlize funkce fi(x), &(x), ... f,(x) maji na I neurcité integraly, pak
pro libovolné konstanty ¢y, cs, . .. ¢, existuje neuréity integral funkce

f(x) = c1fi(x) + cafo(X) + ... + cafp(x) a plati:

Jf(x)dx =c1 [ fi(x)dx + ¢ [ fa(x)dX + ...+ Cn [ fa(x)dX

I?Fl’klad : Najdéte neurdity integral [(e* + 2+ + 2)dx
Reseni: [(e + 225 + 2)dx = [e*dx+2 [ Zzl5dx+3 [ 1dx =
e* + 2arctgx + 3In|x| + c.




Pravidla pro integrovani

Integrace linearni kombinace funkci:

Véta : Jestlize funkce fi(x), f2(X), . . . fa(x) maji na / neurcité integraly, pak
pro libovolné konstanty ¢y, cs, . .. ¢, existuje neuréity integral funkce

f(x) = c1fi(x) + cfa(X) + ... + cafa(x) a plati:

Jf(x)dx =c1 [ fi(x)dx + ¢ [ fa(x)dX + ...+ Cn [ fa(x)dX

+ 3)dx
dx+3 [ ldx =

Priklad : Najdéte neuréity integral [(e* + X22+1
Redeni: [(&* + 225 + 2)dx = [eax +2 [
e* + 2arctgx + 3In|x| + c.
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Metoda per partes:
Véta : Jestlize funkce u(x), v(x) maji na otevieném intervalu / spojité

derivace, pak plati: [ u'(x)v(x)dx = u(x)v(x) — [ u(x)v'(x)dx



Metoda per partes - priklady

Priklad : Najdéte neurdity integral | x.sin xdx



Metoda per partes - priklady

Priklad : Najdéte neurdity integral | x.sin xdx
Reseni: Pouzijeme metodu per partes pro: u/(x) = sin x, v(x) = x.
Dopocitame u(x) = —cos x, v/(x) = 1 a dosadime:



Metoda per partes - priklady

Priklad : Najdéte neurdity integral | x.sin xdx

Reseni: Pouzijeme metodu per partes pro: u/(x) = sin x, v(x) = x.
Dopocitame u(x) = —cos x, v/(x) = 1 a dosadime:

[ x.sinxdx = —xcos x — [ —cos xdx = —x cos X + sinx + c.



Metoda per partes - priklady

Priklad : Najdéte neurdity integral | x.sin xdx

Reseni: Pouzijeme metodu per partes pro: u/(x) = sin x, v(x) = x.
Dopocitame u(x) = —cos x, v/(x) = 1 a dosadime:

[ x.sinxdx = —xcos x — [ —cos xdx = —x cos X + sinx + c.

Nékdy je nutné pouzit pravidlo opakované.
Priklad : Najdéte neurCity integral [ x2.eXdx



Metoda per partes - priklady

Priklad : Najdéte neurdity integral | x.sin xdx

Reseni: Pouzijeme metodu per partes pro: u/(x) = sin x, v(x) = x.
Dopocitame u(x) = —cos x, v/(x) = 1 a dosadime:

[ x.sinxdx = —xcos x — [ —cos xdx = —x cos X + sinx + c.

Nékdy je nutné pouzit pravidlo opakované.

Priklad : Najdéte neurCity integral [ x2.eXdx

Reseni: Pouzijeme metodu per partes pro: u/(x) = €*, v(x) = x2. Dopo&itame
u(x) = e*,v/(x) = 2x a dosadime:



Metoda per partes - priklady

Priklad : Najdéte neurdity integral | x.sin xdx

Reseni: Pouzijeme metodu per partes pro: u/(x) = sin x, v(x) = x.
Dopocitame u(x) = —cos x, v/(x) = 1 a dosadime:

[ x.sinxdx = —xcos x — [ —cos xdx = —x cos X + sinx + c.

Nékdy je nutné pouzit pravidlo opakované.

Priklad : Najdéte neurCity integral [ x2.eXdx

Reseni: Pouzijeme metodu per partes pro: u/(x) = €*, v(x) = x2. Dopo&itame
u(x) = e*,v/(x) = 2x a dosadime:

[ x2.e¥dx = x2.€* — [ 2x.e*dx Per partes zopakujeme pro

u'(x) = e, v(x) = 2x, tedy u(x) = e, v/(x) = 2:



Metoda per partes - priklady

Priklad : Najdéte neurdity integral | x.sin xdx

Reseni: Pouzijeme metodu per partes pro: u/(x) = sin x, v(x) = x.
Dopocitame u(x) = —cos x, v/(x) = 1 a dosadime:

[ x.sinxdx = —xcos x — [ —cos xdx = —x cos X + sinx + c.

Nékdy je nutné pouzit pravidlo opakované.

Priklad : Najdéte neurCity integral [ x2.eXdx

Reseni: Pouzijeme metodu per partes pro: u/(x) = €*, v(x) = x2. Dopo&itame
u(x) = e*,v/(x) = 2x a dosadime:

[ x2.e¥dx = x2.€* — [ 2x.e*dx Per partes zopakujeme pro

u'(x) = e, v(x) = 2x, tedy u(x) = e, v/(x) = 2:

[ x2.e¥dx = x2.€* — [2x.e* — [2e¥dXx] = x®.e* — 2x.e* + 2e* + C.



Metoda per partes - priklady

Priklad : Najdéte neurdity integral | x.sin xdx

Reseni: Pouzijeme metodu per partes pro: u/(x) = sin x, v(x) = x.
Dopocitame u(x) = —cos x, v/(x) = 1 a dosadime:

[ x.sinxdx = —xcos x — [ —cos xdx = —x cos X + sinx + c.

Nékdy je nutné pouzit pravidlo opakované.

Priklad : Najdéte neurCity integral [ x2.eXdx

Reseni: Pouzijeme metodu per partes pro: u/(x) = €*, v(x) = x2. Dopo&itame
u(x) = e*,v/(x) = 2x a dosadime:

[ x2.e¥dx = x2.€* — [ 2x.e*dx Per partes zopakujeme pro

u'(x) = e, v(x) = 2x, tedy u(x) = e, v/(x) = 2:

[ x2.e¥dx = x2.€* — [2x.e* — [2e¥dXx] = x®.e* — 2x.e* + 2e* + C.



l. vypocCet integralu substituci:

hledame [ f(o(t))¢/(t)dt.

@ Zvolime substituci x = ().



l. vypocCet integralu substituci:

hledame [ f(o(t))¢/(t)dt.

@ Zvolime substituci x = ().
@ Vypocitame dx = ¢'(t)dt.



l. vypocCet integralu substituci:

hledame [ f(o(t))¢/(t)dt.

@ Zvolime substituci x = ().
@ Vypocitame dx = ¢'(t)dt.
@ Do daného integralu dosadime za ¢(t) a ¢’(t)dt a dostaneme [ f(x)dx.



l. vypocCet integralu substituci:

hledame [ f(o(t))¢/(t)dt.

@ Zvolime substituci x = ().

@ Vypocitame dx = ¢'(t)dt.

@ Do daného integralu dosadime za ¢(t) a ¢’(t)dt a dostaneme [ f(x)dx
@ Vypocitame F(x) = [ f(x)dx.



l. vypocCet integralu substituci:

hledame [ f(o(t))¢/(t)dt.

Zvolime substituci x = ¢(t).

Vypocitame dx = ¢'(t)dt.

Do daného integralu dosadime za ¢(t) a ¢'(t)dt a dostaneme [ f(x)dx
Vypogitame F(x) = [ f(x)dx.

Ur¢ime interval /, na kterém plati F'(¢(t)) = f(p(1))¢' ().



l. vypocCet integralu substituci:

hledame [ f(o(t))¢/(t)dt.

Zvolime substituci x = ¢(t).

Vypocitame dx = ¢'(t)dt.

Do daného integralu dosadime za ¢(t) a ¢'(t)dt a dostaneme [ f(x)dx
Vypogitame F(x) = [ f(x)dx.

Ur¢ime interval /, na kterém plati F'(¢(t)) = f(p(1))¢' ().

Hledany integral je | f(¢(t))¢'(t)dt = F(o(t)) +c, te l



Ptiklad: Vypocitejte [ sin(2x)dx.



Ptiklad: Vypocitejte [ sin(2x)dx.

Reseni:

/ sin(2x)dx =3 / sin(2x).2dx =



Ptiklad: Vypocitejte [ sin(2x)dx.

Reseni:

/sin(2x)dx = %/sin(2x).2dx =

substituce  u=2x
du = 2dx




Ptiklad: Vypocitejte [ sin(2x)dx.

Reseni:

/sin(2x)dx = %/sin(2x).2dx =

substituce  u=2x
du = 2dx

= %/sin(u)du:




Ptiklad: Vypocitejte [ sin(2x)dx.

Reseni:

/sin(2x)dx = %/sin(2x).2dx =

substituce  u=2x
du = 2dx

- %/sin(u)du = %(*COS(U)) +c



Ptiklad: Vypocitejte [ sin(2x)dx.

Reseni:

/sin(2x)dx = %/sin(2x).2dx =

substituce  u=2x
du = 2dx

B %/sm(“)d“ = %(*COS(U)) +c= %(fcos(2x)) +c xeR



Priklad: Vypocitejte | e3*dx.



Priklad: Vypocitejte | e3*dx.




Priklad: Vypocitejte | e3*dx.

/eBX+1 dx = % /93X+1 3dx =

substituce u=3x+ 1
du = 3dx




Priklad: Vypocitejte | e3*dx.

/eBX+1 dx = % /93X+1 3dx =

substituce u=3x+ 1
du = 3dx

= %/e”.du




Priklad: Vypocitejte | e3*dx.

/eBX+1 dx = % /93X+1 3dx =

substituce u=3x+1|
du = 3dx

_1 u _1u
fs/e.dufge +c



Priklad: Vypocitejte | e3*dx.

/eBX+1 dx = % /93X+1 3dx =

substituce u=3x+1|
du = 3dx

1 1
:g/e”.du:ge‘%cf; et Le xeR.



Ptiklad: VypoCitejte | *=dx.

241



Ptiklad: Vypocitejte [ ~=dx.

X241

Reseni:

X 1 2X
/mdx—éfmdx—



Pfiklad: Vypocitejte [ Z+d

X 1 2x
i | o
substituce u = x* + 1

adu = 2xdx




Pfiklad: Vypocitejte [ Z+d

X 1 2x
i | o
substituce u = x* + 1

adu = 2xdx

1 1
_E/Ew:




Pfiklad: Vypocitejte [ Z+d

X 1 2x
i | o
substituce u = x* + 1

adu = 2xdx

1 /1 1
_E/Udu_gln|u|+c:



Pfiklad: Vypocitejte [ Z+d

X 1 2x
i | o
substituce u = x* + 1

adu = 2xdx

R 1,
_E/Edu_§/n|u|+c_§/n|x+1|+c,xeR



Poznamka : Pro funkci ¢(t), ktera je nenulova na intervalu / a ma zde
derivaci '(t) plati: [ £{dt = Infio(t) + ¢, t € 1 o(t) # 0.



Poznamka : Pro funkci ¢(t), ktera je nenulova na intervalu / a ma zde
derivaci '(t) plati: [ £{dt = Infio(t) + ¢, t € 1 o(t) # 0.

Ddkaz:



Poznamka : Pro funkci ¢(t), ktera je nenulova na intervalu / a ma zde

derivaci ¢/(t) plati: [ £8dt = Infp(t)| + ¢, te I (1) £0.

Ddkaz:

Oveérte sami.



1. vypocCet integralu substituci: hledame [ f(x)dx

na intervalu J.

@ Zvolime substituci x = ¢(t) tak, aby na J existovala p~'(x).



1. vypocCet integralu substituci: hledame [ f(x)dx

na intervalu J.

@ Zvolime substituci x = ¢(t) tak, aby na J existovala p~'(x).

@ Vypocitame dx = ¢'(t)dt a do daného integralu dosadime misto x vyraz
»(t) a misto dx vyraz ¢'(t)dt.



1. vypocCet integralu substituci: hledame [ f(x)dx

na intervalu J.

@ Zvolime substituci x = ¢(t) tak, aby na J existovala p~'(x).

@ Vypocitame dx = ¢'(t)dt a do daného integralu dosadime misto x vyraz
o(t) a ml’sto ax vyraz <p’( )dt

@ Ur¢ime G(t) = [ f(¢( t)dt.



1. vypocCet integralu substituci: hledame [ f(x)dx

na intervalu J.

@ Zvolime substituci x = ¢(t) tak, aby na J existovala p~'(x).

@ Vypocitame dx = ¢'(t)dt a do daného integralu dosadime misto x vyraz
o(t) a ml’sto ax vyraz <p’( )dt

@ Ur¢ime G(t) = [ f(¢( t)dt.
@ Dosadime do G(t) mlsto tvyraz ¢~ '(x) a dostaneme F(x) = G(¢~'(x)).



1. vypocCet integralu substituci: hledame [ f(x)dx

na intervalu J.

@ Zvolime substituci x = ¢(t) tak, aby na J existovala p~'(x).

@ Vypocitame dx = ¢'(t)dt a do daného integralu dosadime misto x vyraz
o(t) a ml’sto ax vyraz <p’( )dt

@ Ur¢ime G(t) = [ f(¢ t)dt.
@ Dosadime do G(t) mlsto tvyraz ¢~ '(x) a dostaneme F(x) = G(¢~'(x)).
@ Zkontrolujeme, zda na intervalu J plati F'(x) = f(x).



Ptiklad: Vypocitejte [ v1 — x2dx, x € (—1,1).

Reseni:



Ptiklad: Vypocitejte [ v1 — x2dx, x € (—1,1).

Reseni:

/ VT = xeax =



Ptiklad: Vypocitejte [ v1 — x2dx, x € (—1,1).

Reseni:

/ VA~ x2ax =

substituce  x =sin(t) te(—w/2,7/2) | _
dx = cos(t)dt o




Ptiklad: Vypocitejte [ v1 — x2dx, x € (—1,1).

Reseni:

/ VA~ x2ax =

substituce  x =sin(t) te(—w/2,7/2) | _
dx = cos(t)dt o

/\/1—sm2 Jcos(t)dt = /cos t)dt =




Ptiklad: Vypocitejte [ v1 — x2dx, x € (—1,1).

Reseni:

/ VA~ x2ax =

substituce  x =sin(t) te(—w/2,7/2) | _
dx = cos(t)dt o

/\/1—sm2 Jcos(t)dt = /cos t)dt =

:/cos(2t)+1dt7 sin(2t) t

> = +§+c,xe(—1,1).



Ptiklad: Vypocitejte [ v1 — x2dx, x € (—1,1).

/ VA~ x2ax =

substituce  x =sin(t) te(—w/2,7/2) | _
dx = cos(t)dt o

/\/1—sm2 Jcos(t)dt = /cos()d:

:/cos(2t)+1dt7 sin(2t) t

> = +§+c,xe(—1,1).

Nyni je nutné vratit se k plvodni proménné x. Pro t € (—x/2,7/2) vyjadfime
t = arcsin(x) a protoze

sin(2t) = 2sin(t)cos(t) = 2sin(t)y/1 — sin?(t),



Ptiklad: Vypocitejte [ v1 — x2dx, x € (—1,1).

/ VA~ x2ax =

substituce  x =sin(t) te(—w/2,7/2) | _
dx = cos(t)dt o

/\/1—sm2 Jcos(t)dt = /cos()dt:

_ [cos2t)+1 , sin(2t) t
—/ 5 dt = 4 +§+C,X€(f1,1).

Nyni je nutné vratit se k plvodni proménné x. Pro t € (—x/2,7/2) vyjadfime
t = arcsin(x) a protoze

sin(2t) = 2sin(t)cos(t) = 2sin(t)y/1 — sin?(t),

dostaneme vysledek X‘/? @it | ¢,
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