Derivace a monotonnost funkce

Veta : Uvazujme funkci f(x), kterd ma na intervalu / derivaci f'(x). Pak plati:

@ je-li f'(x) >0Vx e [, funkce f je na intervalu / rostouci.
@ je-li '(x) <0Vx e [, funkce f je naintervalu [ klesajici.
@ je-li f(x) >0Vx e l,funkce f je na intervalu / neklesajici.

@ je-li f/(x) <0Vx e l,funkce f je naintervalu / nerostouci.

Pfiklad : Urcete intervaly monoténnosti funkce f(x) = x3 — 3x + 1
Reseni: Budeme vychazet z funkce f'(x) = 3x2 — 3. Nulové body funkce f'(x)
jsou —1, 1, ty rozdeli realnou osu na tfi intervaly. Znameni funkce f'(x) je
nasledujici :
(_007_1) (_151) (1500)
+ - +

Tedy podle predchozi vety je funkce f(x) rostouci na intervalu (—oc, —1),
klesajici na (—1, 1) a opét rostouci na (1, co0).



Intervaly monotonnosti funkce - priklad

Znazornéme si graf funkce f(x) = x® — 3x + 1 a graf jeji derivace
f'(x) = 3x% — 3.

y=F(x)
y=Ff(x)
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Lokalni extrémy

Rekneme, Ze funkce f(x) ma v bodé& xo lokalni minimum (resp. maximum),
jestlize je definovana v néjakém okoli bodu x; a jestlize pro vSechna x

z tohoto okoli plati f(x) > f(xp), resp. f(x) < f(xo).
Lokalni minima a maxima souhrnné nazyvame lokalni extrémy.

Veta : Pokud ma funkce f(x) v bodé xp lokalni extrém a existuje-li zde

derivace, pak pro tuto derivaci plati f'(xp) = 0. Body s nulovou derivaci
nazyvame stacionarni.

Poznamka : Podminka f'(xp) = 0 v8ak neni ani nutnou ani postacujici
podminkou pro existenci extrému, viz funkce f;(x), ktera ma v bode x; = 0
lokalni minimum, ale nema zde derivaci nebo funkce f3(x), pro kterou plati
'(0) = 0, ale nema zadny lokalni extrém.
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Obrazek: fi(x) = || Obréazek: h(x) = x?/2 Obréazek: f3(x) = x°/3




Existence lokalniho extrému

Veéta : Necht ma funkce f(x) v bodé xq derivaci a plati f'(xg) = 0. Existuje-li
o > 0 takoveé, ze:
@ Vx e (Xo—9,X%):f(x)>0aVx e (xo,X +9): f(x) <0, pak ma
funkce f v bodé xg lokalni maximum
@ Vx e (xo—3d,%):f(x)<0aVvx e (xy,X +90): f(x) >0, pak ma
funkce f v bodé xgy lokalni minimum

Pfiklad : Najdéte lokalni extrémy funkce f(x) = x3 — 3x + 1

Reseni: Jiz diive jsme spod&etli f/(x) = 3x2 — 3 a nasli stacionarni body —1, 1.
Vime, ze derivace f’(x) je kladna nalevo od bodu x; = —1 a napravo od bodu
Xo = 1 a zaporna mezi nimi. TakZze v bodé x; = —1 nastava lokalni maximum,
f(—1) =3 avbodé xo = 1 lokalni minimum, f(1) = —1.
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Absolutni extrémy

Rekneme, Ze funkce f(x) ma na mnozin& M absolutni minimum (resp.
maximum) v bodé xg, jestlize je funkce definovana na M a plati

Vx € M:f(x) > f(xp), resp. Vvx € M : f(x) < f(xo).

Poznamka : Absolutni minima a maxima nazyvame absolutni extrémy nebo
téZ globalni extrémy. Pokud v definici zaménime neostré nerovnosti za ostré,
dostaneme tzv. ostré (Ci vlastni) extrémy.

Veta : (Weierstrassova) Necht funkce f(x) je spojita na uzavieném intervalu
(a, b). Pak funkce f(x) nabyva na tomto intervalu svého absolutniho minima,
a to bud’ v bodé lokéalniho extrému nebo v nékterém z krajnich bodu a, b.
Totéz plati pro absolutni maximum.



Absolutni extremy - priklad

Priklad : Celkové pfijmy (TR) i celkové naklady ( TC) jsou funkci vyrobeného
mnozstvi, bylo zjisténo, Ze:

TR(Q) = @® —2Q7 - 2Q,

TC(Q)=Q@° - Q*-10Q

Optimalizujte zisk P(Q) = TR(Q) — TC(Q), jestlize vyrobni kapacita je 10
jednotek produktu.

Reseni: Hledame tedy extrémy funkce P(Q) = —Q? + 8Q na intervalu (0, 10).
Spocteme P'(Q) = —2Q + 8, stacionarni bod je Q = 4.

Globalni extrémy mohou nastat v bodech 0, 4, 10. Porovhame hodnoty

P(0) =0, P(4) =16, P(10) = —20. Maximalniho zisku je tedy dosazeno pro
mnozstvi Q = 4, naopak nejvétsi ztratu zplasobi Uplné vyuziti vyrobnich
kapacit, Q = 10.
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Konvexita a konkavnost funkce

Rekneme, Ze funkce f(x) je na intervalu |/
@ ryze konvexni, jestlize pro libovolné tfi body x;, X0, x3 € I plati:
X1 < Xo < X3 = bod Ty =[x, f(X2)] lezi pod UseCkou spojujici body
Ty = [xq1,f(x1)] @ Ts = [x3, f(x3)]. Obdobne o funkci f rekneme, ze je na /
@ ryze konkavni, jestlize pro libovolné tri body x1, X2, x3 € I plati:
X1 < Xo < X3 = bod T> = [x2, f(x2)] lezi nad usecCkou spojujici body
T1 =[x, f(x1)] a Ts = [X3, f(X3)]

Obrazek: Konvexni funkce Obrazek: Konkavni funkce



Konvexita a konkavnost funkce

Poznamka : Pripustime-li v definici, aby bod 7> lezel i na Useéce T; T3, pak
vynechame sluvko "ryze".

Veta : Necht funkce f(x) ma na intervalu / druhou derivaci. Pak plati
@ Vxel:f(x) >0, pak je funkce konvexni na /

@ Vxel:f(x) <0, pak je funkce konkavni na /

Poznamka : Body, ve kterych "se meni konvexita a konkavnost
funkce"nazyvame inflexni body. (Pfresna definice je ve skriptech). Funkce
muze mit inflexni bod pouze v bodech, kde existuje prvni derivace a druha
derivace bud’ neexistuje nebo je nulova.

Véta : Jestlize pro funkci f v bodé xp plati: f'(xo) = f/(x0) = ... = f(M(x) = 0
a f("1)(xy) # 0, pak
@ je -li nsudé, ma funkce f v bodé x; inflexni bod

@ je -li nliché, ma funkce f v bodé xp lokalni extrém,a to maximum pro
fM1)(x0) < 0 @ minimum 7"t (xy) > 0.



Konvexita a konkavnost funkce - priklad

Priklad : Je dana funkce f(x) = In(x* + 2). UrCete inflexni body této funkce a
zjistéte, kde je konvexni a kde konkavni.

o, L g oy ' o 2(xX*42)—2x.2x _ 4-2x2
Reseni: UrCime druhou derivaci, f'(x) = e f'(x) = EE = LELoE

Nulové body druhé derivace jsou ++/2. Uréeme znameni funkce f”(x):

(-00,=V2) | (-V2,v2) | (V2,0)

Tedy funkce je konkavni na intervalu (—oo, —v/2), konvexni na (—v2,v/2) a
opét konkavni na (v/2, o). inflexni body jsou +v/2.




Asymptoty funkce

Asymptoty jsou primky, ke kterym "se blizi"graf funkce.
Asymptotou bez sméernice nazveme primku x = a, pokud lim, f(x) = +o0,
kde symbol lim, oznacuje nékterou z limit limy_, 5, limy_, o, limy_, 4

Pfiklad : Funkce f(X) = isirs = maaas Ma asymptoty bez smérnice

limy_, _3_ f(x) =0
limy_, 34 f(X) = —o0
limy_, > f(x) = —o¢
limy_, o, f(X) =0

Primku y = Ax + B nazveme asymptotou funkce f(x) ve nevlastnim bode oo,
resp. —oo, jestlize limy_,[f(x) — (Ax + B)| =0, resp.
limy_, _[f(x) — (Ax + B)] = 0.

Priklad : Funkce f(x)
protoze limy_, 4 (

a5 Ma v nevlastnich bodech asymptotu y = 0,

x2—|—5x—|—6 O) 0.



Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napr. funkce
f(x) = sinx.

Veéta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oo, resp. —oc

f(x)

A =liMy_ o0 10 B = lim,_, o (f(x) — AX), resp.

A=limy, o M B=lim,, o (f(x) — Ax).

Priklad : UrcCete asymptoty funkce f(x) = X2+2++1 v nevlastnich bodech.

Reseni: Nejprve uréime asymptotu v +oo:

. 2 . 2 .
A= limy o0 B — 1, B = lim, o (X2 x) =i, o 2651 = 2

Tedy hledan& asypmtota je: y = x + 2. Obdobné postupujeme v —oo:
A=limy, . X2 4 B—lim,, (% _ x) — limy, o, 2T =2

X2 X X

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 2.



Prubéh funkce

Pri vySetrovani prubehu funkce zjistujeme:
@ Df, nulové body a znameni funkce, periodicitu, paritu funkce
@ Intervaly monoténnosti a lokalni extrémy funkce
© Kde je funkce konvexni, konkavni a jaké jsou inflexni body funkce

© Asymptoty a graf funkce

Piiklad : Vysetfete prabéh funkce f(x) = vx2 + 2x + 2. Reseni:
@ Funkce je definovana na R, je vSude kladnd, neni suda ani licha ani

periodicka
Hy) —  X+1 Al N : T e
Q (x) = \/m,stamonarm bod je —1, funkce je klesajici na (—oo, —1)
a rostouci na (—1, c0), tedy v bodé —1 nabyva funkce lokalniho minima
f(—1) =1.
1" __ 1 4 - - & 2 -
Q (x) = NraTTT druha derivace je vSude kladna, tedy funkce je

konvexni na R.

© Funkce nema svislé asymptoty. Ureme jesté asymptoty funkce
f(x) = v x2 + 2x + 2 v nevlastnich bodech.




Prubéh funkce - priklad

. \/ X242x+42 : [ X24+2x+2
A= ||mx—>oo % — ||mx—>oo % — 1,

B = lim,_, .. (\/x2 Fox +2 _x) _

. 2 2 2 .
My o (\/x2 Tox1 2 x) ARy 242

\/ X24+2x+2+x \/ X2+2x+2+x

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 1. Obdobné postupujeme v —cc:

A=limy, oo Y2 im, /84202
B = lim,_, .. <\/x2 Toxt 2+ x) -

- \/ X2+2x+2—x -
lim,_. o (\/x2 +2x + 2+ x) — lim,_, ., —2+2  — _{
v X2+2x+2—x \/ X2+2x+2—x

Tedy hledand asypmtota je: y = —x — 1. Nyni jiZ muzeme nakreslit graf
funkce.




Prubéh funkce - priklad

Zjistili jsme, Ze: funkce ma lokalni minimum v bodé —1, f(—1) = 1 funkce je
konvexni funkce ma v +oo asymptotu y = x + 1 funkce ma v —oo asymptotu
y = —x — 1 nyni jiZ muzeme nacrtnout graf

Obrazek: Graf funkce f(x) = VX2 +2x + 2



Diferencial

Uvazujme funkci f(x), kterd ma v bode a derivaci f'(a). Sestrojime - li v bode
a tecnu ke grafu funkce 1, t : y = f(a) + f’(a).(x — a), muzeme pro x blizka
bodu a odhadnout hodnotu f(x) jako f(x) ~ f(a) + f'(a).(x — a). Vyraz

df(a) = f'(a).(x — a) nazyvame diferencialem funkce f v bodé a, piSeme

df(a) = f'(a).dx.
y=f(x) /Ff(a)ﬂ'(a).(}(-a)

df(a)=Ff(a).dx

- dx=x-a .

+
+
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Obrazek: Diferencial funkce f(x) v bode a pro dx = (x — a)



Diferencial - priklad

Priklad : Je dana funkce f(x) = v/x abod a = 4.
@ Urcete diferencial funkce f v bodé a
@ Pomoci tohoto diferencialu odhadnéte /5.

Regeni:
Q f(x) =55, f'(4) = ;. Tedy df(4) = -
Q@ V5=1f(5)~f(a)+f(a).(5—a)=vV4+35%=225
Pozn.: Skute¢na hodnota zaokrouhlena na 3 desetinna mista je v/5 = 2, 236.



Tayloruv polynom

Jesté presnéjsi odhady muzeme ziskat pomoci Taylorova polynomu.
Ma-li funkce f(x) derivace v bodé a derivace az do n-tého radu, pak v tomto
bodé definujeme Taylortuiv polynom stupné n:

To(x) = f(a) + f'(a).(x — a) + T (x — a2 + ...+ 2@ (x — g)"

Pro "x blizka bodu a"plati f(x) ~ T,(x), chybu R,(x) = f(x) — Th(x) lze
vyjadrit v riznych tvarech.

Priklad : Pro funkci f(x) = vxabod a=4
@ Urcete TaylorQv polynom T3(x)
@ Pomoci tohoto polynomu odhadnéte /5.

A4

Reseni:
Q 10 = gz 1"06) = 375, 10X) = 575
Dosadime: f'(4) = 1 , F'(4) = 32, f(4) = 256
Tedy T3(x) =2 + (x 4) + 1. 521 (x—4)2 4 L2 (x—4)°
Q \@:f(S)z2+Z+% =+ 1.3 =2 236328125
Pozn.: Skute¢na hodnota zaokrouhlena na 3 desetinna mista je /5 = 2, 236.




Integralni pocet - primitivni funkce

Jestlize F(x) a f(x) jsou takové funkce, ze pro vSechna x z intervalu / plati
f(x) = F'(x), pak rekneme, ze F(x) je primitivni k f(x) na intervalu /.

Piiklad : Funkce F(x) = x3 + % + 3x + 5 je primitivni k f(x) = 3x2 + x + 3
na R, protoze f(x) = F'(x).

Poznamka : Je-li F(x) primitivni k f(x) na intervalu /, pak funkce F(x) je zde
spojita (dokonce ma derivaci). Jaké podminky musi splhovat f(x)? Postacujici
podminkou k tomu, aby k f(x) existovala primitivni funkce je spojitost f(x) na
I. Je primitivni funkce urCena jednoznacne?

Pfiklad : Funkce G(x) = x° + %2 + 3x + 7 je téz primitivni k funkci
f(x) = 3x? + x + 3 z pfedchoziho pfikladu.

Véta : Jsou-li funkce F(x) a G(x) primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pak
existuje konstanta ¢ € R, takova, zeproVvx € I : F(x) = G(x) + ¢



Neurcity integral

Mnozinu vSech funkci primitivnich k f(x) na I nazyvame neurcity integral f(x)
na / a znaCime [ f(x)dx. PiSeme [ f(x)dx = F(x) + ¢, kde F(x) je libovolna

primitivni funkce k f(x) na /, dx je diferencial x a c tzv. integracni konstanta.
Priklad : Najdéte neurcité integraly

Q [ sinxdx

Q@ [ x3dx

Q@ [ e*dx

Regeni:

@ [sinxdx=—cosx+c
Q@ [xPdx=%+c

Q@ [eXdx=% +c¢



Zakladni neurcité integraly

[0dx =rc¢, x € (—o0,00)

[ e¥dx =e*+ ¢, x € (—o0, )
[sinxdx = —cosx + ¢, x € (—o0, )
[ cosxdx =sinx+ ¢, x € (—o0, )

[ %, = arctg(x) + ¢, x € (—o0,0)

1+x2
i 1dx - = arcsin(x) + ¢, x € (—1,1)
—X
[ x"dx = j;; +c, n#—-1,x¢€ (—o0,00)pro n>0 celé,

X € (—00,0) nebo (0,00) pro n< 0 celé, x € (0,00) pro n necelé
[ % = In|x| + ¢, x € (0,00) nebo x € (—o0,0)
[ & - =tg(x) + ¢, prointerval, kde cos x # 0

cos?(x)

I __ — —cotg(x) + ¢, pro interval, kde sinx # 0

sin?(x)



Pravidla pro integrovani

Integrace linearni kombinace funkci:

Veta : Jestlize funkce f1(x), f2(x), ... fr(x) maji na I neurcité integraly, pak
pro libovolné konstanty ¢y, ¢y, . .. ¢, existuje neurcity integral funkce

f(x) = ci1fi(x) + Cofo(X) + ... + chfp(x) a plati:

[f(x)dx =c1 [ fi(x)dx + c2 [ B(x)dX + ... + ¢y [ fa(X)dX

Pfiklad : Najdéte neurgity integral [(e* + 2+ + 3)dx

X241
Redeni: [(e¥ + 22+ + 3)ax = [e¥dx+2 [ lrdx +3 [ 1dx =

e* + 2arctgx + 3In|x| + c.

Metoda per partes:
Veta : Jestlize funkce u(x), v(x) maji na otevieném intervalu / spojité

derivace, pak plati: [ u'(x)v(x)dx = u(x)v(x) — [ u(x)v'(x)dx



Metoda per partes - priklady

Priklad : Najdéte neurcCity integral [ x. sin xdx

Reseni: Pouzijeme metodu per partes pro: v/(x) = sin x, v(x) = x.
Dopocitame u(x) = —cos x, v/(x) = 1 a dosadime:

[ x.sinxdx = —xcosx — | —cos xdx = —x COS X + Sinx + C.

Nékdy je nutné pouzit pravidlo opakovane.

Priklad : Najdéte neurdity integral [ x2.e*dx

Reseni: Pouzijeme metodu per partes pro: v'(x) = €%, v(x) = x2. Dopog&itame
u(x) = e*,v/(x) = 2x a dosadime:

[ x2.e¥dx = x?.e¥ — [ 2x.e*dx Per partes zopakujeme pro

u'(x) = e*, v(x) = 2x, tedy u(x) = e&*, v/(x) = 2:

[ x?.e¥dx = x2.e¥ — [2x.e* — [2e*dx] = x°.e¥ — 2x.e¥ + 2" + c.



|. vypocet integralu substituci:

hledame [ f(¢(t))¢'(t)dt.

Zvolime substituci x = ¢(t).

Vypocitame dx = ¢'(t)dt.

Do daného integrélu dosadime za ¢(t) a ¢'(t)dt a dostaneme [ f(x)dx.
Vypocitame F(x) = [ f(x)dx.

Urcime interval /, na kterém plati F'(¢(t)) = f(e(t))' ().

Hledany integral je [ f(o(1))¢'(t)dt = F(p(t)) +c, te l.



Ptiklad: VypoCitejte [ sin(2x)dx.

Reseni: 1
/ sin(2x)dx = 5 / sin(2x).2dx =

substituce u=2x
du = 2dx

1
5

= 1/sin(u)du = %(—cos(u)) + ¢ = 5 (—cos(2x)) + ¢, x € R.

2



Ptiklad: Vypocitejte [ e**'dx.

/63x+1 dx = % /63x+1 3dx =

du = 3dx

substituce u = 3x + 1 ‘ B

1 1 1



Priklad: Vypocitejte | —>—-dx.

X241

substituce u = x%+ 1
du = 2xadx

1 1 1 1 5
_E/Edu_§/n|u|+c_§/n\x +1]+c¢, x eR.



Poznamka : Pro funkci <p(t) ktera je nenulova na intervalu / a ma zde
derivaci ' (t) plati: f oW gt = Injo(t)| +c, tel:p(t)#£D0.

Dukaz:

Ovérte sami.



II. vypocet integralu substituci: hleddme [ f(x)dx

na intervalu J.

@ Zvolime substituci x = o(t) tak, aby na J existovala ¢ ~'(x).

@ Vypocitame dx = ¢'(t)dt a do daného integralu dosadime misto x vyraz
©(t) a misto dx vyraz ¢'(t)dt.

@ UrCime G(t) = [ f(p(t))¢'(t)dt.
@ Dosadime do G(t) misto t vyraz ¢~ '(x) a dostaneme F(x) = G(¢~'(x)).
@ Zkontrolujeme, zda na intervalu J plati F'(x) = f(x).



Ptiklad: Vypocitejte [ v1 — x2dx, x € (—1,1).

/mdx:

substituce  x = sin(t) te(—7n/2,7/2)
dx = cos(t)dt

:/\/1 —sinz(t)cos(t)dt:/cosz(t)dt:

_/cos(2t)+1dt:sm(2t) t

5 4 —|—§+C,X€(—1,1).

Nyni je nutné vratit se k puvodni promenné x. Pro t € (—n/2,7/2) vyjadfime
t = arcsin(x) a protoze

sin(2t) = 2sin(t)cos(t) = 2sin(t)y/1 — sin(t)

dostaneme vysledek *V 12_X2 + aresn) 4 ¢
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