Urcity integral

Uvazujme graf funkce f(x) na intervalu (a, b). Pokusime se urcit obsah plochy
ohrani¢ené grafem, osou x a svislymi primkami x = a, x = b. Postupujme
nasledujicim zpusobem:

rozdélime interval (a, b) na n ¢asteCnych intervalu

(X1,X2), (X2, X3), ..., (Xn, Xns1), Kde @= X1 < Xo < ..., Xp < Xpr1 = b. Toto
déleni oznacime D,. Dale zavedeme
M; = INfye x,x.4) F(X) @ Mi = SUPy(y x y F(X) =150, 0.

Hledany ploSny obsah Ize odhadnout pomoci vyrazu

s(f, Dn) = 2Ly mi(Xip1 — X;), resp. S(f, Dp) = Y2114 Mi(Xi1 — Xi).

Tyto vyrazy nazyvame dolnim, resp. hornim Riemannovym souctem funkce f
pro déleni D,,.



Urcity integral - definice

Oznacme D mnozinu vSech moznych deleni intervalu (a, b). Je-li funkce f(x)
omezena zdola na (a, b), pak zde existuje tzv. dolni Riemannuv integral

fab f(x)dx = supp s(f, D)

Je-li funkce f(x) omezena zhora na (a, b), pak zde existuje tzv. horni
Riemannuv integral

2 f(x)dx = infp S(f, D).

Definice : Ma-li funkce f(x) na (a, b) horni i dolni Riemannuv integral a
jsou-li stejné, pak klademe f: f(x)dx = ff f(x)dx = f: f(x)dx a toto Cislo
nazyvame Riemannovym integralem funkce f(x) na (a, b).

Poznamka : Cislo a nazyvame dolni mez integralu, &islo b nazyvame horni
mez integralu. O funkci f fikame, Ze je na daném intervalu integrabilni.

Poznamka : Pro existenci integralu f(x) na (a, b) staci, aby zde funkce byla
spojita.



Urcity integral - vlastnosti

Definice : RozSireni pojmu itegralu pro pripady, kdy neni splnéna podminka
a<b:
pro a = b klademe 7 f(x)dx = 0,

pro b < aklademe f: f(x)dx = — [ f(x)dx

Véta : Existuji-li integraly [ f(x)dx | fcb f(x)dx, pak je funkce f(x) integrabilni
i na intervalu (a, b) a plati f: f(x)dx = [ f(x)dx + fcb f(x)dx.

Veta : Jsou-li funkce f(x) a g(x) integrovatelné na (a, b) a plati-li pro

Vx € (a,b) : f(x) > g(x), pak také plati [ f(x)dx > [ g(x)dx.

Veta : Pro funkce f(x) a g(x) integrovatelné na intervalu (a, b) a libovolné
konstanty «, 3 je integrovatelna i funkce af(x) + Sg(x) a plati:

J2(af(x) + Bg(x))dx = a [ f(x)dx + 8 [2 g(x)dx.



UrcCity integral - vypocet

Pro funkci f(x) integrovatelnou na (a, b) a libovolné xy € (a, b) plati: Funkce
F(x) : fXO f(t)dt je spojita na (a, b) a ve vSech bodech spojitosti funkce f(x)

plati: F'(x) = f(x) (tedy je-li f(x) spojita, pak je F(x) jeji primitivni funkci).
Véta : Newtonova formule:

Je-li f(x) spojita na (a, b) a F(x) je jeji libovolna primitivni funkce, pak:
J2 f(x)dx = F(b) - F(a),

piSeme téz f f(x)dx = [F(x)] = F(b) — F(a).

Priklad : Spoctéte urCity integrél pro f(x) =x+1, a=1, b=3.
Redeni: [J(x +1)dx = [x2/2+x]3=9/2+3—(1/2+1) =6

Priklad : Spoététe urdity integrél pro f(x) = ¢/x, a=0, b= 1
Redeni: [ /xdx = [3x*/3/4] = 3/4.



UrcCity integral - integracni metody

Per partes v urCitém integralu
Jestlize funkce u(x), v(x) maji spojité derivace na (a, b), pak plati:

J2 U () v(x)dx = [u(x) V()5 — [2 u(x)v/(x)ax
U=x v=In(x+1)
u=x2/2 v =1/(x+1)

1 ° 1 2141 ’
Jo spydx = 3In2 —0 — [ 5= ax = ln2——f0( —”m) dx —
Yn2 — 3% —x+in(x+ ]y =2m2 -1+ 1 - tin2-0=}

PFiklad : [ xin(x + 1)dx = = [ in(x + N)]§ -

Substituce v urcitém integralu

Jestlize u = ¢p(x) ma spojitou derivaci na (a, b) a je-li f(u) spojita na ¢((a, b)),

pak plati [, f(ip(x))¢' (X)ax = [53) f(u)au.

Priklad :

; U=x>+2x+3 ;

—1 xzj—;_):+3 ax = —1 ;_XZ?Z—‘)_EFS dx = du = (2X + 2)dX =3 f %dX —
u(-1)=2, u(0) =3

slin(u)]3 =

Pavnamlba = Primitival fiinkra k X+ A 1 1a(v2 1 9v 1 2\ VVeladak

3
ln§

N|—



Nevlastni integral

Nevlastnim integralem vzhledem k intervalu rozumime urcity integral, kde
plati: a = —oc nebo b = .

Definice : Definujeme [° f(x)dx = lim;_.. [, f(x)dx, pokud tato limita
konverguje. V opacném pripadé rekneme, Ze integral diverguje. Analogicky

definujeme [°_ f(x)dx = lim;,_, [, f(x)dx.
Priklad :
1 1

o0 ST 1,1 1
[ Hdx = lim_ f2 Zax =limi e [—5], =M =3+ 5 =0+ 3 = 3.

Integral f x)dx nazveme konvergentnim, pokud pro néjaké c € R
konverguji oba integraly [©_ f(x)dx, [>° f(x)dx, potom definujeme

[ f(x)dx = [°__f(x)dx + [ f(x)dx.

. 2t = x — 1

’ . L 1 L _
Piiklad : [~ —— 2X+5dx e I 1)2+4dx_‘ 2dt—dx ‘_
J_ t2+42dt =5 /7 t2+1 =3 f—oo 7ot + 3 )0 P +

3 arcig(1)]°... + 3[aroig( )]o 10 F4z-0)=1



Nevlastni integral

Nevlastni integral vzhledem k funkci
Jestlize f(x) je neomezena v bodé b, ale je omezena na intervalu (a, t) pro

libovolné t € (a, b), pak definujeme fab f(x)dx = lim;_p_ f; f(x)dx, pokud
tato limita existuje. Jinak rekneme, Ze integral diverguje. Analogicky se pro
funkci neomezenou v bodé a definuje [2 f(x)dx = lim, 4, [} f(x)dx.
Pfiklad : [ J=dx = lim; o f, w=ax = lim;_ o, [5x*/5/4]] =

lim;_0.(5/4 —5vVt4/4) =5/4 — 0 =5/4.

Poznamka : Je-li funkce f(x) je neomezend v bodeé c € (a, b), pak

definujeme f: f(x)dx = fac f(x)dx + fcb f(x)dx, pokud oba integraly na praveé
strané existuji.

PFiklad : Spodtéte: [~ - dkx.
Spatny postup: [ cdx = [In|x — 1|2 = In1 —In1 =0
Spravne: funkce neni definovana v bode 1, tedy

2 1 2 . .
o w7 dX = Jo X+ [T g dx = lime g [In|x = 1(]g 4 limeq[In)x = 1]]7 =

oo — In1 + In1 — oo, integral diverguje.



Funkce vice promennych

Necht n € N, uvazujme D C R” (prostor usporadanych n-tic realnych cCisel).
Zobrazeni mnoziny D do R nazveme funkci n promennych. PiSeme
z=1f(x1,Xo,...,Xn), kde [x1, Xo,..., Xp] € R".

Poznamka : Metrika v R"

Budeme pozivat euklidovskou metriku (vzdalenost); vzdalenost mezi
A=lay,as,...,an) € R"aB=[by,bo,..., by € R" je definovana jako

,O(A,B): \/(31 —b1)2—|—(32—b2)2—|—...—|—(an—bn)2.

Obdobné jako u funkce jedné proménné tedy muzeme definovat okoli bodu
A=la,a,...,an € R". Pro § > 0 nazveme ¢ - okolim bodu A mnozinu
v8ech bodu z R”, jejichz vzdalenost od bodu A je mensi nez ¢;

Us(A) ={X e R" p(X,A) <d}



Limita funkce vice proménnych

Definice : Rikame, Ze funkce f(xq, Xz, . .., X,) ma v bodé X° = [x¥, x2,..., x7]
limitu rovnu A € R a piseme limy_, yo f(X) — A, jestlize pro Ve > 036 > 0 tak,

ze f(X) je definovana v ryzim okoli Us(X°) \ {X°} a pro véechna X z tohoto
okoli plati: [f(X) — A| < e. (tj."pro véechna X blizka X° plati f(X) ~ A.)

Poznamka : Pro pocitani s limitami plati analogicka pravidla jako u funkce
jedné proménné. Obdobné se zavadeji i nevlastni limity.

Definice : If{ekneme, ze funkce f(xq, X2, . . ., Xn) je spojita v bodé
X0 =1[x?,x2,...,x7], jestlize ma v tomto bodé limitu a plati:

limy_, xo F(X) = f(X°).

Priklad : Funkce f(x,y) =
[0, 0].

- +y2 je spojita ve v8ech bodech R? kromé bodu



Parcialni derivace

Uvazujme nejprve funkci dvou promennych f(x, y) a polozme y rovno
konstanté y,. Dostaneme funkci jedné promenné, oznacme ji g(x) = f(x, yo)-
Jestlize ma tato funkce derivaci v bodé Xy, tj. existuje-li

g'(X0) = limy_,, f(x’yo))(:f(g’“”y"), nazveme ji parcialni derivaci funkce f(x, y) v

bodé [xo, ¥o] podle promenné x. OznacCujeme ji f,(Xxo, Yo) nebo f(xo, ¥o)

nebo W . Analogicky se definuje parcialni derivace podle y.

Poznamka : Pro funkci n proménnych se parcialni derivace definuji obdobné.
Derivujeme-li podle x;, ostatni proménné povazujeme za konstanty. Parcialni
derivace funkce f(X) v bodé X° znacime napriklad

1, (X0), £, (X0), ..., f1 (XO).

Priklad : Funkce f(x,y) = x4+ 3y? +5xy — 4x 4+ y — 1 ma parcialni derivace
f(x,y) =2x+0+5y —-4+0af(x,y)=0+6y+5x—0+1
Priklad : Funkce f(x,y,z) = ; -~ ma parcialni derivace

1.(y+2°%)—x.0 0.(y+2%)—x.1 _
f;(X,y, Z) — (}(/;__fzg)zx (y+22) f/(X y7 Z) (y;—_fzg)zx — m a

0. 2)—x.2 _
fz/(X7y7 Z) — (y(_;j_z)z)é( Z = (y_|_22X22)2




Parcialni derivace vysSich

Uvazujme oblast 2 C R”, kde ma funkce f(xq, x2, . . ., X,) derivaci podle x;

(i e {1,...,n}), f. Pokud ma funkce f,. v nejakém bode X, € Q2 derivaci podle
X;, nazveme ji parcialni derivaci druhého radu podle x; a x; a znacime

fix(X0) nebo f7, (Xp) nebo Z700)

92f(Xp)
8x,.2 :

Poznamka : Jestlize i = j, piSeme £/ nebo

Priklad : Vypoctéte vsechny parcialni derivace druhého radu pro funkci
f(x,y,2) =3x% + y? 4+ z° — xyz.

fe =6x —yz, f, =2y — xz, f, = 3z° — xy,

for =6, fy = 2. fz: = 62,

Z, fyy = —Y, fyz = —X,

Z, fhx =—-Y, by =—X.

fxy

fyx

Veéta : Jestlize ma funkce f spojité parcialni derivace az do fadu k v néjakém
okoli Us(Xy) bodu Xy, nezalezi na poradi, ve kierém derivujeme, tedy napr.

fixg (X0) = T, (X0)



Totalni diferencial

Definice : Uvazujme bod X° = [x?,...,x?] € R". Ma-li funkce f v okoli
Us(Xo) bodu Xy spoijité parcialni derivace prvniho radu, definujeme linearni
zobrazeni df(dx,...,dx,) = f; (Xo).dx; +...f (Xp).dx, Toto zobrazeni

nazyvame totalnim diferencialem funkce f v bodeé Xj. (misto dx; piSeme
nékdy také x; — x?)

Poznamka : Pro n =2 je vztahem

z = f(Xo, ¥o) + df(dx, dy) = f(Xo, o) + fx(Xo0, Yo) (X — Xo) + fy (X0, Yo)(¥ — Yo)
definovana tecna rovina ke grafu funkce f(x, y) v bode T = [xo, Vo, Zo].

Priklad : UrCete diferencial funkce f(x, y) = e’ =¥ vbodé T = [1,1]
Reseni: Funkce ma parcialni derivace f,(x, y) = e~ %" . 2x,

f(x,y) = e’(zv—y2 : (—2y)..Tedy r(1,1)=¢6"-2=2, f(1, 1) = —v2. F)ifer.encliél
funkce v bode T = [1,1] je df(dx, dy) = 2dx — 2dy. Rovnice tecné roviny je
z=e"+2(x—1)-2(y —1)=1+2x—2y.

Poznamka : Pridanim dalSich ¢lenu s derivacemi vySSich radu bychom
dostali Tayloruv polynom vys§siho stupné.



Lokalni extrémy

Rekneme, Ze funkce f(X) mé lokalni minimum v bodé X° e R”, jestlize
existuje okoli Us(X?) takové, Ze pro v8echna X € Us(X°) plati: f(X°) < f(X).
Analogicky lokalni maximum.

Poznamka : V pripadé ostrych nerovnosti mluvime o ostrych lokalnich
extrémech.

Véta : Ma-li funkce f(X) v bodé X° lokalni extrém, pak v§echny parcialni
derivace, které zde existuji, musi byt rovny 0

Poznamka : Body, ve kterych jsou v§echny parcialni derivace nulové,
nazyvame stacionarni.

PFiklad : Najdéte stacionarni body funkce f(x, y) = x® + 3y + 6xy + 1.
f, = 3x* + 6y, f, = 6y + 6X.

Rovnice pro stacionarni bod jsou

3x2 +6y =0, 6y +6x =0.

Z druhé rovnice dostaneme y = —x a po dosazeni do prvni dostaneme
kvadratickou rovnici 3x? — 6x = 0, jeji kofeny jsou x; = 0, x, = 2. Potom
y1 =0, y» = —2. Nasli jsme dva stacionarni body [0, 0], [2, —2].



Lokalni extrémy

Uvazujme funkci f(x, y) a jeji stacionarni bod [xo, yo]. Pokud jsou v neéjakém
okoli bodu [xg, yo] spojité parcialni derivace druhého radu, polozime

f)/(/(X()ayO) f),(;/(x()vy())
fyx(X0, o) £/ (X0, Yo)
V pripade, ze A(Xxp, yo) < 0, neni v bodeé [xg, yp| lokalni extrém (potom bod
[X0, Vo] nazyvame sedlovy bod). Je-li A(xg, o) > 0, je v bodé [xo, yo] lokalni
extrém, a to minimum pro f/(xo, Yo) > 0 a maximum pro f/(xo, yo) < O.
Pfiklad : Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = x3 4+ 3y? +6xy +1 z
predchoziho pfikladu.

Nejprve spocteme parcialni derivace druhého radu, zderivujeme funkce

f, = 3x*+ 6y af, =6y +6x:

fi =6x, f, =1, =6,1f =6.

Sestavime determinant matice druhych derivaci v bodeé [0, 0]:

A(0,0) = g g =0-6.6 =-36 < 0.V bode [0, 0] je tedy sedlovy bod.
Pro [2, —2] dostaneme A(2,-2) = 12.6 — 6.6 = 36 > 0, jde tedy 0 extrém a
protoze f/(2,—-2) = 12 > 0, je v bodé [2, —2] lokalni minimum.

A(Xo, Yo) =




