l. vypocCet integralu substituci:

hledame [ f(o(t))¢'(t)at.

m Zvolime substituci x = p(1).
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l. vypocCet integralu substituci:

hledame [ f(o(t))¢'(t)at.

m Zvolime substituci x = ¢(t).

m VypocCitame dx = ¢/(t)dt.

m Do daného integralu dosadime za ¢(t) a ¢'(t)dt a dostaneme
J f(x)dx.



l. vypocCet integralu substituci:

hledame [ f(o(t))¢'(t)at.

m Zvolime substituci x = ¢(t).

m VypocCitame dx = ¢/(t)dt.

m Do daného integralu dosadime za ¢(t) a ¢'(t)dt a dostaneme
J f(x)dx.

m Vypocitdme F(x) = [ f(x)dx.



l. vypocCet integralu substituci:

hledame [ f(o(t))¢'(t)at.

m Zvolime substituci x = ¢(t).

m VypocCitame dx = ¢/(t)dt.

m Do daného integralu dosadime za ¢(t) a ¢'(t)dt a dostaneme
J f(x)dx.

m Vypocitdme F(x) = [ f(x)dx.

m Ur¢ime interval /, na kterém plati F'(¢(t)) = f(o(1))¢'(£).



l. vypocCet integralu substituci:

hledame [ f(o(t))¢'(t)at.

m Zvolime substituci x = ¢(t).

m VypocCitame dx = ¢/(t)dt.

m Do daného integralu dosadime za ¢(t) a ¢'(t)dt a dostaneme
J f(x)dx.

m Vypocitdme F(x) = [ f(x)dx.

m Ur¢ime interval /, na kterém plati F'(¢(t)) = f(o(1))¢'(£).

m Hledany integral je [ f(¢(t))¢'(t)dt = F(p(t)) + ¢, tel.



Pfiklad: Vypocitejte [ sin(2x)dx.



Pfiklad: Vypocitejte [ sin(2x)dx.
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Pfiklad: Vypocitejte [ sin(2x)dx.

Reseni:

/sin(2x)dx = %/sin(2x).2dx =

substituce  u=2x
du = 2dx




Pfiklad: Vypocitejte [ sin(2x)dx.

Reseni:

/sin(2x)dx = %/sin(2x).2dx =

substituce  u=2x
du = 2dx

= %/sin(u)du:




Pfiklad: Vypocitejte [ sin(2x)dx.

Reseni:

/sin(2x)dx = %/sin(2x).2dx =

substituce  u=2x
du = 2dx

= %/sin(u)du = %(—COS(U)) +c



Pfiklad: Vypocitejte [ sin(2x)dx.

Reseni:

/sin(2x)dx = %/sin(2x).2dx =

substituce  u=2x
du = 2dx

= %/sin(u)du = %(—cos(u)) +c= %(—cos(2x)) +c¢, xeR.



Priklad: Vypocitejte [ €3 dXx.



Priklad: Vypocitejte [ €3 dXx.

Reseni:
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Priklad: Vypocitejte [ €3 dXx.

Reseni:
/e3X+1 ax = % /e3x+1 3dx =

substituce u = 3x + 1
du = 3dx




Priklad: Vypocitejte [ €3 dXx.

Reseni:
/e3X+1 ax = % /e3x+1 3dx =

substituce u = 3x + 1
du = 3dx

= %/e".du




Priklad: Vypocitejte [ €3 dXx.

Reseni:
/e3X+1 ax = % /e3x+1 3dx =

substituce u=3x+1 |
du = 3dx

I Y AV
_S/e.du_se +c



Priklad: Vypocitejte [ €3 dXx.

Reseni:
/e3X+1 ax = % /e3x+1 3dx =

substituce u=3x+1 |
du = 3dx

1 1 1
:g/e”.du:§e”+c:§e3”‘+c, x € R.



Pfiklad: Vypocitejte [ *~dx.

X241



P
fiklad: Vypocitejte [ %

x2+1

/x2+1 /
T2 2-|-1




Priklad: Vypocitejte [ *

x2+1

/x2+1 2/ 2+1

substituce U= x? + 1
du = 2xdx




Priklad: Vypocitejte [ *

x2+1

/x2+1 2/ 2+1

substituce U= x? + 1
du = 2xdx

1 1
25/3"“:




iklad: Vypocitejte [ 2

x2+1

/x2+1 2/ 2+1

substituce U= x? + 1
du = 2xdx

1 1 1
—E/Udu:51n|u|+c:



iklad: Vypocitejte [ 2

x2+1

/x2+1 2/ 2+1

substituce U= x? + 1
du = 2xdx

1 /1 1 1,
_§/Udu_§/n|u|+0—§/n|x +1|+c¢, xeR.



Poznamka : Pro funkci (f), kterd je nenulova na intervalu / a ma

zde derivaci /(1) plati: [ £@dt = Info(t)| + ¢, te I (1) #0.



Poznamka : Pro funkci (f), kterd je nenulova na intervalu / a ma

zde derivaci /(1) plati: [ £@dt = Info(t)| + ¢, te I (1) #0.

Dukaz:



Poznamka : Pro funkci (f), kterd je nenulova na intervalu / a ma
zde derivaci ¢/(t) plati: [ £0dt = Injo(t)| + ¢, t € I : o(t) #0.

(1)

Dukaz:

Ovérte sami.
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na intervalu J.

m Zvolime substituci x = () tak, aby na J existovala =" (x).



1. vypocet integralu substituci: hledame [ f(x)dx

na intervalu J.

m Zvolime substituci x = () tak, aby na J existovala =" (x).

m Vypocitame dx = ¢/(t)dt a do daného integralu dosadime misto
x vyraz ¢(t) a misto dx vyraz ¢'(t)dt.



1. vypocet integralu substituci: hledame [ f(x)dx

na intervalu J.

m Zvolime substituci x = () tak, aby na J existovala =" (x).

m Vypocitame dx = ¢/(t)dt a do daného integralu dosadime misto
x vyraz ¢(t) a misto dx vyraz ¢'(t)dt.
m Uréime G(t) = [ f(¢(1))¢'(t)dt.



1. vypocet integralu substituci: hledame [ f(x)dx

na intervalu J.

m Zvolime substituci x = () tak, aby na J existovala =" (x).

m Vypocitame dx = ¢/(t)dt a do daného integralu dosadime misto
X vyraz p(t) a misto dx vyraz '(t)dt.

m Uréime G(t) = [ f(¢(1))¢'(t)dt.

m Dosadime do G(t) misto t vyraz ¢~ '(x) a dostaneme
F(x) = G(e~'(x))-



1. vypocet integralu substituci: hledame [ f(x)dx

na intervalu J.

m Zvolime substituci x = () tak, aby na J existovala =" (x).

m Vypocitame dx = ¢/(t)dt a do daného integralu dosadime misto
X vyraz p(t) a misto dx vyraz '(t)dt.

m Uréime G(t) = [ f(¢(1))¢'(t)dt.

m Dosadime do G(t) misto t vyraz ¢~ '(x) a dostaneme
F(x) = G(e~'(x))-

m Zkontrolujeme, zda na intervalu J plati F'(x) = f(x).



Priklad: Vypocitejte [ v1 — x2dx, x € (—1,1).

Reseni:



Priklad: Vypocitejte [ v1 — x2dx, x € (—1,1).

Reseni:

/ VA~ x2dx =



Priklad: Vypocitejte [ v1 — x2dx, x € (—1,1).

Reseni:

/ﬂdx:

substituce  x =sin(t) te(-w/2,7/2)
dx = cos(t)dt




Priklad: Vypocitejte [ v1 — x2dx, x € (—1,1).

Reseni:

/ﬂdx:

_ | substituce  x =sin(t) te(-m/2,7/2) ‘ B

dx = cos(t)dt

/\/1 — sin?(t)cos(t)dt = /cos (Hdt =




Priklad: Vypocitejte [ v1 — x2dx, x € (—1,1).

Reseni:

/ﬂdx:

_ | substituce  x =sin(t) te(-m/2,7/2) ‘ _

dx = cos(t)dt

/\/1 — sin?(t)cos(t)dt = /cos (Hdt =

_ [cos@2t)+1 . sin(2t) ¢
_/ 5 dt= 7] +§+c,xe( 1,1).




Priklad: Vypocitejte [ v1 — x2dx, x € (—1,1).

/ﬂdx:

substituce  x = sin(t) te(—n/2,7/2) | _
dx = cos(t)dt o

/\/1 — sin?(t)cos(t)dt = /cos (Hdt =

_/cos(2t) 1dt— sin(2t) t

5 == +§+c,xe(—1,1).
Nyni je nutné vratit se k plvodni proménné x. Pro t € (—7/2,7/2)
vyjadiime t = arcsin(x) a protoze

sin(2t) = 2sin(t)cos(t) = 2sin(t)y/1 — sin3(t),



fiklad: Vypocitejte [ v1 — x2dx, x € (—1,1).

/ﬂdx:

substituce  x =sin(t) te(—w/2,7/2) | _
dx = cos(t)dt o

:/\/1 — sin?(t cos(t)dt:/cosz(t)dt:

f/COS(Zt)JHdt: sin(2t) t

5 4 +§+c,xe(—1,1).

Nyni je nutné vratit se k plvodni proménné x. Pro t € (—n/2,7/2)
vyjadiime t = arcsin(x) a protoze

sin(2t) = 2sin(t)cos(t) = 2sin(t)y/1 — sin3(t),

dostaneme vysledek V1= st ¢




Opakovani - rozklad polynomu v realném oboru:

Necht f(x) = apx™ + ...+ a1x + ap je realny polynom.



Opakovani - rozklad polynomu v realném oboru:

Necht f(x) = anx" + ...+ aix + ap je reélny polynom.

Pak f(x) Ize zapsat ve tvaru

F(x) = an(x — ) (x = B) ... (x = 7)™ [(x — &P + L. .. [(x — )2 + &7,



Opakovani - rozklad polynomu v realném oboru:

Necht f(x) = anx" + ...+ aix + ap je reélny polynom.

Pak f(x) Ize zapsat ve tvaru

f(x) = an(x — a)K(x = B) ... (x =)™ [(x — a2 + LA ...

kde
a € R je k - nasobny kofen f(x),
3 € R je I - nasobny koten f(x),

~ € R je m - nasobny kofen f(x),

[(x =

c)? + d?9,



Opakovani - rozklad polynomu v realném oboru:

Necht f(x) = anx" + ...+ aix + ap je reélny polynom.

Pak f(x) Ize zapsat ve tvaru

F(x) = an(x — ) (x = B) ... (x = 7)™ [(x — &P + L. .. [(x — )2 + &7,

kde
a € R je k - nasobny kofen f(x),
3 € R je I - nasobny koten f(x),

~ € R je m - nasobny kofen f(x),
a =+ ib jsou komplexné sdruzené neredlné kofeny nasobnosti p,

¢ + id jsou komplexné sdruzené nerealné kofeny nasobnosti g.



Priklad: RozloZte v realném oboru polynom

f(x) =x°>—x* - x+1.



Priklad: RozloZte v realném oboru polynom

f(x) =x°>—x* - x+1.

Reseni:

Polynom f(x) = x® — x* — x +1 méa kofen x = 1, protoze f(1) = 0.



Priklad: RozloZte v realném oboru polynom

f(x) =x°>—x* - x+1.

Reseni:
Polynom f(x) = x® — x* — x +1 méa kofen x = 1, protoze f(1) = 0.

Muzeme zapsat

f(X)=x*x=1)—(x=1)=(x - 1)(x* - 1).



Priklad: RozloZte v realném oboru polynom

f(x) =x°>—x* - x+1.

Reseni:

Polynom f(x) = x® — x* — x + 1 ma kofen x = 1, protoze f(1) = 0.

Muzeme zapsat
fX)=x*x—1)—(x—=1)=(x - 1)(x* - 1).
Podle vzorce a* — b* = (&% — b?)(a2 + b?) Ize dale rozlozit

F() = (x = 1) = 1) +1) = (x = 1)(x = )(x + 1)(>* + 1).



Priklad: RozloZte v realném oboru polynom

x4 — x+1.

Reseni:
Polynom f(x) = x® — x* — x + 1 ma kofen x = 1, protoze f(1) =

Muzeme zapsat
f)=x*x—1)—(x—=1)=(x - 1)(x* - 1).
Podle vzorce a* — b* = (&% — b?)(a2 + b?) Ize dale rozlozit
) = (x = 1)(x® = 1)+ 1) = (x = )(x = )(x + 1)(x* +1).
Tedy realny rozklad f(x) je
)=

f(x) = (x —1)2(x +1)(x2 +1).



Racionalni lomena funkce

Definice : Racionalni lomenou funkci nazyvame funkci tvaru
f(x) = %, kde p(x), q(x) jsou polynomy.



Racionalni lomena funkce

Definice : Racionalni lomenou funkci nazyvame funkci tvaru
f(x) = %, kde p(x), q(x) jsou polynomy.

Je-li stupen polynomu p(x) mensi nez stupen polynomu q(x),
nazveme f(x) ryze lomenou funkci.



Racionalni lomena funkce

Definice : Racionalni lomenou funkci nazyvame funkci tvaru
f(x) = %, kde p(x), q(x) jsou polynomy.

Je-li stupen polynomu p(x) mensi nez stupen polynomu q(x),
nazveme f(x) ryze lomenou funkci.

Poznamka : Pokud neni stupen p(x) men&i nez stupen q(x),
nazyvame funkci f(x) neryze lomenou a Ize ji zapsat jako soucet
polynomu a ryze lomené funkce.



Ptiklad: f(x) = £+2¢+3x-1 je neryze lomena

X241
racionalni funkce. Vydélte polynomy se zbytkem.




Ptiklad: f(x) = £+2¢+3x-1 je neryze lomena

X241
racionalni funkce. Vydélte polynomy se zbytkem.

Reseni:

(x¥+2x2+3x—-1): (x¥2+1)=



Ptiklad: f(x) = £+2¢+3x-1 je neryze lomena

X241
racionalni funkce. Vydélte polynomy se zbytkem.

Reseni:

(x3+2x2+3x—-1): (x®2+1)= x



Ptiklad: f(x) = £+2¢+3x-1 je neryze lomena

X241
racionalni funkce. Vydélte polynomy se zbytkem.

Reseni:

(x3+2x24+3x—1): (X¥*+1)= x
—(x*+x)



Ptiklad: f(x) = £+2¢+3x-1 je neryze lomena

X241
racionalni funkce. Vydélte polynomy se zbytkem.

Reseni:

(x3+2x24+3x—1): (X¥*+1)= x
—(x®+x)
2x% +2x — 1



Ptiklad: f(x) = £+2¢+3x-1 je neryze lomena

X241
racionalni funkce. Vydélte polynomy se zbytkem.

Reseni:

(xX¥+2x2+3x—1): (X®+1)= x+2
—(x*+x)
2x% +2x — 1



Ptiklad: f(x) = £+2¢+3x-1 je neryze lomena

X241
racionalni funkce. Vydélte polynomy se zbytkem.

Reseni:

(xX¥+2x2+3x—1): (X®+1)= x+2
~(x* +x)

2x% +2x — 1

—(2x2 4+ 2)



Ptiklad: f(x) = £+2¢+3x-1 je neryze lomena

X241
racionalni funkce. Vydélte polynomy se zbytkem.

Reseni:

(xX¥+2x2+3x—1): (X®+1)= x+2
~(x* +x)

2x% +2x — 1

—(2x2 4+ 2)

2x — 3...zbytek



Ptiklad: f(x) = £+2¢+3x-1 je neryze lomena

X241
racionalni funkce. Vydélte polynomy se zbytkem.

Reseni:

(xX¥+2x2+3x—1): (X®+1)= x+2
~(x* +x)

2x% +2x — 1

—(2x2 4+ 2)

2x — 3...zbytek

Tedy f(x) = x +2+ 23




Rozklad na parcialni zlomky

Necht R(x) = % je ryze lomena realnd racionalni funkce, jejiz
Citatel a jmenovatel nemaji stejny koren.

Potom existuji redlna €isla Ay, ..., Ak, By,..., B,..., Cy,..., Cpa
M1,N1,...,Mp,Np,...7P1,Q1,...,Pq,thak,zeplatl’
Ax A
R(x) = i ——
= G—af T T ey
L S -
x=p " x=/"
Cm C1
...+ +
(x —y)m (x =)
MpX+Np Mix + N
x—agsep T T (x—apyep T
Pox + Qq Pix + @

B A A FEr



kdea, 3, ..., v, & b,..., ¢, djsou realna Cisla a

k,I,..., m p,..., qjsou pfirozena ¢isla dana rozkladem
jmenovatele

q(x) = ap(x—a)(x=B)" ... (x=y)"-[(x—a)®+b?]P...[(x—c)?>+d?]q.

Konstanty v Citatelich ur€ime porovnanim vyraz( na pravé a levé
strané. (jde o tzv. metodu neuritych koeficient().



- g 2 v
RozloZte funkci f(x) = 25X+8 - na soudet

Xx2.(x—2).(x2+1)
parcialnich zlomkdu




Rozlozte funkci f(x) = - 851X48 _ na soudet

Xx2.(x—2).(x2+1)

parcialnich zlomkdu

Regeni: podle vzorce

8x°+Xx+6 A B C Dx+ E
f(x)_x2.(x—2).(x2+1) et xtx2 e




- g 2 v
RozloZte funkci f(x) = 25X+8 - na soudet

Xx2.(x—2).(x2+1)
parcialnich zlomku

Regeni: podle vzorce

() = 8x2+ X +6 _A_ B _C  Dx+E
X2 (x—2).(x2+1)  x2 x x-2 x241°

Upravime zlomky na pravé strané na spolecny jmenovatel:

Ax —2)(x2 +1) + Bx(x —2)(x2 +1) + Cx3(x® + 1) + (Dx + E)x?(x — 2)
x2.(x —2).(x2 + 1) '




Rozlozte funkei f(x) = M na soudet

x2.(x—2).(x2+1

parcialnich zlomku

Regeni: podle vzorce

() = 8x2+ X +6 _A_ B _C  Dx+E
X2 (x—2).(x2+1)  x2 x x-2 x241°

Upravime zlomky na pravé strané na spolecny jmenovatel:

Ax —2)(x2 +1) + Bx(x —2)(x2 +1) + Cx3(x® + 1) + (Dx + E)x?(x — 2)
x2.(x —2).(x2 + 1) '

Citatel se musi rovnat gitateli ptivodniho zlomku:



- g 2 v
RozloZte funkci f(x) = 25X+8 - na soudet

Xx2.(x—2).(x2+1)
parcialnich zlomku

8x2+x+6= A(X®—2x2+x—2)+B(x*—2x3 4+ x2 - 2x)+
+C(x* + x2) + D(x* — 2x3) + E(x® — 2x2).
Porovnanim koeficientl u jednotlivych mocnin x dostaneme soustavu
rovnic



Rozlozte funkei f(x) = M na soudet

x2.(x—2).(x2+1

parcialnich zlomku

8x2+x+6= A(X®—2x2+x—-2)+B(x* —2x3 4+ x2 - 2x)+
+C(x* + x2) + D(x* — 2x3) + E(x® — 2x2).
Porovnanim koeficientl u jednotlivych mocnin x dostaneme soustavu
rovnic

mx*:0=B+C+D



Rozlozte funkei f(x) = M na soudet

x2.(x—2).(x2+1

parcialnich zlomku

8x2+x+6= A —2x2+x—-2)+B(x* —2x3 4+ x2 - 2x)+
+C(x* + x2) + D(x* — 2x3) + E(x® — 2x2).
Porovnanim koeficientl u jednotlivych mocnin x dostaneme soustavu
rovnic
mx*:0=B+C+D
mx3:0=A-2B-2D+E



- g 2 v
RozloZte funkci f(x) = 25X+8 - na soudet

Xx2.(x—2).(x2+1)
parcialnich zlomku

8x2+x+6= A(X®—2x2+x—2)+B(x*—2x3 4+ x® —2x)+
+C(x* + x?) + D(x* — 2x3) + E(x® — 2x?).
Porovnanim koeficientl u jednotlivych mocnin x dostaneme soustavu
rovnic

mx*:0=B+C+D
mx3.0=A-2B-2D+E
mx?:8=-2A+B+C-2E



- g 2 v
RozloZte funkci f(x) = 25X+8 - na soudet

Xx2.(x—2).(x2+1)
parcialnich zlomku

8x2+x+6= A(X®—2x2+x—-2)+B(x*—2x3+x2 - 2x)+
+C(x* + x2) + D(x* — 2x3) + E(x® — 2x2).
Porovnanim koeficientl u jednotlivych mocnin x dostaneme soustavu
rovnic

mx*:0=B+C+D
mx:0=A—-2B-2D+E
mx2:8=-2A+B+C-2E
mx':1=A-2B



- g 2 v
RozloZte funkci f(x) = 25X+8 - na soudet

Xx2.(x—2).(x2+1)
parcialnich zlomku

8x2+x+6= A(X®—2x2+x—2)+B(x*—2x3 4+ x2 - 2x)+
+C(x* + x2) + D(x* — 2x3) + E(x® — 2x2).
Porovnanim koeficientl u jednotlivych mocnin x dostaneme soustavu
rovnic

mx*:0=B+C+D
mx:0=A—-2B-2D+E
mx2:8=-2A+B+C-2E
mx':1=A-2B
mx':6=-2A



- g 2 v
RozloZte funkci f(x) = 25X+8 - na soudet

Xx2.(x—2).(x2+1)
parcialnich zlomku

8x2+x+6= A(X®—2x2+x—2)+B(x*—2x3 4+ x2 - 2x)+
+C(x* + x2) + D(x* — 2x3) + E(x® — 2x2).
Porovnanim koeficientl u jednotlivych mocnin x dostaneme soustavu
rovnic

mx*:0=B+C+D
mx3:0=A-2B—-2D+E
mx2:8=-2A+B+C—-2E
mx':1=A-2B
mx':6=-2A
Spocteme postupné A= -3,B=-2,D=0,E=-1,C=2.



- g 2 v
RozloZte funkci f(x) = 25X+8 - na soudet

Xx2.(x—2).(x2+1)
parcialnich zlomku

8x2+x+6= A(X®—2x2+x—2)+B(x*—2x3 4+ x2 - 2x)+
+C(x* + x2) + D(x* — 2x3) + E(x® — 2x2).

Porovnanim koeficientl u jednotlivych mocnin x dostaneme soustavu
rovnic

mx*:0=B+C+D

mx3:0=A-2B-2D+E

mx?:8=-2A+B+C-2E

mx':1=A-2B

mx":6=-2A
Spocéteme postupné A= -3,B=-2,D=0,E=-1,C=2.
Racionalni lomenou funkci f(x) Ize tedy zapsat ve tvaru

-3 -2 2 —1
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Priklad: Integrujte funkci z pfedchoziho prikladu

Reseni: P¥i integraci racionalni lomené funkce vyuzijeme rozkladu na
parcialni zlomky, dostaneme tak soucet nékolika jednodussich
integrald.
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= —3(—x"") = 2In|x| 4 2In|x — 2| — arctg(x) + c.




