Kapitola 1.: Zakladni pojmy matematickeé statistiky

Cil kapitoly

Po prostudovani této kapitoly budete

- rozumét pojmu ,,ndhodny vybér*

- znat vlastnosti dulezitych statistik odvozenych z nahodného vybéru

- znt vlastnosti bodovych a intervalovych odhadii parametrti a parametrickych funkci

- umét formulovat nulovou a alternativni hypotézu o parametru ¢i parametrické funkci

- znat tii zpusoby, jak testovat nulovou hypotézu proti alternativni hypotéze na dané hladiné
vyznamnosti

- schopni spravn¢ naplanovat pokus

- rozeznavat jednoduché, dvojné a mnohondsobné pozorovani

- vramci dvojného pozorovani rozliSovat dvouvybérové a parové porovnavani

- v ramci mnohondsobného pozorovani rozliSovat mnohovybérové a blokové porovnavani

Casova zatéz
Na prostudovani této kapitoly a splnéni ukolt s ni spojenych budete potiebovat asi 10 hodin
studia.

1.1. Motivace

Pti aplikaci metod popisné statistiky dospivame pomoci zjisténych dat k zavériim, které
se tykaji pouze vybérového souboru. Naproti tomu matematicka statistika ndm umoziuje na
zéklad¢ znalosti nahodného vybéru a statistik z n€j odvozenych (tj. napt. vybérového prime-
ru, vybérového rozptylu, vybérového koeficientu korelace, hodnoty vybérové distribucni
funkce apod.) ucinit zavéry o parametrech nebo tvaru rozlozeni, z néhoz dany ndhodny vybér
pochazi. Casto se jedna o bodové & intervalové odhady parametrii a parametrickych funkei a
testovani hypotéz o nich.

Abychom mohli spravné vyhodnotit vysledky pokusu, musi byt pokus dobte naplano-
van. V zévislosti na zamérech experimentatora rozezndvame nékolik typa uspotradani pokusi:
jednoduché pozorovani (zkoumaji se hodnoty ndhodné veli¢iny pozorované za tychz podmi-
nek), dvojné pozorovani (zkouma se rozdilnost hodnot ndhodné veli¢iny pozorované za dvo-
jich riznych podminek) a mnohonasobné pozorovani (zkouma se rozdilnost hodnot nahodné
veli¢iny pozorované za r > 3 raznych podminek). Podle typu uspofadani pokusu pak volime
vhodnou statistickou metodu. V tomto textu probereme pouze ty nejjednodussi typy uspoia-
dani pokust.

1.2. Nahodny vybér a statistiky odvozené z nahodného vybéru

1.2.1. Pojem ndhodného vybéru

Necht’ X, ..., X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, které maji vSechny stejné
rozlozeni L( 9 ). Rekneme, ze X1, ..., X, je ndhodny vybér rozsahu n z rozlozeni L( 9 ). (Ci-
selné realizace x, ..., X, ndhodného vybéru X, ..., X, uspoiadané do sloupcového vektoru

ptedstavuji datovy soubor.)

Necht' (X1,Y1), ..., (Xn,Yn) jsou stochasticky nezavislé dvourozmérné nahodné vektory,
které maji viechny stejné dvourozmérné rozlozeni Ly( 9 ). Rekneme, Ze (X1,Y)), ..., (Xu, Yu) je
dvourozmérny nahodny vybér rozsahu n z dvourozmérného rozlozeni Ly( 9 ). (Ciselné reali-



zace (X1,Y1), --., (Xn,¥n) Nndhodného vybéru (X;,Y1), ..., (X, Yn) uspofadané do matice typu 2xn
predstavuji dvourozmérny datovy soubor.)

Analogicky lze definovat p-rozmérny ndhodny vybér rozsahu n z p-rozmérného rozlo-
zeni Ly(9).

1.2.2. Pojem statistiky, priklady dilezitych statistik

Libovolna funkce T = T(X{, ..., X;) ndhodného vybéru Xy, ..., X, (resp. p-rozmérného
nahodného vybéru) se nazyva statistika.

a) Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér, n > 2.

. 1< o
Statistika M = — E X, se nazyva vybérovy primér,
n

i=1
len“ (X, =M)* vybérovy rozptyl,
n—145;

Statistika S =+/S* vybérova smérodatna odchylka.
Pro libovolné, ale pevné zvolené redlné Cislo x je statistikou téZ hodnota vybérové dis-
tribu¢ni funkce

Statistika S* =

F,(x)= lcard{i;Xi <x}.
n

b) Necht' X,,.... X, » s X,j5-.., X, Jer stochasticky nezavislych nahodnych vybéri

) In, *
T
orozsazich n, > 2,...,n, 2 2. Celkovy rozsah je n = an . Ozna¢me M,,...,M, vybérové
j=1
praméry a Slz,. ..,Sr2 vybé&rové rozptyly jednotlivych vybéra. Necht’ c,,...,c, jsou redlné

konstanty, asponi jedna nenulova

T
Statistika Zc iM; senazyva linearni kombinace vyberovych priméri.

j=1
- 2
Z (nj - lbj
Statistika S,> == se nazyva vazeny pramér vybérovych rozptyli.
n—r

¢) Necht’ (X1,Y1), ..., (X4, Yn) je ndhodny vybér z dvourozmérného rozlozeni. Ozna¢me
MFLZX“Mlex
nig nig

Statistika S, = Ll Zn: (Xi -M, )(Yi - Mz) je vybérova kovariance,
n—145

1 &X,-M, Y,-M

275

statistika R, =q1n—-143

2proS,S,#0 .
5 vybérovy koeficient korelace.

0 jinak
(Ciselné realizace m, s2, S, S12, I'1» statistik M, Sz, S, Si2, R odpovidaji ¢iselnym charakteris-
tikam znaktll v popisné statistice, ale u rozptylu, smérodatné odchylky, kovariance a koeficien-

. T 1 T . oy
tu korelace je multiplikativni konstanta 7 nikoli —, jak tomu bylo v popisné statistice.)
n- n



1.3. Bodové a intervalové odhady parametrii a parametrickych funkei

Vychazime z ndhodného vybéru Xj, ..., X, z rozlozeni L( 9 ), které zavisi na parametru
9. Mnozinu vsech ptipustnych hodnot tohoto parametru ozna¢ime =. Parametr 3 nezname a
chceme ho odhadnout pomoci daného nahodného vybéru (ptipadné chceme odhadnout néja-
kou parametrickou funkci h( 9 )).

Bodovym odhadem parametrické funkce h( 9 ) je statistika T, = T(X, ..., X;), kterd na-
byva hodnot blizkych h( S ), at’ je hodnota parametru 9 jakakoliv. Existuji rizné metody, jak
konstruovat bodové odhady (napf. metoda momentti ¢i metoda maximalni vérohodnosti, ale
témi se zde zabyvat nebudeme) a také rtizné typy bodovych odhadi. Omezime se na odhady
nestranng¢, asymptoticky nestranné a konzistentni.

Intervalovym odhadem parametrické funkce h( 9 ) rozumime interval (D, H), jehoz me-
ze jsou statistiky D = D(X, ..., X)), H = H(Xj, ..., X;) a ktery s dostate¢né velkou pravdépo-
dobnosti pokryva h(3), at’ je hodnota parametru 3 jakakoliv.

1.3.1. Typy bodovych odhadi
Necht’ Xj, ..., X; je ndhodny vybér z rozlozeni L( 3 ), h($9) je parametricka funkce,

T, Ty, T», ... jsou statistiky.

a) Rekneme, e statistika T je nestrannym odhadem parametrické funkce h(9), jestlize
V3eZE: E(T)=h(9).
(Vyznam nestrannosti spociva v tom, ze odhad T nesmi parametrickou funkci h( 9 ) syste-
maticky nadhodnocovat ani podhodnocovat. Neni-li tato podminka splnéna, jde o vychyle-
ny odhad.)

b) Jsou-li Ty, T, nestranné odhady téze parametrické funkce h( 3 ), pak fekneme, ze T, je lepsi
odhad nez T, jestlize
V3 e E: D(T)) <D(Ty).

c¢) Posloupnost {Tn }le se nazyva posloupnost asymptoticky nestrannych odhada parametrické

funkce h( 9 ), jestlize
V3eE: rlll_)rg E(T,) =h(9).
(Vyznam asymptotické nestrannosti spo¢iva v tom, Ze s rostoucim rozsahem vybéru klesa
vychyleni odhadu.)
d) Posloupnost {Tn }:zl se nazyva posloupnost konzistentnich odhadti parametrické funkce
h(9), jestlize
V8 e=Ve > 0: lim P(T, ~h(9) > &)=0.
(Vyznam konzistence spociva v tom, ze s rostoucim rozsahem vybéru klesa pravdépodob-
nost, ze odhad se bude realizovat daleko od parametrické funkce h( 9 ).)
Lze dokézat, Ze z nestrannosti odhadu vyplyva jeho asymptotické nestrannost a

z asymptotické nestrannosti vyplyva konzistence, pokud posloupnost rozptylti odhadu kon-
verguje k nule.

1.3.2. Vlastnosti dulezitych statistik

a) Necht’ Xj, ..., X;, je ndhodny vybér z rozlozeni se sttedni hodnotou p, rozptylem o’ a
distribuéni funkci ®(x). Necht' n > 2 Ozna¢me M, vyb&rovy pramér, S,” vybérovy rozptyl a
pro libovolné, ale pevné dané x € R F,(x) hodnotu vybérové distribucni funkce.

2
Pak M, je nestrannym odhadem p (tj. E(M,,) = ) s rozptylem D(M) =2 , Sn’ je ne-
n

strannym odhadem o7 (tj. E(S,) = %), at’ jsou hodnoty parametrii p, o> jakékoli. Déle plati, Ze



pro libovolné, ale pevné dané¢ x € R je vybérova distribu¢ni funkce F,(x) nestrannym odha-
dem O(x) (tj. E(Fu(x)) = ®(x)) s rozptylem D(F,(x)) = ®(x)(1- ®(x))/n, at’ je hodnota distri-
bucni funkce ®(x) jakdkoliv.

Posloupnost {Mn }::1 je posloupnost konzistentnich odhadu p. &nz }:=1 je posloupnost
konzistentnich odhadd o . Pro libovolné, ale pevné dané x € R je {Fn (x)}::1 posloupnost
konzistentnich odhadt ®(x).

b) Necht' X, ,....X,, 5 .., X150, X, je 1 stochasticky nezavislych nahodnych vybera

> Xn, o **

; . v P . 2
o rozsazichn; > 2, ..., n, > 2 z rozlozeni se stiednimi hodnotami p, ..., y; a rozptylem o. Cel-

kovy rozsah je n = Zn i - Necht’ ¢y, ..., ¢; jsou redlné konstanty, aspoii jedna nenulova. Pak
j=1

pro libovolné hodnoty parametrd pi, ..., w a o plati:
E(ZICJMJ.] = Zl:cjuj ,
= =
E(S+%) = o>

I
Znamena to, ze linearni kombinace vybérovych priméra ZC iM; je nestrannym odha-
j=I1

I
dem linearni kombinace stfednich hodnot z c;u; avaZeny pramér vyberovych rozptyli

i=1
N 2
Z(nj - I)Sj
S, =21 je nestrannym odhadem rozptylu o?, at’ je rozptyl o° jakykoliv.
n—r

¢) Necht' (X1,Y1), ..., (Xn,Yn) je ndhodny vybér z dvourozmérného rozlozeni
s kovarianci 61, a koeficientem korelace p. Pak vybérova kovariance Si, je nestrannym odha-
dem kovariance o5, at’ je kovariance 61, jakakoli, avSak E(R},) je rovno p pouze piiblizné

(shoda je vyhovujici pro n > 30), at’ je korelacni koeficient p jakykoli.

1.3.3. Pojem intervalu spolehlivosti

Necht X, ..., X je nahodny vybér z rozlozeni L($ ), h($9) je parametricka funkce,
ae(0,1), D=D(Xy, ..., X,), H=H(X4, ..., X,) jsou statistiky.
a) Interval (D, H) se nazyva 100(1-a)% (oboustranny) interval spolehlivosti pro parametric-
kou funkci h( 9), jestlize: V3 € Z:P(D <h(v) <H) > I-a.
b) Interval (D, ) se nazyva 100(1-0)% levostranny interval spolehlivosti pro parametrickou
funkci h(9), jestlize: V3 € Z:P(D <h(9)) > 1-a.
¢) Interval (-0, H) se nazyva 100(1-a)% pravostranny interval spolehlivosti pro parametric-
kou funkci h(9), jestlize: V9 € Z:P(h(9) <H) > 1-a.
d) Cislo a se nazyva riziko (zpravidla a = 0,05, méné¢ Casto 0,1 ¢i 0,01), ¢islo 1 — a se nazyva
spolehlivost.

1.3.4. Postup pri konstrukci intervalu spolehlivosti

a) Vyjdeme ze statistiky V, ktera je nestrannym bodovym odhadem parametrické funkce
h($9).

b) Najdeme tzv. pivotovou statistiku W, kterd vznikne transformaci statistiky V, je monoton-
ni funkei h(9) a pfitom jeji rozloZeni je znamé a na h( 9 ) nezavisi. Pomoci zndmého roz-
loZeni tzv. pivotové statistiky W najdeme kvantily wy, Wi.op2, takze plati:

V3eZ: P(Wa/z <W< Wl-a/z) >1-a.



c) Nerovnost wyn < W < wy, pfevedeme ekvivalentnimi tipravami na nerovnost
D <h(9)<H.

d) Statistiky D, H nahradime jejich ¢iselnymi realizacemi d, h a ziskame tak 100(1-0)% em-
piricky interval spolehlivosti, o némz prohlasime, Ze pokryva h( 9 ) s pravdépodobnosti
aspont 1 — a. (Tvrzeni, ze (d,h) pokryva h(3) s pravdépodobnosti aspont 1 — a je tfeba cha-
pat takto: jestlize mnohonasobn¢ nezavisle ziskame realizace xj, ..., X, ndhodného vybéru
X1, ..., Xn z rozlozeni L(9 ) a pomoci kazdé této realizace sestrojime 100(1-a)% empiricky
interval spolehlivosti pro h( 9 ), pak podil poctu téch intervald, které pokryvaji h(9)

k poctu vSech sestrojenych intervali bude piiblizné 1 — a.)

1.3.5. Priklad
Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér z N(p,0%), kde n > 2 a rozptyl 6* zname. Sestrojte
100(1-a)% interval spolehlivosti pro neznamou stfedni hodnotu p.

Reseni:
V tomto piipad¢ parametrickd funkce h(9 ) = p. Nestrannym odhadem stfedni hodnoty je vy-

e 1< y ST — 1 y
bérovy primeér (viz 1.3.(a)) M = _ZXi . Protoze M je linearni kombinaci normalné rozloze-
i=1
nych ndhodnych veli¢in, bude mit také normalni rozlozeni se stfedni hodnotou E(M) = p a
2

c : _ : . L ik
rozptylem D(M)=— . Pivotovou statistikou W bude standardizovana nihodna veli¢ina

n

U= ~N(0,1). Kvantil W = Ugz = U102, W12 = Upg2.

M-p
o

N

V3eZ:1-a<P(-uprgp<U<upg)=

M—-pu c c
Pl-u,_,, < p <U,, |=P|M- U <pu<M+ Wi g2 |

N Vn

\n
Meze 100(1-0)% intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu p pfi zndmém rozptylu
tedy jsou:

D=M--2u,_ ,, H=M+-2

——U, -
\/H \/H 1-a/2
Pti konstrukei jednostrannych intervalll spolehlivosti se riziko nepili, tedy 100(1-01)%
levostranny interval spolehlivosti pro p je

[

a pravostranny je

c
-o,M+—u,_, |.
( Vn j

Dosadime-li do vzorct pro dolni a horni mez ¢iselnou realizaci m vybérového primeéru
M, dostaneme 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti.

1.3.6. Sitka intervalu spolehlivosti
Necht’ (d, h) je 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro h($9 ) zkonstruovany
pomoci ¢iselnych realizaci xj, ..., X, ndhodného vybéru X, ..., X;, z rozlozeni L( 9).
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a) Pfi konstantnim riziku klesa §itka h-d s rostoucim rozsahem nahodného vybéru.
b) Pfi konstantnim rozsahu nahodného vybéru klesa Sitka h-d s rostoucim rizikem.

Zavislost dolni a horni meze Zavislost dolni a horni meze na riziku
na rozsahu vybéru (pfi konst. riziku) (pti konst. rozsahu vybéru)
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1.3.7. Priklad: Vyuziti bodu (a) pfi stanoveni minimalniho rozsahu vybéru z normélniho roz-
loZeni: Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z N(u, 6°), kde 6* zname. Jaky musi byt minimalni
rozsah vybéru n, aby §itka 100(1-a)% empirického intervalu spolehlivosti pro sttedni hodnotu
u nepiesahla Cislo A?

ReSeni:

Vn Vn Vn

. Za rozsah vybéru zvolime nejmensi pfirozené ¢islo vyhovujici

Y c c 2c , ,
PoZzadujeme, aby A >h-d=m+-—u, —[m ——ula/zJ =—1U,,,,. Z této podminky
o,
dostaneme, Ze n > Lo
A

této podmince.

1.4. Uvod do testovani hypotéz

Nulovou hypotézou rozumime néjaké tvrzeni o parametrech nebo typu rozlozeni,
z n¢hoz pochazi ndhodny vybér. Nulova hypotéza vyjadiuje n¢jaky teoreticky predpoklad,
casto skeptického razu a uzivatel ji musi stanovit piedem, bez piihlédnuti k datovému soubo-
ru. Proti nulové hypotéze stavime alternativni hypotézu, kterd tikd, co plati, kdyz neplati nu-
lova hypotéza. Napt. nulova hypotéza tvrdi, ze stiedni hodnota hmotnosti balickti cukru bale-
nych na automatické lince se nezménila sefizenim automatu, zatimco alternativni hypotéza
tvrdi opak. Postup, ktery je zalozen na daném ndhodném vybéru a s jehoz pomoci rozhodne-
me o zamitnuti ¢i nezamitnuti nulové hypotézy, se nazyva testovani hypotéz.

1.4.1. Nulova a alternativni hypotéza

Necht X, ..., X, je nahodny vybér z rozlozeni L($ ), kde parametr 9 € = nezname.
Necht’ h(9) je parametrickd funkce a ¢ dané realné konstanta.
a) Oboustranna alternativa: Tvrzeni Ho: h( 8 ) = ¢ se nazyva jednoducha nulova hypotéza. Pro-
ti nulové hypotéze postavime slozenou alternativni hypotézu H;: h(9) # c.
b) Levostranna alternativa: Tvrzeni Hy: h( 3 ) > ¢ se nazyva slozena pravostranna nulova hy-
potéza. Proti jednoduché nebo slozené pravostranné nulové hypotéze postavime slozenou le-
vostrannou alternativni hypotézu H;: h(9) <c.



¢) Pravostranna alternativa: Tvrzeni Hy: h( 3 ) < ¢ se nazyva slozena levostranna nulova hy-
potéza. Proti jednoduché nebo slozené levostranné nulové hypotéze postavime sloZenou pra-
vostrannou alternativni hypotézu H;: h(9) > c.

Testovanim Hy proti H; rozumime rozhodovaci postup zalozeny na nahodném vybéru
X1, ..., Xn, 8 jehoz pomoci zamitneme ¢i nezamitneme platnost nulové hypotézy.

1.4.2. Chyba 1. a 2. druhu

Pti testovani Hy proti H; se miizeme dopustit jedné ze dvou chyb: chyba 1. druhu spo-
¢iva v tom, ze Hy zamitneme, a€ ve skute¢nosti plati a chyba 2. druhu spoc¢iva v tom, ze Hy
nezamitneme, ac¢ ve skuteCnosti neplati. Situaci prehledné znazornuje tabulka:

skute¢nost rozhodnuti
Hy nezamitame Hy zamitame
Hy plati spravné rozhodnuti | chyba 1. druhu
Hy neplati chyba 2. druhu spravné rozhodnuti

Pravdépodobnost chyby 1. druhu se znaci o a nazyva se hladina vyznamnosti testu
(vétSinou byva a = 0,05, mén¢ ¢asto 0,1 ¢i 0,01). Pravdépodobnost chyby 2. druhu se znaci .
Cislo 1-f se nazyva sila testu a vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou test vypovi, ze Hy neplati.

1.4.3. Testovani pomoci kritického oboru

Najdeme statistiku Ty = To(Xj, ..., Xp), kterou nazveme testovym kritériem. Mnozina
vsech hodnot, jichz mtze testové kritérium nabyt, se rozpada na obor nezamitnuti nulové hy-
potézy (znaci se V) a obor zamitnuti nulové hypotézy (znaci se W a nazyva se téz kriticky
obor). Tyto dva obory jsou oddé€leny kritickymi hodnotami (pro danou hladinu vyznamnosti o
je Ize najit ve statistickych tabulkach).

Jestlize Ciselnd realizace ty testového kritéria Ty padne do kritického oboru W, pak nulo-
vou hypotézu zamitame na hladin€ vyznamnosti o a znamena to skutecné vyvraceni testované
hypotézy. Jestlize ty) padne do oboru nezamitnuti V, pak jde o pouhé ml¢eni, které platnost
nulové hypotézy jenom piipousti.

Pravdépodobnosti chyb 1. a 2. druhu nyni zapiSeme takto:

P(Ty € W/Hy plati) = a, P(Ty € V /H, plati) = .

Stanoveni kritického oboru pro danou hladinu vyznamnosti a:
Oznacme tpiy (resp. tmax) nejmensi (resp. nejvetsi) hodnotu testového kritéria.
Kriticky obor v pfipad¢ oboustranné alternativy ma tvar

W = (t,, Koo (M) UK, 5 (T, )» kde Kan(T) @ Kioo(T) jsou kvantily rozlozeni, jimz
se fidi testové kritérium Ty, je-li nulova hypotéza pravdiva.

Kriticky obor v pfipad¢ levostranné alternativy ma tvar:

W= (tmin’Ka(T)> :

Kriticky obor v pfipad¢ pravostranné alternativy ma tvar:

W= <Kl—a (T), oo )

Doporucuje se dodrzovat nasledujici postup:
- Stanovime nulovou hypotézu a alternativni hypotézu. Pfitom je vhodné zvolit jako alterna-
tivni hypotézu ten piedpoklad, jehoZ pfijeti znamena zavazné opatieni a mélo by k nému dojit
jen s malym rizikem omylu.
- Zvolime hladinu vyznamnosti a. Zpravidla volime o = 0,05, méné Casto 0,1 nebo 0,01.
- Najdeme vhodné testové kritérium a na zakladé zjiSténych dat vypocitame jeho realizaci.
- Stanovime kriticky obor.



- Jestlize realizace testového kritéria padla do kritického oboru, nulovou hypotézu zamitame
na hladin€ vyznamnosti a. V opa¢ném piipad¢ nulovou hypotézu nezamitame na hladiné vy-
znamnosti o.

1.4.4. Testovani pomoci intervalu spolehlivosti

Sestrojime 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro parametrickou funkci h(9).
Pokryje-li tento interval hodnotu ¢, pak Hy nezamitdme na hladin€ vyznamnosti a, v opaéném
piipadé Hy zamitdme na hladin¢ vyznamnosti a.
Pro test Hy proti oboustranné alternativé sestrojime oboustranny interval spolehlivosti.
Pro test Hy proti levostranné alternative sestrojime pravostranny interval spolehlivosti.
Pro test Hy proti pravostranné alternative sestrojime levostranny interval spolehlivosti.

1.4.5. Testovani pomoci p-hodnoty

p-hodnota udava nejnizsi moznou hladinu vyznamnosti pro zamitnuti nulové hypotézy.
Je-1i p-hodnota < a, pak Hy zamitdme na hladin€¢ vyznamnosti a, je-li p-hodnota > a, pak Hy
nezamitdme na hladin¢ vyznamnosti a.
Zpiisob vypoctu p-hodnoty:
Pro oboustrannou alternativu p = 2 min{P(T < ty), P(To > to)}.
Pro levostrannou alternativu p = P(Ty < ty).
Pro pravostrannou alternativu p = P(Ty > to).

p-hodnota vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou ¢iselné realizace x, ..., X, ndhodného vy-
béru Xj, ..., X, podporuji Hy, je-li pravdiva. Statistické programové systémy poskytuji ve
svych vystupech p-hodnotu. Jeji vypocet vyzaduje znalost distribu¢ni funkce rozlozeni, kte-
rym se fidi testové kritérium Ty, je-li Hy pravdiva. Vzhledem k tomu, ze v béznych statistic-
kych tabulkéch jsou uvedeny pouze hodnoty distribu¢ni funkce standardizovaného normalni-
ho rozlozeni, bez pouziti specidlniho software jsme schopni vypocitat p-hodnotu pouze pro
test hypotézy o stiedni hodnoté normélniho rozlozeni pii znamém rozptylu.

[lustrace vyznamu p-hodnoty pro test nulové hypotézy proti oboustranné, levostranné a

pravostranné alternative:
p-hodnota
F /\ '

o ! t 0 !

~t, to to to
(Zvonovita kiivka reprezentuje hustotu rozlozeni, kterym se tidi testové kritérium, je-li
nulova hypotéza pravdiva.)

p-hnfl:mta—[ p-hodnota
1 H“'

1.4.6. Priklad

10 x nezavisle na sob¢ byla zmétena jista konstanta p. Vysledky méteni byly: 2 1,8 2,1
2419 2,1 2 1,8 2,3 2,2. Tyto vysledky povazujeme za Ciselné realizace ndhodného vybe-
ru Xy, ..., Xj0 z rozloZzeni N(u, 0,04). N¢&jaka teorie tvrdi, ze u = 1,95. Proti nulové hypotéze
Ho: p = 1,95 postavime oboustrannou alternativu H;: p # 1,95. Na hladin€¢ vyznamnosti 0,05
testujte Hy proti H; vS§emi tfemi popsanymi zptisoby.

ReSeni:

= %(2+...+2,z) =2,06, 6°=0,04, n =10, 0.= 0,05, c = 1,95



a) Test provedeme pomoci kritického oboru.
Pro ulohy o stiedni hodnot¢ normalniho rozlozeni pfi zndmém rozptylu pouzivame pivotovou

. M - ) o M -
statistiku U = o N(0, 1) (viz 1.3.5.). Testové kritérium tedy bude T, = © abude
c c

Vn Jn

mit rozlozeni N(0, 1), pokud je nulova hypotéza pravdiva. Vypocitdme realizaci testového

2,06 -1,95
0,2
Jio

W= (tminﬁKa/Z(T)>U<K1—a/2(T)9tmax) = (_ Oo’ua/2>u<ul—a/29oo) =

(— 0,=U, /) > ) <u1_m/2 , oo) = (— 0, — U, g7 > ) <u0,975 , oo) = (— oo,—1,96> U <1,96, oo) . Protoze

kritéria: t, = =1,74 . Stanovime kriticky obor:

1,74 ¢ W, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1-0)% empirického intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu p pfi zndmém roz-
ptylu o’ jsou (viz 1.3.5.): (d, h) = (m - o Uj-q2, M+

(o]
\/H E Uj.g/2).

V naSem ptipad¢ dostavame: d = 2,06 - % Uo 975 = 2,06 - % .1,96=1,936, h=2,184.

V10 V1o

Protoze 1,95 €(1,936; 2,184), Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

c) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

Protoze proti nulové hypotéze stavime oboustrannou alternativu, pouzijeme vzorec

p =2 min{P(Ty < ty), P(To>1t9)} =2 min {P(Ty <1,74), P(Ty>1,74)} =

=2 min { ®(1,74), 1 — ®(1,74) } =2 min { 0,95907, 1 — 0,95907 } = 0,08186. Jelikoz
0,08186 > 0,05, nulovou hypotézu nezamitame na hladin¢€ vyznamnosti 0,05.

1.5. Usporadani pokusi

Zamgéiime se na situaci, kdy zkouméme hmotnostni pfirtstky stejné starych selat t€hoz ple-
mene pii raznych vykrmnych dietach. Uréitou vykrmnou dietu aplikujeme napt. po dobu pil
roku. Kazdy den zjistujeme hmotnosti prirastky kazdého selete a po uplynuti pul roku vypoc-
teme pro kazdé sele primérny hmotnostni pfirastek.

1.5.1. Jednoduché pozorovani

Nahodna veli¢ina je pozorovana za tychz podminek. Situace je charakterizovana jednim
nahodnym vybérem Xj, ..., X;. (Nahodn¢ vybereme n stejné starych selat téhoz plemene,
podrobime je jediné vykrmné dieté a zjistime hmotnostni ptiriistky. Tak dostaneme realizaci
jednoho ndhodného vybéru.)

Pokud Ize oc¢ekévat, Ze ndhodny vybér pochazi z normalniho rozlozeni, mizeme napf.
konstruovat interval spolehlivosti pro nezndmou stiedni hodnotu, neznamy rozptyl ¢i sméro-
datnou odchylku primérnych dennich hmotnostnich pftiriistkii nebo testovat hypotézu, ze
stfedni hodnota primérnych dennich hmotnostnich piiristka neklesne pod urcitou hranici.
(Tyto ukoly budeme fesit ve 3. kapitole.)

1.5.2. Dvojné pozorovani



Zkouma se rozdilnost hodnot nahodné veli¢iny pozorované za dvojich rtiznych podmi-
nek. Existuji dvé odli$na uspotadani tohoto pokusu.

a) Dvouvybérové porovnavani
Situace je charakterizovana dvéma nezavislymi ndhodnymi vybéry X,,,...,X,, a

2 1n,
Xy1see0s X, - (Z populace vSech dostupnych stejné starych selat t¢hoZ plemene nahodné vy-

bereme n; + n, jedinct. Nahodné je rozd€lime na dva soubory o rozsazich n; a n,, prvni
podrobime vykrmné dieté €. 1 a druhy vykrmné dieté ¢. 2. Tak dostaneme realizace dvou ne-
zéavislych ndhodnych vybért.)

Za predpokladu, Zze dané nahodné vybéry pochazeji z normalnich rozlozeni, 1ze napft.
konstruovat interval spolehlivosti pro rozdil sttednich hodnot ¢i podil rozptylii primérnych
dennich hmotnostnich ptirtstkl nebo testovat hypotézu o stejné ucinnosti obou vykrmnych
diet. (Tyto ukoly budeme fesit ve 4. kapitole.)

b) Parové porovnavani

Situace je charakterizovana jednim ndhodnym vybérem
(X11,X12), +oer (Xn1,Xn2) Z dvourozmérného rozlozeni. Parem se rozumi dvojice (Xi1,Xi2),
i=1, ..., n. Uloha se zpravidla pfevadi na jednoduché pozorovani nahodného vybéru rozdila
Xi1 — Xip, kde 1 =1, ..., n. (Ndhodn¢ vybereme n vrhu stejné starych selat t€¢hoz plemene a
z nich vzdy dva sourozence a ndhodné jim piitadime 1. a 2. vykrmnou dietu. Tak dostaneme
realizaci nahodného vybéru z dvourozmérného rozlozeni.)

Lze-li dvourozmérny ndhodny vybér povazovat za vybér z dvourozmérného normélniho
rozlozeni, budeme se zabyvat konstrukci intervalu spolehlivosti pro rozdil stiednich hodnot
pramérnych dennich hmotnostnich ptirtistki nebo testovat hypotézu o stejné ucinnosti obou
vykrmnych diet. (Reseni ukold tohoto typu je popsano ve 3. kapitole.)

1.5.3. Mnohonasobné pozorovani
Zkouma se rozdilnost hodnot nahodné veli¢iny pozorované za r > 3 riiznych podminek.
Existuji dvé odlisna usporadani tohoto pokusu.

a) Mnohovybérové porovnavani
Situace je charakterizovana r nezavislymi ndhodnymi vybéry X,,,....X,, , ...,

54X n, »
X

reme n; + ny + ... + n; jedinct. Nahodné¢ je rozdélime na r souboril o rozsazich ny, ny, ..., n,.
Selata z prvniho souboru podrobime vykrmné dieté€ €. 1, ..., selata z r-tého souboru podrobime
vykrmné dieté €. r. Tak dostaneme realizace r nezavislych ndhodnych vybéri.)

Za ptedpokladu, ze vSechny nahodné vybéry se fidi normélnim rozlozenim s tymz roz-
ptylem, miZeme testovat hypotézu o stejné ucinnosti vSech r vykrmnych diet. (Tomuto pro-
blému je vénovana 5. kapitola.)

+» X - (Z populace vSech dostupnych stejné starych selat t¢hoz plemene nahodné vybe-

RERR

b) Blokové porovnavani

Situace je charakterizovdna jednim ndhodnym vybérem
(X11,X12, eees X11)s eees (Xn1,X025 -ov» Xnr) Z T-rozmérného rozlozeni. Blokem se rozumi r-tice
(Xi1,Xi2, -.-» Xir), 1 =1, ..., n. (Ndhodn¢ vybereme n vrhi starych selat t¢hoz plemene a z nich
vzdy r sourozencii a ndhodné jim pfifadime 1. az r-tou vykrmnou dietu. Tak dostaneme reali-
zaci ndhodného vybéru z r-rozmérného rozlozeni.)
Vyhodnoceni vysledkl pti blokovém porovnévani se provadi napt. pomoci Friedmanova tes-
tu. Jeho popis se jiz vymyka naplni pfedmétu Statistika II. Pouceni 1ze nalézt v doporucené
literatufe [Hendl] na str. 360.



Shrnuti

Ustiednim pojmem matematické statistiky je pojem ndhodného vybéru, a to jednoroz-
meérného 1 vicerozmérného. Transformaci jednoho nebo vice ndhodnych vybéra vznika na-
hodné veli¢ina zvana (vyberova) statistika. K nejdulezitéjSim statistikdm patii vybérovy prii-
mer, vybérovy rozptyl, vybérova smeérodatna odchylka, hodnota vybérova distribucni funkce,
vybérova kovariance, vyberovy koeficient korelace.

Jelikoz statistika je nahodna veli¢ina, ma smysl pocitat jeji sttedni hodnotu a rozptyl.
Ukazali jsme si vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu vybérového priméru ¢i hodnoty vybéro-
vé distribu¢ni funkce a stfedni hodnoty vybérového rozptylu, vyberové kovariance a vybéro-
vého koeficientu korelace.

Na zékladé znalosti ndhodného vybéru aproximujeme nezndmou hodnotu parametru ¢i
parametrické funkce bodovym odhadem parametrické funkce. Zpravidla pozadujeme, aby
tento odhad m¢l jisté Zadouci vlastnosti. K tém patii nestrannost, resp. asymptotickad ne-
strannost ¢i konzistence, pokud pracujeme s posloupnosti bodovych odhadi téze paramet-
rické funkce.

Bodové odhady vSak maji jednu zna¢nou nevyhodu — nevime, s jakou pravdépodob-
nosti odhaduji hodnotu neznamé parametrické funkce. Tuto nevyhodu odstraiiuji intervalové
odhady parametrické funkce: jsou to intervaly, jejichz meze jsou statistiky a které s predem
danou dostate¢n¢ velkou pravdépodobnosti pokryvaji hodnotu neznamé parametrické funkce.
Pokud do vzorct pro meze 100(1-a)% intervalu spolehlivosti pro danou parametrickou funkci
dosadime Ciselné realizace nahodného vybéru, dostaneme /00(1-a)% empiricky interval spo-
lehlivosti.

Tvrzeni o parametrech rozlozeni, z né¢hoz pochazi dany ndhodny vybér, nazyvame nulo-
vou hypotézou. Proti nulové hypotéze stavime alternativni hypotézu, ktera tika, co plati, kdyz
neplati nulova hypotéza. Pfi testovani nulové hypotézy proti alternativni hypotéze se miizeme
dopustit bud’ chyby 1. druhu (nulovou hypotézu zamitneme, a¢ ve skutecnosti plati) nebo chy-
by 2. druhu (nulovou hypotézu nezamitneme, a¢ ve skutecnosti neplati). Pravdépodobnost
chyby 1. druhu se znaci a a nazyva se hladina vyznamnosti testu.

Klasicky piistup k testovani hypotéz spoc¢iva v nalezeni vhodného testového kritéria.
Mnozina hodnot, jichz mize testové kritérium nabyt, se rozpada na obor nezamitnuti nulove
hypotézy a na kriticky obor. Tyto dva neslucitelné obory jsou oddéleny kritickymi hodnotami.
Pokud se testové kritérium realizuje v kritickém oboru, nulovou hypotézu zamitdme na hladi-
né vyznamnosti o a pfijimame alternativni hypotézu. V opa¢ném piipad€ nulovou hypotézu
nezamitdme na hladin€¢ vyznamnosti o. Tim jsme ovSem neprokazali jeji pravdivost, miizeme
pouze fici, Ze nase data nejsou natolik prikazna, abychom mohli nulovou hypotézu zamitnout.

Test nulové hypotézy proti alternativni hypotéze lze téZ provést pomoci intervalu spo-
lehlivosti.

Mame-li k dispozici statisticky software, mtizeme vypocitat p-hodnotu jako nejmensi
moznou hladinu vyznamnosti pro zamitnuti nulové hypotézy.

Existuji tf1 zakladni zplisoby uspofadani pokust:

- Jjednoduché pozorovani (ndhodna veli¢ina je pozorovana za tychz podminek),

- dvojné pozorovani (ndhodna veli¢ina je pozorovana za dvojich rtiznych podminek,
pricemz lze pouzit bud’ dvouvybérové porovnavani — vysledkem jsou dva nezavislé
nahodné vybéry nebo paroveé porovnavani — vysledkem je jeden nahodny vybér
z dvourozmérného rozlozent)

- mnohonasobné pozorovani (nahodnd veli¢ina je pozorovana za r >3 rtznych podmi-
nek, pricemz Ize pouzit bud’ mnohovybérové porovnavani — vysledkem je r >3 neza-
vislych ndhodnych vybért nebo blokové porovnavani — vysledkem je jeden nahodny
vybér z r-rozmérného rozlozeni).



Spravnému usporadani pokusti je zapotiebi vénovat patfi¢nou pozornost, nebot’ pfi ne-
vhodném uspotadani nelze efektivné vyuzit informace obsazené v datech a prostfedky vyna-
lozené na jejich ziskani jsou znehodnoceny.

Kontrolni otazky

. Vysvétlete pojem ,,ndhodny vybér a ,statistika* a uved'te priklady dilezitych statistik.
. K ¢emu slouzi bodovy odhad parametrické funkce a jaké typy bodovych odhadt znate?
. Definujte interval spolehlivosti a popiste zptisob jeho konstrukce.

. Jaky vliv na $itku intervalu spolehlivosti ma riziko a jaky vliv ma rozsah vybéru?

. Co rozumime pojmem ,,testovani hypotéz*?

. Popiste nulovou a alternativni hypotézu.

. Vysvétlete rozdil mezi chybou 1. a 2. druhu.

. Popiste tfi zplisoby testovani hypotéz.

. Popiste tfi zptisoby planovani pokust.

10. Jak se lisi dvouvybérové a parové porovnavani?

11. Jak se lisi mnohovybérové a blokové porovnavani?

O 00 1N DN N WK —

Autokorekéni test

1. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) Nahodnym vybérem rozumime objekty zakladniho souboru, které byly vybrany do vybéro-
vého souboru nahodné, napt. losovanim.

b) Nahodnym vybérem rozumime posloupnost stochasticky nezéavislych a stejné rozlozenych
nahodnych veli¢in ¢i vektort.

¢) Ciselné realizace nahodného vybéru uspofadané do vektoru &i matice tvoii datovy soubor.

2. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) Vybérovy rozptyl je aritmetickym praimérem kvadrat centrovanych slozek ndhodného
vybéru.

b) Ciselné realizace vyb&rového priméru se mohou vybér od vybéru lisit.

¢) V definici vazeného priméru vybérovych rozptylt hraji roli vah rozsahy jednotlivych na-
hodnych vybért.

3. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) Statistika je nestrannym odhadem parametrické funkce, pokud jeji stfedni hodnota je rovna
této parametrické funkci, at’ je hodnota parametru jakakoliv.

b) Posloupnost statistik je posloupnosti konzistentnich odhadt parametrické funkce, pokud

s rostoucim rozsahem nahodného vybéru roste pravdépodobnost, ze odhady se budou realizo-
vat daleko od parametrické funkce, at’ je hodnota parametru jakakoliv.

¢) Mame-li dva nestranné odhady téze parametrické funkce, tak za lepsi povazujeme ten, kte-
ry ma veétsi rozptyl, at’ je hodnota parametru jakakoliv.

4. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) Vybérovy primér je nestrannym odhadem stfedni hodnoty.

b) Vybérova smérodatnd odchylka je nestrannym odhadem smérodatné odchylky.
c¢) Vybérovy koeficient korelace je nestrannym odhadem koeficientu korelace.

5. Které z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?



a) Pii konstrukci intervalu spolehlivosti pro parametrickou funkci musime znat statistiku, kte-
rd je nestrannym bodovym odhadem této parametrické funkce.

b) Empiricky 100(1-a)% interval spolehlivosti slouzi jako odhad neznamého parametrické
funkce v tomto smyslu: pravdépodobnost, Ze tento interval pokryva skutecnou hodnotu para-
metrické funkce, je aspon 1-a.

c) Pi konstantnim riziku a klesa Sitka empirického 100(1-a)% intervalu spolehlivosti

s rostoucim rozsahem nahodného vybéru.

6. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) Kriticky obor a obor nezamitnuti nulové hypotézy jsou vzdy disjunktni.

b) Pravdépodobnost chyby 2. druhu lze urcit na zaklad¢ znalosti rizika a..

c¢) Pokud byla nulova hypotéza zamitnuta na hladiné¢ vyznamnosti 0,01, byla by zamitnuta i na
hladin€ vyznamnosti 0,05.

7. Z nasledujicich tii moznosti vyberte spravnou:

Pokud u né€kolika osob métime krevni tlak pied zatézi a po zatézi, jedna se o
a) jednoduché pozorovani

b) dvouvybérové porovnavani

¢) parové porovnavani.

8. Z nasledujicich tfi moznosti vyberte spravnou:

Nahodné vybereme dostatecny pocet rodin s détmi a zkoumame, zda pocet déti ovliviiuje
pramérné roc¢ni vydaje rodiny na pramyslové zbozi. V tomto ptipad¢ se jednd o

a) parové porovnavani

b) mnohovybérové porovnavani

¢) blokové porovnavani.

9. Z nasledujicich tfi moznosti vyberte spravnou:

Nahodné vybereme dostatecny poCet muzi a Zen se stejnym pracovnim zafazenim. Zkouma-
me, zda pohlavi ma vliv na vysi primérného ro¢niho platu. Pro tuto situaci vyuzijeme

a) blokové porovnéavani

b) parové porovnavani

¢) dvouvybérové porovnavani.

Spravné odpovédi: 1b), ¢c) 2b) 3a) 4a) 5a),b),c) 6a),c) 7c) 8b) 9c)

Priklady

1. Nezavisle opakovana laboratorni méfeni urcité konstanty jsou charakterizovana ndhodnym

vybérem X, ..., X, z rozloZeni se stfedni hodnotou p a rozptylem . Uvazme statistiky
1< X, +X . .

M= —ZXi ,L=——-"_Dokazte, Z¢ M a L jsou nestranné odhady konstanty p a zjistéte,
n'ig

ktery z nich je lepsi.

Vysledek:

Vypoctem zjistime, ze E(M) = p, E(L) = p, tudiz statistiky M a L jsou nestranné odhady

2 2
(e}

konstatnty p. Pro posouzeni kvality vypocteme D(M) = —, D(L) = % . Vidime tedy, Ze pro
n

n > 3 je lepSim odhadem vybérovy prumér M.



2. Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni N(u;0,04). Jaky musi byt nejmensi rozsah
nahodného vybéru, aby Sitka 95% empirického intervalu spolehlivosti pro nezndmou stiedni
hodnotu p neptesahla ¢islo 0,16?

Vysledek: 25

3. Necht’ X4, ..., Xo je ndhodny vybér z rozlozeni N(p;0,01). Realizace vybérového primeéru je
m = 3. Sestrojte 100(1-0:)% empiricky interval spolehlivosti pro neznamou stfedni hodnotu p,
je-lia)a=0,01,b) a=0,05¢)a=0,I.

Vysledek:

ad a) 2,914 mm < p < 3,086 mm s pravdépodobnosti aspon 0,99.

ad b) 2,935 mm < p < 3,065 mm s pravdépodobnosti asponi 0,95.

ad ¢) 2,945 mm < p < 3,055 mm s pravdépodobnosti aspon 0,90.

Vidime, zZe s rostoucim rizikem klesa Sitka intervalu spolehlivosti.

4. Necht' Xj, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni N(u;0,01). Realizace vybérového priméru je
m = 3. Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro nezndmou stiedni hodnotu p, je-li
ayn=4,b)n=9,c)n=16.

Vysledek:

ad a) 2,902 mm < p < 3,098 mm s pravdépodobnosti aspon 0,95.

ad b) 2,935 mm < p < 3,065 mm s pravdépodobnosti aspon 0,95.

ad ¢) 2,951 mm < p < 3,049 mm s pravdépodobnosti aspon 0,95.

Vidime, Ze s rostoucim rozsahem vybéru klesa Sika intervalu spolehlivosti.

5. Je zndmo, ze vyska hochti ve véku 9,5 az 10 let ma normalni rozloZeni s nezndmou stfedni
hodnotou pt a znamym rozptylem o = 39,112 cm®. Détsky 1ékaf ndhodné vybral 15 hochtt
uvedeného veéku, zméfil je a vypocital realizaci vybérového priméru m = 139,13 cm. Podle
jeho nazoru by vyska hochil v tomto véku neméla presahnout 142 cm s pravdépodobnosti
aspon 0,95. Lze tvrzeni 1€¢kate akceptovat?

Vysledek:

Testujeme Hy: p < 142 proti H;: pu > 142 na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Testovani pomoci kritického oboru: W = <1,6449,oo), realizace testového kritéria je -1,7773.

Protoze testové kritérium se nerealizuje v kritickém oboru, nulovou hypotézu nezamitdme na
hladin€ vyznamnosti 0,05.

Testovani pomoci intervalu spolehlivosti: 95% empiricky levostranny interval spolehlivosti
pro sttedni hodnotu p je (136,47;0). Protoze Cislo 142 patii do tohoto intervalu, nulovou hy-
potézu nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Testovani pomoci p-hodnoty: p = 0,9622. Protoze p-hodnota je vétsi nez hladina vyznamnosti
0,05, nulovou hypotézu nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.



