Kapitola 11.: Porovnani empirického a teoretického rozlozeni

Cil kapitoly

Po prostudovani této kapitoly budete umét
- testovat hypotézu, ze dany ndhodny vybér pochazi z rozlozeni s danou diskrétni ¢i
spojitou distribucni funkci
- ovétovat podminky dobré aproximace pro testy dobré shody
- pomoci jednoduchych testl testovat hypotézu, ze dany nahodny vybér pochazi
z exponencialniho ¢i Poissonova rozlozeni

Casova zatéz
Na prostudovani této kapitoly a splnéni tikolti s ni spojenych budete potiebovat asi 4 hodiny
studia.

11.1. Motivace

Moznost pouziti statistickych testl je podminéna néjakymi piredpoklady o datech. Velmi
Casto je to predpoklad o typu rozlozeni, z né¢hoz ziskana data pochazeji. Mnoho testt je
zalozeno na piedpokladu normality. (Testovani normality bylo probrano ve 2. kapitole.)
Opomijeni ptedpokladl o typu rozlozeni miize v praxi vést i ke zcela zavadéjicim vysledkim,
proto je nutné vénovat tomuto problému patiicnou pozornost.

V této kapitole se seznamime s testem dobré shody, ktery je (po splnéni urcitych
predpokladit) pouzitelny k ovéteni shody empirického rozlozeni s jakymkoliv teoretickym
rozlozenim. Tato univerzalnost je ovSem provazena pon€kud sniZenou silou testu. Proto byly
pro nektera rozlozeni vyvinuty specialni testy vyuzivajici charakteristickych vlastnosti téchto
rozlozeni. Zde uvedeme tzv. jednoduché testy exponencialniho a Poissonova rozlozeni.

11.2. Testy dobré shody

11.2.1. Popis testu
Testujeme hypotézu, kterd tvrdi, ze ndhodny vybér Xj, ..., X, pochézi z rozloZeni
s distribu¢ni funkci O(X).
a) Je-li distribuéni funkce spojita, pak data rozdé€lime do r tfidicich intervalt (uj,uj+l>,

j = 1, .., r. Zjistime absolutni Cetnost nj j-tého tiidiciho intervalu a vypocteme
pravdépodobnost pj, ze ndhodna veli¢ina X s distribu¢ni funkci ®(x) se bude realizovat
Vv j-tém tfidicim intervalu. Plati-li nulova hypotéza, pak pj; = ®(uj+1) - O(u;).

b) Ma-li distribu¢ni funkce nejvyse spocetné mnoho bodt nespojitosti, pak misto tfidicich
intervalll pouZijeme varianty X, j = 1, ..., . Pro variantu X[j zjistime absolutni ¢etnost n; a
vypocteme pravdépodobnost pj, Zze ndhodna veli¢ina X
s distribu¢ni funkci @(x) se bude realizovat variantou xj. Plati-li nulova hypotéza, pak
pj = q)(X[J—])— I|m CD(X): P(X = X[j])'

X—)me
r _ 2

Testov4 statistika: K = ZM

= Np;

pocet odhadovanych parametrii dané¢ho rozlozeni. (Napf. pro normalni rozlozeni p = 2,

protoze z dat odhadujeme stfedni hodnotu a rozptyl.) Pokud Z4dny parametr nemusime

odhadovat, hovotime o upln¢ specifikovaném problému. Nulovou hypotézu zamitdme na

. Plati-li nulova hypotéza, pak K =~ Xz(r-l-p), kde p je



asymptotické hlading vyznamnosti o, kdyz K > y%.4(r-1-p). Aproximace se povaZuje za
vyhovujici, kdyznp; >5,j=1, ..., 1.

Upozornéni: Pii nesplnéni podminky np; > 5,j =1, ..., r je tfeba n€které intervaly resp.
varianty sluCovat, coz vede ke ztrat¢ informace. Ve spojitém ptipadé je hodnota testové
statistiky K siln€ zavisla na volbé¢ tfidicich intervali

11.2.2. Priklad: (Testovani shody empirického a teoretického rozlozeni pii uplné
specifikovaném problému)
Ze souboru rodin s péti détmi bylo nahodné vybrano 84 rodin a byl zjistovan pocet chlapci:

Pocetchlapci |0 |1 |2 |3 (4 |5
Pocet rodin 311022 |31|14 |4

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze rozlozeni poctu chlapct se
fidi binomickym rozlozenim Bi(5; 0,5).

Reseni:
Pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina s rozlozenim Bi(5; 0,5) bude nabyvat hodnot py, ..., Ps

je _[?)4 j=0,1,...,5
jep,= j 5517015,

Vypocty pottebné pro stanoveni testové statistiky K usporadame do tabulky.

I |n; Pi np;

0 (3 0,03125|84.0,03125=2,625
1110 0,15625|84.0,15625=13,125
2 |22 0,3125 |84.0,3125=26,25
3131 0,3125 |84.0,3125=26,25
4 114 0,15625|84.0,15625=13,125
5 14 0,03125|84.0,03125=2,625

Podminky dobré aproximace nejsou splnény, slou¢ime tedy prvni dvé varianty a posledni dvé

varianty. ( )
n;—np; 5
np;

0al1|13/0,1875|84.0,1875=15,75|0,480159
2 22|0,3125|84.0,3125=26,25 | 0,688095

3 31/0,3125|84.0,3125=26,25 | 0,859524
4a5|18(0,1875|84.0,1875=15,75|0,321429

J nj |Pj np;

Vypocteme realizaci testové statistiky: K = 0,48059 + 0,688095 + 0,859524 + 0,321429 =
2,3492, pocet tfid r = 4, pocet odhadovanych parametrti p =0, r —p - 1 = 3, kriticky obor

W= <x217a (r—p-1)0)= <x20,95(3), )= (7,8147; o) Protoze K ¢ W, nulovou hypotézu

nezamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:



Vytvorime datovy soubor se dvéma proménnymi a ¢tyimi piipady. Proménna nj obsahuje
zjisténé Cetnosti (po slouceni variant), proménna npj pak teoretické cetnosti.

Statistiky — Neparametricka statistika — Pozorované vs. ocekavané y2 — OK — Proménné —
Pozorované Cetnosti nj, o¢ekavané cetnosti npj — OK — Vypocet.

Pozorované vs. oCekavané Cetnosti (Tabul
Chi-Kvadr. = 2,349206 sv = 3 p =,503161
pozorov.| o¢ekav.| P-O (P-O2

Pfipad nj npj /10

C: 1] 13,0000 15,7500 -2,7500( 0,48015'

C: 2| 22,0000 26,2500! -4,2500¢ 0,68809

C: 3] 31,0000 26,2500! 4,7500( 0,85952.

C: 4]18,00001 15,75001 2,2500( 0,32142

Sct 84,0000 84,0000 0,0000( 2,34920

V zéhlavi vystupni tabulky je uvedena hodnota testového kritéria (2,349206), pocet stupnii
volnosti =3 a p-hodnota (0,503161). Nulova hypotéza se tedy nezamita na asymptotické
hlading vyznamnosti 0,05.

11.2.3. Priklad: (Testovani shody empirického a teoretického rozlozeni pti netiplné
specifikovaném problému — diskrétni ptipad)
V tabulce jsou roztiidény fotbalové zapasy ur€ité soutéze podle poctu vstielenych branek.

0
19

1
30

2
17

3
10

4 a vic

8

Pocet branek
Pocet zapast

Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze jde o vybér z Poissonova
rozloZeni.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime datovy soubor S dvéma proménnymi a 5 ptipady. Proménna POCET obsahuje
pocet vstielenych branek, proménna CETNOST pak pocet zapast, v nichz bylo dosazeno
zjisténého poctu branek.

Statistiky — Prokladani rozdéleni — Diskrétni rozdéleni — Poissonovo — OK — Proménna

POCET — klikneme na ikonu se zavazim — Proménna vah CETNOST — Stav Zapnuto — OK —

- Vypocet.

Proménna:POCET, Rozdéleni:Poissonovo, Lambda = 1,500 (branky.sta)

Chi-kvadrat = 2,07051, sv = 3, p = 0,55790

Pozorované | Kumulativ. Procent Kumul. % |Oc¢ekav. |[Kumulativ. | Procent |Kumul. %
Kategorie Cetnosti |Pozorované |Pozorované |Pozorované |Cetnosti| Odekdv. |O&ekav.| O&ekav.
<= 0,00000 19 19 22,6190 22,6191 18,7429. 18,7429. 22,3130 22,313
1,00000 30 49 35,7142 58,333: 28,1144/  46,8573/33,4695. 55,782!
2,00000 17 66 20,2381 78,571. 21,0858  67,9431:/25,1021. 80,884
3,00000 10 76 11,9047 90,476: 10,5429  78,4860:/12,5510° 93,435
< Nekonecéno 8 84 9,5238: 100,000" 5,5139° 84,0000 6,5642: 100,000

V tomto piipad¢ je parametr A Poissonova rozlozeni neznamy, je odhadnut pomoci
vybérového priiméru a odhad €ini 1,5. Podminky dobré aproximace jsou splnény, dokonce
vSechny teoretické Cetnosti jsou veétsi nez 5. Dale je v zéhlavi vystupni tabulky uvedena
hodnota testového kritéria (2,07051), pocet stupiii volnostir—p—-1=5-1-1=3ap-




hodnota (0,5578). Nulova hypotéza se tedy nezamita na asymptotické hladiné vyznamnosti

0,05.

Pro vytvofeni grafu se vratime do Prolozeni diskrétnich rozlozeni — Zakladni vysledky — Graf
pozorovaného a ocekavaného rozdéleni.

11.2.4. Priklad: (Testovani shody empirického a teoretického rozlozeni pfi netuplné
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Pomoci testu dobré shody testujte na hladiné vyznamnosti 0,05 hypotézu, Ze data pochazeji
z normalniho rozloZeni. Pomoci N-P grafu posud’te vizualné predpoklad normality.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Statistiky - Prokladani rozdéleni — ponechame implicitni nastaveni na normalni rozlozeni —
OK — Proménnd X — OK — na zalozce Parametry zménime Pocet kategorii na 7 (podle

Sturgesova pravidla) — Vypocet.

Promé&nna: X, Rozdéleni:Normalni (vyska.sta)
Chi-kvadrat = 1,09280, sv = 1 (uprav.), p = 0,29585

Horni Pozorované | Kumulativ. Procent Kumul. % |Oc¢ekav. |Kumulativ. | Procent |Kumul. %
hranice Cetnosti |Pozorované |Pozorované |Pozorované |Cetnosti| Odekdv. |Oc&ekav.| O&ekav.
<=157,14286 1 1 2,0833: 2,083 1,19701 1,1970( 2,4938" 2,493¢
162,28571 6 7 12,5000 14,583. 5,5148: 6,7118'11,4892. 13,983:
167,42857 12 19 25,0000 39,583: 13,4622 20,1740' 28,0462 42,029
172,57143 19 38 39,5833 79,166 15,8914 36,0655 33,1072  75,136!
177,71429 6 44 12,5000 91,666° 9,0770( 45,1425 18,9104, 94,047/
182,85714 2 46 4,1666° 95,833: 2,5036! 47,6462 5,2159: 99,262!
< Nekonecno 2 48 4,1666 100,000 0,3538( 48,0000/ 0,7370{ 100,000

Pti tomto roztiidéni dat do 7 intervall nejsou splnény podminky dobré aproximace, ve tiech
intervalech jsou teoretické Cetnosti pod 5. Zménime tedy dolni mez na 159 a horni na 178.




Proménna: X, Rozdéleni:Normalni (vyska.sta)

Chi-kvadrat = 3,85268, sv =4, p = 0,42631
Horni Pozorované | Kumulativ. Procent Kumul. % |Ocekav. | Kumulativ. | Procent |Kumul. %
hranice Cetnosti |Pozorované |Pozorované |Pozorované |Cetnosti| Odekdv. |Oc&ekav.| O&ekav.
<=161,71429 3 3 6,2500!( 6,250(/5,72299 5,7230(/11,9229 11,922!
164,42857 7 10 14,5833 20,833:5,67594  11,3989. 11,8248 23,747:
167,14286 9 19 18,7500 39,583: 7,86263. 19,2615 16,3804: 40,128:
169,85714 11 30 22,9166 62,5001 8,81245 28,0740 18,3592:| 58,487
172,57143 8 38 16,6666 79,166° 7,99151° 36,0655 16,6489 75,136
175,28571 3 41 6,2500! 85,416 5,86355. 41,9291 12,2157 87,352
< Nekonec¢no 7 48 14,5833 100,000 6,07089  48,00001 12,6477 100,000

V tomto ptipadé¢ jsou podminky dobré aproximace splnény. Testova statistika se realizuje
hodnotou 3,85268, p-hodnota je 0,42631, tedy na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05
hypotézu o normalité¢ nezamitame. Podivejme se jesté na histogram s prolozenou Gaussovou
kiivkou: Na zalozce Zakladni vysledky zvolime Graf pozorovaného a o¢ekavaného rozdéleni.

Proménna: X, Rozdéleni:Normalr

Chi-kvadrat test = 3,85268, sv = 4, p = 0,4263
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Pocet pozorovani

160,1429 165,5714 171,0000 176,4286
162,8571 168,2857 173,7143 179,1429

Kategorie (homi meze)

11.3. Jednoduchy test exponencialniho a Poissonova rozloZeni

11.3.1. Jednoduchy test exponencidlniho rozloZeni

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér Xj, ..., Xp pochazi z exponencialniho
rozlozeni. Ozna¢me M vyb&rovy primeér a S? vybérovy rozptyl tohoto ndhodného vybéru.
Vime, Ze stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X ~ Ex(1) je E(X) = 1/A a rozptyl je D(X) = 1/A%.

- n-1)S° , : e
Test zaloZime na statistice K = % , ktera se v ptipadé€ platnosti Hg asymptoticky fidi
rozlozenim xz(n-l). Kriticky obor: W = <O, xar2 (n —1)> U <x21—a/2 (n —1),oo). Jestlize Ke W,

Ho zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti a.

11.3.2. Priklad

Byla zkoumana doba Zivotnosti 45 soucastek (v hodinach). Primérnd zivotnost byla m =
99,93 a rozptyl s> = 7328,91. Na asymptotické hlading vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze
dany ndhodny vybér pochazi z exponencialniho rozloZeni.

ReSeni:



- n-18* _ ..
Testovou statistiku K vypoc¢teme podle vzorce K = @ Kriticky obor ma tvar:

W = (0 ar2(n = 1)) U (% r-arz2(n —1);0). V nasem pripads K = 32,2924,

W = <0;27,575> U <64,202; oo), Ho tedy nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti
0,05.

11.3.3. Jednoduchy test Poissonova rozlozeni

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér X, ..., X, pochazi z Poissonova rozlozeni.
Oznacme M vybérovy primeér a S? vybérovy rozptyl tohoto ndhodného vybéru. Vime, ze
sttedni hodnota nahodné veli¢iny X ~ Po() je E(X) = A a rozptyl je D(X) = A. Test zalozime

- n-1)s° : .
na statistice K = % , ktera se v pripad¢ platnosti Ho asymptoticky fidi rozlozenim

¥ (n-1). Kriticky obor: W = (0,x%as2(n —1)) U(x 1-ar2(n —1)0). Jestlize K e W, Ho

zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti a.

11.3.4. Priklad

Studujeme rozloZeni poctu pacientd, ktefi béhem 75 dnii pfijdou na pohotovost.
Osmihodinovou pracovni dobu rozdélime do ptlhodinovych intervall a v kazdém intervalu
zjistime pocet pfichozich pacienti:

Pocet pacienti | Pozorovana Cetnost
79
188
282
275
196
114
45
10
7

3

0 1

PO OINDOAWNIFLO

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze dany ndhodny vybér pochazi
z Poissonova rozloZeni.

Reseni:

Celkovy pocet pacientli je n = 1200. Realizaci vyb&rového priméru M ziskame jako vaZzeny
pramér podtu pacientd (m = 2,8033) a realizaci vyb&rového rozptylu S? ziskame jako vézeny
rozptyl po&tu pacientii (s° = 2,7086). Testovou statistiku vypo&teme podle

_ 2
vzorce K = (”Tl)s tedy K = 1158,5, kriticky obor

W = <0, Y ar2 (n —1)> U <X21—(x/2 (n —l),OO) = <0, X20,025(1199)> U <X20,975(1199),oo) =
=(0;1104,93) LU (1296,86;)

ProtoZe testova statistika se nerealizuje v kritickém oboru, Hg nezamitdme na asymptotické
hladin€ vyznamnosti 0,05.



Shrnuti

K ovéfeni shody empirického rozlozeni s teoretickym rozlozenim se pouzivaji riizné
metody. Zvlastni postaveni mezi nimi zaujimaji metody zamétené na oveéfovani normality dat.
S nimi jsme se seznamili ve 2. kapitole.

Obecné je na ovéfeni predpokladu o typu rozlozeni, z néhoz pochéazi dany nahodny
vybér, uréen chi-kvadrat test dobré shody. Ten je zaloZen na porovnani empirickych cetnosti
jednotlivych variant ¢i tiidicich intervall s tzv. teoretickymi cetnostmi. Velké odchylky mezi
empirickymi a teoretickymi ¢etnostmi vedou k velkym hodnotdm testového kritéria a tudiz
k zamitnuti nulové hypotézy. Test dobré shody Ize aplikovat pouze pti splnéni prredpokladii
dobré aproximace.

Pro ovétovani shody empirickych dat s exponencialnim ¢i Poissonovym rozlozenim
byly vyvinuty jednoduché testy, které vyuzivaji pouze znalosti rozsahu vybéru, vybérového
priméru a vyberového rozptylu.

Kontrolni otazky

1. Popiste provedeni testu dobré shody pro nahodny vybér z diskrétniho rozlozeni a pro
nahodny vybér ze spojitého rozlozeni.

2. Jakym rozlozenim se asymptoticky fidi testova statistika testu dobré shody v ptipadé
platnosti nulové hypotézy?

3. Za jakych podminek lze pouzit test dobré shody?

4. Popiste jednoduchy test exponencidlniho rozloZeni a Poissonova rozloZeni.

Autokorekéni test

1. Pti 600 hodech kostkou byly zjistény tyto Cetnosti: 85 x jednicka, 99 x dvojka, 91 X trojka,
108 x ctyika, 119 x pétka, 98 x Sestka. Ptispévek Sestky do testové statistiky K je

a) 0,04

b) 0

c)4

2. Uvazme zadani z otdzky 1. Pokud je pravdiva hypotéza, ze kostka je homogenni, pak
testova statistika K se asymptoticky fidi chi-kvadrat rozloZenim s po¢tem stupiii volnosti
a) 4

b) 6

c)5

3. Na zaklad€ nahodného vybéru rozsahu 537 z diskrétniho rozloZeni je na asymptotické
hladin€ vyznamnosti 0,01 testem dobré shody ovétovana hypotéza, Ze tento vyber pochézi
Z Poissonova rozloZeni, pficemz parametr A neni znam. V datech se vyskytuje 5 variant
nahodné¢ veli€¢iny X. Kriticky obor pro test nulové hypotézy ma tvar:

a) W =(0,0,072) L (12,838;0)
b) W =(12,838; )
c) W =(9,348,»)

4. Jednoduchym testem provedenym na hladin€ vyznamnosti 0,05 chceme ovétit hypotézu, ze
nadhodny vybér rozsahu 43 pochézi z exponencidlniho rozloZeni, pficemz vybérovy primér



nabyl hodnoty 20,2558 a vybérova smérodatna odchylka 22,5051. Testova statistika se
realizuje hodnotou

a) 51,8457

b) 2,3037

c) 46,664

Spravné odpovédi: 1a) 2c) 3b) 4a)
Priklady

1. Ve svych pokusech pozoroval J. G. Mendel 10 rostlin hrachu a na kazdé z nich pocet
zlutych a zelenych semen. Vysledky pokusu:

¢. rostliny 1 /2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10

pocet zlutych |25 |32 [14 |70 |24 |20 |32 |44 |50 |44
pocet zelenych |11 |7 |5 |27 |13 (6 |13 (9 |14 |18

celkem 36 |39 (19 |97 |37 |26 |45 |53 |64 |62

Z genetickych modeld vyplyva, ze pravdépodobnost vyskytu zlutého semene by méla byt 0,75
a zeleného 0,25. Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vysledky
Mendelovych pokust se shoduji s modelem.

Vysledek:

Testova statistika K = 1,797495, kriticky obor W = <X"20,95(9), 00) = <16,9;oo) , hulovou

hypotézu nezamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

2. Pti1 60 hodech kostkou jsme dosahli téchto vysledki: 9 x jednicka, 11 x dvojka,

10 x trojka, 13 x ¢tytka, 11 x pétka a 6 x Sestka. Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05
testujte hypotézu, Ze kostka je homogenni.

Vysledek:

Testova statistika K = 2,8, kriticky obor W = <x20,95(5), )= (11,07; o), nulovou hypotézu

nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

3. Ze zdznami autosalonu byl ve 100 ndhodné vybranych dnech zjistén pocet prodanych aut.

Pocet prodanych autzaden |0 |1 |2 |3 |4 | 5avic
Pocet dnii 9]143129|11|5]|3

Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze pocet prodanych aut za den
se fidi Poissonovym rozloZenim.

Vysledek:

Odhad parametru A ziskany pomoci vybérového praméru je 1,7.

Testova statistika K = 10,8891, kriticky obor W = <X20,95(4),oo) =(9,488;), nulovou
hypotézu zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.
4. Pti parlamentnich volbéch ziskaly 4 nejsilné;si strany 30%, 20%, 15% a 10% hlast, zbytek

hlast byl rozdélen mezi ostatni strany. Pfi volbach do obecniho zastupitelstva v jedné obci
ziskaly zminéné strany (ve stejném potradi) 1400, 900, 900 a 600 hlasti z 5000 odevzdanych



hlast. Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze rozlozeni hlast pti
parlamentnich a mistnich volbach (v uvedené obci) je stejné.

Vysledek:

Testova statistika K = 68,67, kriticky obor W = <X20,95(4),00) = <9,488; oo), nulovou hypotézu
zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05. S rizikem omylu nejvySe 5% jsme
prokazali, ze rozlozeni hlasi pfi parlamentnich volbach a volbach v uvedené obci se lisi.



