1 Normalni rozlozeni a odvozena rozlozeni

Nahodné veli¢ina s normélnim rozloZzenim X ~ N (u, %) m4 dominantni postaveni v po¢tu
pravdépodobnosti i v matematické statistice. Vyskytuje se v takovych situacich, kdy se ke
konstantni stfedni hodnoté p pri¢ita velké mnozstvi nezavislych ndhodnych vliva, které
lehce kolisaji kolem nuly. Takto vznikla variabilita je charakterizovana konstantou o > 0.
Normélné rozdélend nahodna veli¢ina je tedy uréena dvéma parametry p a o2, kde p je
jeji stfedni hodnota a o? je jeji rozptyl. Specidlni piipad, kde 1 = 0 a 0 = 1 nazyvame
standardizované normalni rozlozeni a znacime jej U ~ N (0, 1). Piiklady: procentové zmény
v cenéch akeii na dobte fungujicich trzich (Eugene Chama, 1960), devizové vyplatni poméry
meén,...

Ze standardizovaného norméalniho rozlozeni U lze ruznymi transformacemi odvodit dalsi
rozlozeni, z nichZ se seznamime s Pearsonovym y?—rozlozenim, Studentovym ¢—rozloZenim
a Fisher-Snedecorovym F —rozlozenim. Tato rozlozeni nachazeji velké uplatnéni predevsim
v matematické statistice.

Definice 1.1
O spojité ndhodné veli¢iné X ifkdme, Ze ma normalni rozlozeni s parametry p a o2, kdyz

o\ 2
jejl hustota je ddna vzorcem f(x) = \}2—6_%( ) , z € R. Zkrdcené piseme X ~ N(u,o?).
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Distribu¢ni funkci normalni nahodné veliciny X vyjadiime

xT

VreR:Fa)= | fit)di= [ #ﬂe—%(t%“f dt.

Definice 1.2
Nédhodnou velicinu U ~ N(0, 1) nazyvame standardizovand normélni ndhodna veli¢ina.
Jeji hustota méa tvar f(u) = #e’%uz, u€R

u 2
a distribuéni funkce mé tvar F(u) = [ \/%e_% dt.
—00

Nésledujici véta uvede vlastnosti normélniho rozlozeni.



Véta 1.3

a) Jestlize X ~ N(u,0?), pak E(X) = pu, D(X) = o2

b) Necht a,b € R, b # 0.
Jestlize X ~ N(p,0%) aY =a+ bX, pak Y ~ N(a + bu, b*c?).
[Linearni transformace normalni ndhodné veli¢iny normalitu neporusi.|

c¢) Necht Xi,... X, jsou stochasticky nezavislé ndhodné veli¢iny,

Xi~ N(pi,02), i=1,...n. Pak Y = > X; ~ N> s, > 0?)
i=1 i=1 =1
[Soucet nezavislych normélnich ndhodnych veli¢in je opét normalni ndhodné veli¢ina. |

d) Necht X ~ N(u,0?). Pak U = £ ~ N(0, 1)
[Normalni ndhodnou veli¢inu X standardizujeme tak, ze od ni odecteme jeji stiedni

hodnotu a tento rozdil pak délime jeji smérodatnou odchylkou.]

Poznamka 1.4

Distribuéni funkce ndhodné veli¢iny U ~ N(0,1) je tabelovana ve statistickych tabulkach
pro u > 0. Jinak se uziva pfepoctovy vzorec F'(—u) =1 — F(u). Kvantily ndhodné veli¢iny
U ~ N(0,1) se znaéi u, a jsou tabelovany pro o > 0, 5. Jinak se uz{va prepoc¢tovy vzorec
U = —Ul—g-

Priklad 1.5
Vysledky u prijimaci zkousky na jistou VS jsou normdlné rozlozeny se stredni hodnotou
1 = 550 bodu a smérodatnou odchylkou ¢ = 100 bodu. Jaka je pravdépodobnost, ze
nahodné vybrany uchaze¢ bude mit aspon 600 bodu?
Reseni
Nahodné velicina X udédva bodovy vysledek ndhodné vybraného uchazece, X ~ N (550, 100?)
0
—f—
P(X >600)=1— P(X <600)=1— P(X <600)+ P(X =600) =

— 1 — P(X50 < 600550y — | _ p(7 < 0,5) = 1 — F(0,5) = 1 —0,69146 = 0, 31.

F(0,5) je distribuéni funkce standardizovaného normalniho rozlozeni v bodé 0,5 - viz. ta-
bulky.

Priklad 1.6
Necht X ~ N(—1,4). Najdéte kvantil Ko g25(X).
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Reseni
U= % ~ N(0,1), Ko025(X) =7

0,025 = P(X < K0,025(X)) _ P(X—H < K0,025(X)+1) _ P(U < Ko,o252(X)+1).

2 = 2
Ko,025(X)+1
Tedy — 5 — U0,025

Proto K07025(X) = 211,0’025 —-1=2- (—U1_07025) —1=-2. Up,975 — 1=-2. 1, 9%6—1= —4, 92
Nyni budou nésledovat definice odvozenych rozlozeni (Pearsonovo rozlozeni, Studentovo
rozlozeni a Fisher-Snedecorovo rozlozeni) a souvisejici piiklady. V definicich nepiehlédnéte
pozadavky na nezavislost!

Definice 1.7
Necht Uy, ..., U, jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veliciny, U; ~ N(0,1), i = 1,...,n.

Pak ndhodnd velicina V = > U? ~ x?(n).
i=1

Rikdme, Ze ndhodn4 veli¢ina V' ma Pearsonovo rozlozeni ”chi kvadrat”a parametr n nazy-
vame stupné volnosti.

(Explicitni tvar hustoty lze nalézt napi. v priloze A sbirky: BUDIKOVA,M.-OSECKY,P.-
MIKOLAS,S: Teorie pravdépodobnosti a matematickd statistika, Sbirka prikladi, Masary-
kova Univerzita, Brno, (1998).)

Poznamka 1.8

a—kvantil Pearsonova rozlozeni s n stupni volnosti znac¢ime x2(n). Tyto kvantily jsou
tabelovdny a pro n > 30 uzivdme piiblizny vztah x2(n) ~ %(ua +4/2n —1)2

Priklad 1.9
a) Necht V' ~ x*(10). Najdéte kvantil x§ g75(10).

b) Necht V' ~ x*(3). Najdéte kvantil x§ 5(3).
Reseni
a) X%ms(lo) = 20, 483.



Definice 1.10
Necht U,V jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veliciny, U ~ N(0,1), V ~ x*(n).

Pak nédhodnd velicina T' = —= ~ t(n). Rikédme, Ze ndhodnd veli¢ina T ma Studentovo

n

rozlozeni s n stupni volnosti.

(Explicitni tvar hustoty lze nalézt napi. v priloze A sbirky: BUDIKOVA,M.-OSECKY,P.-
MIKOLAS,S: Teorie pravdépodobnosti a matematickd statistika, Sbirka prikladi, Masary-
kova Univerzita, Brno, (1998).)
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Poznamka 1.11
a—kvantil Studentova rozlozeni s n stupni volnosti zna¢ime t,(n). Tyto kvantily jsou ta-
belovany. Pro a < 0,5 se pouzivéa prepoctovy vzorec t,(n) = —t;_o(n) a pro distribuéni
funkci plati vztah F(—z) =1 — F(x).
Priklad 1.12

a) Necht T ~ ¢(8). Najdéte kvantil ¢g9(8).

b) Necht T' ~ #(6). Najdéte kvantil ¢y o5(6).

Reseni
a) too(8) = 1,3968.

b) t0,05(6) = —t0,95(6) = —1,9432.

Priklad 1.13

Necht X ~ t(14). Urcete konstantu c tak, aby platilo: P(—c < X < ¢) =0,9.
Reseni

0,9=P(—c< X <c)=F(c)—F(—c)=F(c) = [1 = F(c)] =2F(c) — 1
Tedy 0,9 = 2F(c) — 1= F(c) = 12 = 0,95 = ¢ = tg95(14) = 1,7613

2
Definice 1.14
Necht Vi, V, jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veliciny, Vi ~ x%(n1), Vo ~ x%(n2).
Pak nahodné veli¢ina F' = % ~ F(ny,ny). Rikdme, 7e ndhodnd veli¢cina F' mé Fisher-

Snedecorovo rozlozeni, kde n; je pocet stupnu volnosti citatele a ny je pocet stupnu volnosti



jmenovatele.

(Explicitn{ tvar hustoty lze nalézt napt. v pifloze A sbirky: BUDIKOVA,M.-OSECKY,P .-
MIKOLAS,S: Teorie pravdépodobnosti a matematickd statistika, Sbirka prikladi, Masary-
kova Univerzita, Brno, (1998).)
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Poznamka 1.15
a—kvantil Fisher-Snedecorova rozlozeni se stupni volnosti ny, ny znac¢ime F,(nq,ny). Tyto
kvantily jsou tabelovény. Pro ao < 0,5 se pouziva prepoctovy vzorec F,(n, ns) 1

= Fi_a(nam)’
Priklad 1.16
a) Necht F' ~ F(5,7). Najdéte kvantil Fyg75(5, 7).

b) Necht F ~ F(8,6). Najdéte kvantil Fj g25(8,6).

Reseni
a) F07975(5, 7) = 5, 2852.

b) Fpo25(8,6) L L_ —0,215.

~ Toors(6,8) 46517

Priklad 1.17
Necht X ~ F(5,8). Urcete konstantu ¢ tak, aby platilo: P(X < ¢) = 0, 05.

Reseni
0,05 =P(X <c¢)=Flc)
Tedy c = F0705(5, 8) = FU,951(8,5) = 4,81183 = O, 2075.

Nyni se budeme vénovat ndhodnému vektoru s n—rozmérnym normalnim rozlozenim, pro
jednoduchost budeme uvazovat n = 2. Konvenci pfi zapisovani ndhodnych vektoru ilu-
strujme nasledovné:

X1

Xo
sloupcovy vektor nahodnych veli¢in znac¢ime velkym tlustym pismenem, napt. X =

X



a1

a2
sloupcovy vektor konstant zna¢ime malym tlustym pismenem, napt. a =

an
Definice 1.18
O spojitém nadhodném vektoru X = (2) fikdme, ze ma dvojrozmérné normalni rozlozeni
2
01 pPO102

s parametry p = (Z;) ay = ( poros 02 ), kdyz jeho hustota je ddna vzorcem

2 2
1 _ |[(ZZH1) _9,T1TH1 T27H2 T2—H2
1 - e 2(1-p2) [( o1 ) - o2 +( o2 ) L x € RQ.

f(x) =

B 2wo1094/1 — p

Zkracené piseme X = (2) ~ No(p, X).
Propu = (8) ad = ((1) (1)) mluvime o standardizovaném dvojrozmérném normaélnim rozlozeni.
Poznamka 1.19

Vyznam parametru je nasledujici:
m = E(X1), p2 = E(Xy), 0f = D(X1), 03 = D(Xy),

y — ova osa
o

2
-2

-2 0 2 -2 0 2
X — Ové osa X — Oova osa

Véta 1.20
Necht dvojrozmérny vektor X mé dvojrozmérné normalni rozloZeni
()

X2 125 pPO102 0y
Potom pro marginalni rozlozeni skaldrni ndhodné veliciny X; plati: X; ~ N(p,02), i =1, 2.
[Slozky normalniho ndhodného vektoru normalitu ”podédi”.]

Véta 1.21 ,
Necht X = ( §1 ) ~ Ny (( # ) , ( 71 p01202 )) je normalni ndhodny vektor,
2

H2 pPoO109 o5

nechf a = [ ™' ) je vektor realnych éisel, nechf B = bin bz
@2 ba1 Do

¢isel. Potom transformovany ndhodny vektor Y = a + BX ~ Ny(a+ Bu, BXB').

[Linearni transformace zachovava normalitu.|

Priklad 1.22
Necht kursy dvou akcif jsou ndhodné veliciny X; ~ N(600,40?), Xy ~ N (800, 30%). Kore-

!
N

je matice realnych



lace R(X3, X3) = —0.4. Jaka je pravdépodobnost, ze index X; + X5 nepoklesne pod 1300
bodu?

Reseni

P(X; + X, > 1300) =7

Jelikoz X7, X5 jsou korelované, nelze uzit véty 1.3.c). Abychom mohli uzit vét 1.20 a 1.21,

, 1 .. ! . X
musime nejdfive ur¢it rozlozeni nahodného vektoru X = ( Xl).

X, N 600 1600 —480
X, 2\\ 800 /' \ —480 900 '
(Pro prvek o5 matice ¥ plati: 019 = 091 = pojoy = —0,4 - 40 - 30 = —480)

Uzijeme-li ve véte 1.21 a = < 8 ) aB= ( 1

00
X1+ X,

0
rozlozena i kazda jeho slozka. Tedy ndhodna velicina Z = X; + Xy ma normalni rozlozeni
a pro jeji parametry plati:

E(Z)=E(X;+ Xy) = E(X;) + E(X2) = 600 + 800 = 1400
D(Z) = D(X; + X3) = D(X3) + D(X3) + 2C(Xy, X2) = 1600 + 900 — 2 - 480 = 1540
Z ~ N(1400, 1540)

) potom transformovany nahodny vektor

Y =a+BX = zustava normélné rozlozeny a dle véty 1.20 je normalné

0

—N—
P(X; 4+ X3 >1300) = P(Z > 1300) = 1 — P(Z < 1300) + P(Z = 1300) =
_ Z—1400 ~ 1300-1400 _ _ _
—1—P(m < = —1—P(U§0—2,55)—P(U§2,55)—0,9946.
Index X; + X5 nepoklesne pod 1300 bodu s pravdépodobnosti 0,9946.




2 Zakladni pojmy matematické statistiky

Pocet pravdépodobnosti a matematicka statistika jsou spolu lzce svazany predmétem
svého zkouméni. Pti popisovani reality respektuji pusobeni stochasticky stabilnich ndhod-
nych vlivii. Na rozdil od poc¢tu pravdépodobnosti se v matematické statistice setkavame s
vetsi neznalosti zkoumané reality v tom smyslu, ze musime pracovat ne s jednou pravdé-
podobnosti P, ale celou tridou predem piipustnych pravdépodobnosti, aniz bychom védéli,
ktera z nich odpovidéa skutecnosti. Na zakladé pozorovani a vyhodnocovani statistickych
udaju se snazime alespon priblizné identifikovat tu pravdépodobnostni miru, ktera od-
povida pravdivé varianté zkoumané reality.

Uvazujme urnu s 10-ti koulemi o nichz vime jen to, Ze jsou bud ¢erné, nebo bilé, ale nevime,
kolik je kterych a do urny se nesmime podivat. Muzeme jen mnohokrat (s vracenim) losovat
jednu kouli a na zakladé vysledku losovani odhadnout neznamy pocet cerych kouli. Tento
odhad bude vérohodny, pokud pocet losovani bude dostatecné velky.

Predstavme si, Ze jsme 100-krat losovali jednu kouli (s vracenim) a jen v 9-ti piipadech jsme
vylosovali ¢ernou kouli. Zda se byt velmi pravdépodobné, ze cernych kouli je méné, nez
bilych. Muzeme tvrdit i vic. Kandiddty na neznamy pocet ¢ernych kouli jsou ¢isla:1,2,...,9.
Nejvérohodnéjsim kandidatem se v této situaci jevi ¢islo 1.

Matematickd statistika se (mimo jiné) zabyva:

a) teorii odhadu, t.j. odhadovanim nékterych parametru (napf. poc¢tu cernych kouli v
urné).

b) teorii testovdani hypotéz, (napf. testovanim hypotézy, ze v urné je ¢ éernych kouli).

Zékladem obou procedur jsou statistické udaje usporadané do datovych souboru. K tomu,
aby zminované procedury davali vérohodné zavéry, je treba, aby losovani spliovalo jisté
podminky. Jde tedy o to, jak spravné shirat statistické idaje. S tim souvisi pojem ndahod-
ného vybéru.

Definice 2.1

(i.) Necht Xj,..., X, jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veliciny, které maji viechny
stejné rozlozeni L(v), tedy X; ~ L(¥), i = 1,...,n. Potom fikdme, ze Xi,..., X,
je ndhodny vybér rozsahu n z rozlozeni L(1}). Ciselné realizace 1, . . ., z, uspofddané
do sloupcového vektoru predstavuji datovy soubor.

(ii.) Necht (X1,Y1),...,(X,,Y,) jsou stochasticky nezdvislé ndhodné vektory, které majf
vechny stejné rozlozeni Ly(d). Potom fikame, ze (X1,Y1),...,(Xn,Y,) je ndhodny
wjbér rozsahu n z dvourozmérného rozlozeni Lo(1). Ciselné realizace (z1, 1), - . ., (Zn, Un)
usporadané do matice n x 2 predstavuji dvourozmérny datovy soubor.

(iii.) Analogicky lze definovat i ndhodny vybér rozsahu n z p—rozmérného rozlozeni L, (1),
p = 3.

(iv.) Libovolna funkce T' ndhodného vybéru, (resp. nékolika ndhodnych vybéru) se nazyva
statistika.



Dtsledek 2.2

Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni s distribuéni funkci F'(z). Pak pro si-
multanni distribuéni funkce F,(x) = F,(z1, ..., z,) ndhodného vektoru (X, ..., X,) plati:
F.(x)=F(x) - F(xg) ... - F(xy,)

Nasledujici definice uvede dulezité a casto pouzivané statistiky. Znalost téchto statistik,
schopnost je pouzivat a spravné je interpretovat je v tomto kurzu zcela zasadni!!!

Definice 2.3

(i.) Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér, n > 2
— Statistika M = % > X, se nazyva vybérovy prumér

1=
— Statistika S? = ﬁ

— Statistika S = \/S_ nazyva vybérovd smeérodatnd odchylka

— Statistika F,(z) = - - card{i, X; < z}, x € R se nazyva hodnota vijbérové
distribucni funkce v bode x [pro libovolné, ale pevné zvolené redlné ¢islo = zna-
mend card{i, X; < x} pocet téch realizaci veli¢cin ndhodného vektoru, které
neptekroci .|

(Xl- — M)? se nazyva vybérovy rozptyl

IHm ||M:H

(ii.) Necht Xi1,..., Xipy;-- -5 Xp1, ..., Xpn, je p stochasticky nezavislych ndhodnych vy-

P

béru o rozsazich ny > 2,...,n, > 2,. Celkovy rozsah je n = ) n;. Oznatme
j=1

M,..., M, V}'fbérové pruméry a S7, ..., Sz vybérové rozptyly jednotlivych vybéru.
Necht ¢1,...,¢, jsou realné konstanty, z nichz aspon jedna je nenulova.

— Statistika Z c; M; se nazyva linedrni kombinace vybérovyjch primeéri

7=1
p
2 (7=1)S;
— Statistika §% = = po— se nazyva vdzeny prumeér vybérovijch rozptyli
(iii.) Necht (X1,Y1),...,(X,,Y,) je ndhodny vybér z dvourozmérného rozlozeni. Oznac¢me

M, =1 LS X, My = %Z Y; vybérové pruméry, S? = ﬁ ST(X; — My)?
i=1 i=1

i=1
=L Z(Y; — My)? vybérové rozptyly.

— Statistika Sip = —= Z(X M) (Y; — Ms) se nazyva vybérovd kovariance

— Statistika R12 = Ll Z (X Ml) (s 521\42) = S12 pro 51 Sg >0

se nazyva vybérovy koeﬁczent korelace. (Je—h néktera z veli¢in S7, S, rovna nule,
vybérovy koeficient korelace se nedefnuje.)

(M, S?, S, S12, B2 jsou ndhodné veli¢iny vzniklé transformaci ndhodného vybéru. Az poté,
co se nahodny vybér realizuje konkrétnimi cisly, ziskame nasledné ¢iselné realizace uve-
denych statistik. Tyto ¢fselné realizace znaé¢ime malymi pismeny m, s2, s, 12, 712 a odpovi-
daji ¢iselnym charakteristikam v popisné statistice s tim rozdilem, ze v piipadé rozptylu,



smérodatné odchylky, kovariance a koeficientu korelace je multiplikativni konstanta ptred
sumou ﬁ a ne %, jak tomu bylo v popisné statistice.]

Priklad 2.4

10x nezavisle na sobé byla méfena jistd neznama konstanta p. Vysledky méfeni jsou:
2:1,8;2,1; 2.4; 1,9; 2,1; 2; 1,8; 2,3; 2,2. Tyto vysledky povazujeme za realizace nahodného
vybéru X, ..., Xio. Vypoctéte m, s*> a hodnoty vybérové distribuéni funkce Fio(x).

Reseni .
= i N m) = i 3 = 2man ) = Tt - 2m Y w4 3 om?] =

n
= LY a? = 2mnm +nm?] = 5[3 a7 —nm?] =
‘ =1

— L2241 1,8 4 ... 42,22 -10-2,062) = 0,0404
s = +/s2=,/0,0401 = 0, 2011

Pro usnadnéni vypoctu Fio(x) uspordddme méfeni vzestupné:
1,8; 1,85 1,9; 2; 2; 2,15 2,15 2,25 2,3; 2,4

prox < 1,8: Fip(z) =0 pro2,1 <x<22: Fip(x)=0,7
pro 1,8 <x <1,9: Fig(x) =0,2 pro 2,2 <x <2,3: Fi(x)=0,8
pro 1,9 <z <2: Fj(z)=0,3 pro 2,3 <z <24: Fip(z)=0,9
pro2<z<21: Fjp(z)=0,5 prox >2,4: Fi(x) =1

Priklad 2.5
U 11 ndhodné vybranych aut jisté znacky bylo zjistovdno jejich staif v letech (ndhodnd
veli¢ina X) a cena v korundch (ndhodné veli¢ina Y'). Vysledky jsou v néasledujici tabulce:

X| 5| 4|65 |5 |5 |66 2 |77

Y |8 | 103 |70 | 82 8998 |66 |95 | 169 | 70 | 48
Vypoctéte a interpretujte 7io.

Reseni
m = &=(b+4+...4+7) =528
my = i(85+...+48):88 63

—_
[

5T = Ll[zx —nmi] = (5> + 4%+ ...+ 72— 11-5,28%) = 2,02
z:l
53 = Ll[zl y? —nm3] = (852 + 103% + ... +48% — 11 - 88,63%) = 970,85
S12 = ﬁ[Z@z —my)(y; —ma)] = %[Z il — Ny =
= (5 85+4 1034 ...+ 7 48—11 5,28 - 88,63) = —40, 89
_ S12 __ —40,89 0 992
"2 = 5 T /2.05,9708

Mezi ndhodnymi velicinami X a Y existuje silna nepifimé linedrni zavislost: Cim starsi
auto, tim nizsi cena.

10



Poznamka 2.6
V teseni predchozich ptikladu byl pouzit vypocetni tvar pro rozptyl a kovarianci:
n n

S? =

ﬁ[; X7 —nM?] Si2 = ﬁ[; X;Y; — nM, M) O

V nasledujici vété budou uvedeny dulezité vlastnosti ¢asto uzivanych statistik. Vlastnosti
uvedené v 1. odstavci budou odvozeny ve cviceni.

Véta 2.7

1)

Necht X,..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni se stiedni hodnotou u, s rozptylem
o? a distribuén{ funkei F(z). Potom plati:
2

EM)=upu DM)=2%2,n>2 E(S?) = o?
pro pevné x € R:  E[F,(x)] = F(x), DIF,(z)] = F(x)(1—F(z))

n

Necht Xi1,..., Xiny;ooo; Xp1, - , Xpn, Je p stochasticky nezavislych ndhodnych vy-

béru se stfednimi hodnotami p, ..., p1, a stejnym rozptylem o2 pro vsech p vybéru.
P

Oznacme celkovy rozsah n = > n;. Déle necht ¢y, ..., ¢, jsou redlné konstanty, z

7=1
nichz aspon jedna je nenulovéa. Potom plati:

p p
E(Z1 cjM;) = Zlcjuj E(S?) =0°
j= j=

Necht (X1,Y7),...,(X,,Y,) je ndhodny vybér z dvourozmérného rozlozeni s kovari-
anci 015 a koeficientem korelace p. Potom plati:

E(S12) = 019, avsak E(Ry2) = p (aproximace je vhodnd pro n > 30)

Poznamka 2.8

Metody matematické statistiky velmi casto slouzi k vyhodnocovani vysledku pokusu. Aby
tyto vysledky byli spravné vyhodnoceny, je dulezité pokusy spravné naplanovat. Uvedeme
nejzakladnéjsi typy usporadani pokusu.

2)

b)

Jednoduché pozorovani: ndhodna velicina X je pozorovana za tychz podminek. Tuto
situaci charakterizuje jeden nahodny vybér Xi,..., X,,.

Dvojné pozorovani: nahodna veli¢ina X je pozorovana za dvojich ruznych podminek.
Setkdvame se s dvéma odlisSnymi strategiemi usporadani takovéhoto pokusu:

— Dvouvybérové porovnavani: Tuto situaci charakterizuji dva nezavislé ndhodné
vybéry Xi1,..., Xin,; Xo1,..., Xon,, které mohou byt s ruznymi rozsahy.

— Pérové porovnavani: Tuto situaci charakterizuje jeden ndhodny vybér
(X11, X12), - -+, (X1, Xp2) z dvourozmérného rozlozeni. V tomto piipadé precha-
zime k rozdilovému ndhodnému vybéru 7y, ..., Z,; kde
Zi=Xn — Xio, 1 =1,2,...,n. Takto pfejdeme k jednoduchému pozorovani.
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¢) Mnohondsobné pozorovani: ndhodné veli¢ina X je pozorovdna za p > 3 ruznych
podminek. Setkavame se s dvéma odlisnymi strategiemi usporadani takovéhoto po-
kusu:

— Mnohovybérové porovnavani: Tuto situaci charakterizuje p nezavislych ndhod-
nych vybéra Xy1,..., Xin5.. .5 Xp1, ..., Xpn,, které mohou byt s ruznymi roz-
sahy.

— Blokové porovnavani: Tuto situaci charakterizuje jeden nahodny vybér
(Xi1,-. -, X1p), - s (X, ..., Xyp) 2 p—rozmeérného rozlozent.

12



3 Bodové a intervalové odhady parametra a parame-
trickych funkci

Uvazujme ndhodny vybér X, ..., X,, ~ L(¥), pficemz parametr ¥ tohoto rozlozeni L je
pro nas pozorovatele neznamé konstanta. OvSem informace o této nezname konstanté je
ukryta a ndhodnymi vlivy ”zamaskovana”v nasem ndhodném vybéru. Ukolem bodovych i
intervalovych odhadu je tuto neznamou konstantu odhalit.

Bodovy odhad spoc¢iva v nahrazeni nezndme hodnoty parametru ¢ takovou statistikou

T =T(Xy,...,Xn), jejiz ¢iselné realizace jsou ”dostatecné blizko” nezndmému parametru
.

Jinou moznosti je sestrojit interval (D, H), ktery s velkou (a pfedem uzivatelem stanove-
nou) pravdépodobnosti pokryva neznamy parametr . Meze tohoto intervalu jsou statisti-
kami ndhodného vybéru, tedy D = D(Xy,...,X,), H=H(Xy,...,X,).

Definice 3.1

Necht X7, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L(¥). Mnozina vSech pifpustnych hodnot,
jichz muze parametr ¥ nabyvat, se nazyva parametricky prostor a znaci se ©. Libovolna
funkce h(9) se nazyvé parametrickd funkce.

Definice 3.2
Necht X7, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L(¥), necht h(?) je parametrickd funkce a
necht T, Ty, Ty, ... jsou statistiky.
(i.) Statistika T je nestranngm odhadem parametrické funkce h(4), jestlize
V9 eO: E(T)=h(0)
[PTi nestranném odhadu nedochazi k systematickému nadhodnocovani, nebo pod-
hodnocovani parametru, ¢i parametrické funkce. |

(ii.) Necht Ty, T jsou dva nestranné odhady téze parametrické funkce h(9)). Rekneme, ze
odhad T je lepsi, nez odhad T5, jestlize
Vi €O : D(T1> < D(TQ)

LEPS| ODHAD

T ~ T T T
I T,
f 1
07t I T2| 4
N
\
'
'
l
\

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6
t

(iii.) Posloupnost T3, T5, ..., T,, ... se nazyva posloupnost asymptoticky nestrannijch od-
hadt parametrické funkce h(?) , jestlize
Vi e ©: lim E(T,) = h(9)
n—oo
[Kdyz E(T) # h(v), dochdzi ke zkresleni odhadu a mluvime o vychyleném odhadu.
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Pokud se toto zkresleni s rostoucim n zmensuje, je statistika 7' asymptoticky ne-
strannym odhadem parametru, ¢i parametrické funkce. |

(iv.) Posloupnost T1,Ts, ..., T,, ... se nazyva posloupnost konzistentnich odhadu parame-
trické funkce h(¥) , jestlize konverguje podle pravdépodobnosti k h(?), t.j.
Vi e, Ve>0: JI_EEOP(’T" —h(¥)| <e)=1
[Statistika T je konzistentni, jestlize s rostoucim rozsahem vybéru n roste pravdépo-
dobnost, ze absolutni odchylka odhadu T od parametrické funkce h(1#) klesne pod
libovolné malé ¢

L4F = Ty
1.2F = Ty

=T
10" 5
0.8 Ter

0.6
0.4
0.2

1 2 3 4 5 6
[Vyraz Vi € © : muzete ndzorné ¢ist "at je pravda o parametru jakdkoliv, plati...” Pfi
prvnim ¢teni definice si na misto parametrické funkce h(1) dosadte ptimo jen parametr

9]

Definice vyjmenovava zadouci vlastnosti odhadu, pficemz pozadavek na konzistenci od-

VVVVVV

Dusledek 3.3

Z nestrannosti odhadu 7,, plyne i asymptotickd nestrannost. Plati-li navic lim D(T,) = 0,
n—oo

pak z asymptotické nestrannosti plyne konzistence. Tedy:

lim E(T,) = h(9) A lim D(T,) = 0, pak T,, je konzistentni odhad parametrické funkce
n— 00 n—o0

h(9).

Ve 3. kapitole jsem si zavedli statistiky M, S?, Si2, Ria,.... Nyni posoudime, jestli tyto

statistiky maji nékteré ze zminénych zadoucich vlastnosti.

Véta 3.4
Necht X7, ..., X, je ndhodny vybér z rozloZeni, které m4 stiedni hodnotu p, rozptyl o? a
distribuén{ funkci F(z). Necht M, je vybérovy prumér, S? je vybérovy rozptyl a F,(z) je
hodnota vybérova distribu¢ni funkce pro libovolné pevné dané x. Potom plati:
1.  — M, je nestrannym odhadem parametru p. [Tedy Yu € R : E(M,) = y
— 52 je nestrannym odhadem parametru o?. [Tedy Vo > 0 : E(S?) = o2

— F,(z) je nestrannym odhadem F(z) pro libovolné pevné dané x € R.
[Tedy Vz € R : E(F,(z)) = F(z)]
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2. — My,...,M,,... je posloupnost konzistentnich odhadu parametru pu.
— S2,...,52% ... je posloupnost konzistentnich odhadi parametru o?.

— Fi(z),...,F,(x),... je posloupnost konzistentnich odhadu F(z) pro libovolné
pevné dané z € R.

Poznamka 3.5

Vybérova smérodatnd odchylka S neni !! nestrannym odhadem parametru o s jedinou
vyjimkou, kdy ma S degenerované rozlozeni, tedy kdy je rovna konstanté.

[Kdyby S byla nestrannym odhadem parametru o, pak E(S) = o. Potom

D(S) = E(S?)—(E(S))? = 0?—0? = 0. Nulovy rozptyl ukazuje na degenerované rozlozen.]

Véta 3.6
Necht (X1,Y)), ..., (X,,Y,) je ndhodny vybér z dvourozmérného rozlozeni s kovarianc o1s.
Potom vybérova kovariance Sis je nestrannym odhadem parametru oys.

[Tedy VO'12 cR: E(Slg) = 0'12]

Dosud jsme se vénovali bodovym odhadum a jejich vlastnostem. Nyni pfejdeme k interva-
lovym odhadum. Jejich prednosti proti bodovym odhadum je to, ze pomoci pravdépodob-
nostni miry umime ¢iselné ohodnotit, ”jak moc jim muzeme vérit”.

Definice 3.7
Necht Xj,..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L(¥), h(?) je parametrickd funkce, ¢islo
a€(0,1),D=D(Xy,....X,), H=H(Xi,...,X,) jsou statistiky.
(i.) Interval (D, H) se nazyva 100(1 — «)% (oboustranny) interval spolehlivosti pro h(1),
jestlize
VieO®: P(D<h(W)<H)>1—-«
[Je skoro jisté, ze ndhodny interval obsahuje bod h(?).]

(ii.) Interval (D, o0) se nazyva 100(1 — )% (levostranny) interval spolehlivosti pro h(v),
jestlize

Vi e0: P(D<h(¥)>1-a

(iii.) Interval (—oo, H) se nazyva 100(1 — )% (pravostranny) interval spolehlivosti pro
h(1), jestlize
VieO: Ph(V)<H)>1—«

(iv.) Cislo « se nazyvé riziko [volime jej zpravidla blizké nule, nejéastéji 0,05; 0,01; 0,1],
¢islo (1 — «) se nazyva spolehlivost. Statistiku D nazyvame dolni odhad, statistiku
H nazyvame horni odhad.

Poznamka 3.8

Volba oboustranného, levostranného, nebo pravostranného intervalu zavisi na konkrétni
situaci. Napf. oboustranny interval spolehlivosti pouzije konstruktér, kterého zajima dolni
i horni hranice pro skutecnou délku p néjaké soucastky. Levostranny interval spolehlivosti
pouzije vykupci drahych kovu, ktery potifebuje znat dolni mez pro skuteény obsah zlata
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v kupovaném slitku. Pravostranny interval spolehlivosti pouzije chemik, ktery potiebuje
znat horni mez pro obsah necistot p v analyzovaném vzorku.

Poznamka 3.9 Postup pri konstrukei intervalu spolehlivosti

1. Nalezneme statistiku V', kterd je nestrannym bodovym odhadem parametrické funkce
h(9).

2. Nalezneme tzv. pivotovu statistiku W, ktera je monoténni funkei bodového odhadu
V', je monoténni funkei h(19), jeji rozlozeni je zndmé a na h(J) nezavislé. Nalezneme
jeji kvantily wq o a wi_q /2 tak, ze plati:

VI €O : Plwajp <W <wi_gp) >1—a

3. Nerovnost waj2 < W < w;_q/ pievedeme ekvivalentnimi tpravami na nerovnost
D < h(9) < H.

4. Statistiky D a H nahradime jejich ¢iselnymi realizacemi d a h a ziskame tak 100(1— a))%
empiricky interval spolehlivosti pro h(1), ktery pokryva h(1)) s pravdépodobnosti a-
lespon 1 — a..

Poznamka 3.10

Jestlize 100 x nezavisle na sobé uskutetnime ndhodny vyber z rozlozeni se sttedni hodnotou
i a pokazdé sestrojime 95% empiricky interval spolehlivosti pro u, pak priblizné v 95-ti
pripadech bude lezet parametr u v intervalech spolehlivosti a asi v 5-ti ptipadech interval
spolehlivosti i nepokryje.

Postup pti konstrukci intervalu spolehlivosti si ukdzeme na nasledujicim pirikladeé.

Priklad 3.11

Necht X7, ..., X, je ndhodny vybeér z norméalniho rozlozeni N (u, 0?), kde n > 2 a numerickd
hodnota parametru o je znamé. Sestrojte 100(1 — «)% interval spolehlivosti pro parametr

1.
Reseni
1. Nestrannym bodovym odhadem V' parametru p je statistika
V=M=21%X~Nu2)
i=1
[E(M) = pn, D(M) = %2 a linearni kombinace nezavislého ndhodného vektoru za-

chovava normalitu.]
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2. Vhodnou pivotovou statistikou T pro nase zadanif je W = U = 24 ~ N(0,1)
N

Kvantily wq/2, wi—a/2 jsou v tomto pripadé kvantily normélniho standardizovaného
rozlozeni, tedy a2 = —U1—q/2 @ Ui_q/2. Proto
VI €O :1—a< Plugs <U < ui_q)).

3. Uvedenou nerovnost budeme ekvivalentné upravovat tak, abychom odhadovany pa-

rametr g osamostatnili uprostied nerovnosti.
o o
1—a<L P(Ua/g < U<U1_a/2) :P<M——'U1_a/2 < pu< M+—-u1_a/2).

v Vi

—~ N

D H

N

4. Pokud bychom méli redlna data, tak bychom pokracovali dosazenim konkrétnich ¢isel
do odvozenych odhad.

V pripadé levo- nebo pravostranného intervalu spolehlivosti se riziko a nepuli, ale zustava
soustfedéné jenom na jednom okraji rozlozeni. Tak v pi"edchozim priklade by byl
levostranny interval spolehlivosti tvaru (D, o0) = (M — VR a,oo)

pravostranny interval spolehlivosti tvaru (—oo, H) = (—o0, M 4 = - u1—a).

U2 0 Ul—a/2 Uq, Ul -

Priklad 3.12

Na zdkladé ndhodného vybéru rozsahu 10 z rozlozeni N (u;0,04) byla vypoctena realizace
vybérového pruméru m = 2,06. Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti pro parametr
i, a to a) oboustranny, b) levostranny, ¢) pravostranny.

Reseni

0=0,2; n=10; m =2,06; a =0,05; uj_q/2 = uggrs = 1,96; u;_o = uggs = 1,64
ad a)

d:m—\%-ul,a/g—20 \[0 -1,96 = 1,94

h = m—i—T Ul—aj2 = 2 06—1—\[0 1,96 = 2,18

P(1,94 < pn<2,18) > 0,95

Tedy p € (1,94;2,18) s pravdépodobnosti alespon 0,95.

ad b)
d:m—\/iﬁ-ul,a:2,06
P(1,96 < 1) > 0,95
Tedy p > 1,96 s pravdépodobnosti alespon 0,95.

fo -1,64 = 1,96
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ad c)

— o _ 0,2 _
h—m+\/—ﬁ-ul,a—2,06+ﬁ-1,64—2,16
P(p<2,16) > 0,95
Tedy p < 2,16 s pravdépodobnosti alespon 0,95.

Poznamka 3.13
Necht (d, h) je 100(1— @)% empiricky interval spolehlivosti pro parametrickou funkei A(4).
Ozna¢me A = h — d. Cislo A nazyvame S$itka intervalu spolehlivosti.

a) Pri konstantnim riziku « klesa sitka A s rostoucim rozsahem vybéru n.

b) Pii konstantnim rozsahu n klesa sitka A s rostoucim rizikem «.

Priklad 3.14

Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z N(u,0?), kde 02 zndme. Jaky musi byt minimalni
rozsah vybéru, aby sitka 100(1 — «)% empirického intervalu spolehlivosti pro parametr p
nepiekrocila ¢islo 67

Reseni

Pozadujeme, aby sitka int. spol A < 4. Tedy
5_ZA:h_d:m+\/iﬁ'ul—a/Q_(m_\/iﬁ'ul—a/Q) = \2/—%'101—(1/2

V> 2wy

402u?
l1—a/2
nZ—

Za rozsah vybéru volime nejmensi prirozené ¢islo, které vyhovuje posledni nerovnosti.

Priklad 3.15

V piikladu 3.12 a) se uzivateli zdd 95% interval spolehlivosti pro p (1,94; 2,18) ptilis siroky.
Pral by si, aby sitka tohoto intervalu neptesahla ¢islo 0,16 a riziko « zvétsovat nechce. Co
byste navrhli?

Reseni

Sitku intervalu ovlivnime zménou rozsahu vybéru n.

= 0, ]_6, n :?, g = 0, 2, Up,975 = 1,96

402u? 2
1-a/2 _ 4.0,041,962
n > 52 = o1 = 24,01

Pro n = 25 jsou pozadavky uzivatele splnény.
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4 TUvod do testovani hypotéz

Castym tkolem statistika je na zdklade dat ovérit predpoklady o parametrech, nebo typu
rozlozeni, z néhoz pochéazi ndhodny vybér. Takovému tvrzeni se fikd nulova hypotéza a
stanovujeme ji predem, bez prihlédnuti ke konkrétnim datim. Obvykle vyjadiuje dosa-
vadni predstavy o urcité skutecnosti, nebo odrazi dosavadni stav poznani v dané oblasti.
Nesouhlas s nulovou hypotézou vyjadiuje alternativni hypotéza, ktera je formulovana tak,
aby mohla platit jenom jedna z téchto dvou hypotéz. Pravdivost alternativni hypotézy
by znamenala objeveni néjakych novych skutecnosti, nebo zdsadnéjsi zménu v dosavadnich
predstavach. Napf. vyzkumnik by chtél na zédkladé dat provérit tezi (novy objev), Ze pasivni
kouteni skodi zdravi. Jako nulovou hypotézu tedy polozi tvrzeni, ze pasivni kouteni neskodi
zdravi a proti nulové hypotéze postavi alternativni, ze pasivni kouteni skodi zdravi. Tes-
tovanim hypotéz se mysli rozhodovaci postup, pii kterém se na zakladé nahodného vybéru
provede rozhodnuti, zda nulovou hypotézu nezamitam, nebo zda ji zamitam ve prospéch
alternativni hypotézy.

Definice 4.1
Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L(¥), kde parametr ¥ € © nezname, necht
h(9) je parametrickd funkce a ¢ € R je konstanta.

(i) Ho: h(¥)=c proti Hy: h(¥)#c

Tvrzeni Hy: h(¥) =c¢ se nazyva jednoduchd nulova hypotéza,
tvrzeni Hy : h(¥) # ¢ se nazyva slozend oboustrannd alternativni hypotéza.

(ii.) Ho: h(¥)>c¢ proti H;: h(¥) <c

Tvrzeni Hy : h(¥) > ¢  se nazyva slozend pravostrannd nulova hypotéza,
tvrzeni Hy : h(Y¥) < c¢ se nazyva slozend levostrannd alternativni hypotéza.

(iii.) Ho: h(¥) <c¢ vproti Hy: h(¥)>c

Tvrzeni Hy: h(¥) < c¢  se nazyva slozend levostranna nulovéd hypotéza,
tvrzeni Hy : h(J) > ¢ se nazyva slozend pravostrannd alternativni hypotéza.

Testovanim H, proti H; rozumime rozhodovaci pravidlo, které na zakladé nahodného
vybéru Xy, ..., X, zamitne, ¢i nezamitne platnost Hy.

Definice 4.2

Pri testovani Hy proti H; se muzeme dopustit jedné ze dvou druhu chyb:

Chyba prvniho druhu, jejiz pravdépodobnost znacime « znamena, ze H,y zamitneme, pies-
toze plati.

Chyba druhého druhu, jejiz pravdépodobnost zna¢ime [ znamend, ze H, nezamitneme, i
kdyz neplati.
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Hy nezamitame Hy zamitame

Hy plati spravné rozhodnuti chyba prvniho druhu
P(H, nezamitam|H, plati) = 1 — « P(H, zamitam|H, plati) = «
Hy neplati chyba druhého druhu spravné rozhodnuti

P(Hy nezamitam|Hy neplati) = | P(Hy zamitam|H, neplati) = 1 — 3

Pravdépodobnost chyby prvniho druhu a nazyvame hladina vyznamnosti testu.

Cislo 1—f oznacuje pravdépodobnost jevu, ze nepravdivou hypotézu Hy spravné zamitneme.
Toto ¢islo nazyvame sila testu. [Statistikovym pranim je, aby sila testu 1— 3 byla co nejvétsi
a hladina o vyznamnosti testu byla co nejmensi. Bohuzel s klesajicim « roste 8 a sila testu
slabne. Vzity postup je takovy, ze se nejdiive zvoli nizké a a mezi ruznymi testovacimi
postupy (pokud jich existuje vic) se voli takovy, ktery minimalizuje (3, tedy maximalizuje
silu testu.] O

Ilustrace chyb I. a II. druhu:
’HO: pacient je zdravy, H;p: pacient je nemocny.

Predpokladejme nejdiive, Ze pacient je ve skutecnosti zdravy, tedy H, plati.

Lékat to vsak nemuze védét, proto pacienta vysetii. Mohou nastat dvé moznosti:

eNic nenajde a prohlasi pacienta za zdravého - pak je vSe v poradku a zadna chyba nena-
stala.

el.ékari se po dukladném vysetieni néco nelibi a prohlési pacienta za nemocného - pak se
dopousti chyby I. druhu (bude se 1é¢it zdravy pacient). Toto riziko « nespravného rozhod-
nuti volime malé.

Predpokladejme nyni, ze pacient je ve skutec¢nosti nemocny, tedy H, neplati a
plati H,.

Lékat to vsak nemuze védét, proto pacienta vysetti. Opét mohou nastat dvé moznosti:
eLékar po dukladném vySetfeni néco zavazného najde a prohlasi pacienta za nemocného -
pak je vSe v poradku a zadna chyba nenastala.

el ékar nic nenajde a prohlasi pacienta za zdravého - pak se dopousti chyby II. druhu (ne-
bude se 1é¢it nemocny pacient). Toto riziko 3 souvisi s nastavenou hodnotou «.

Pokud 1ékar nechce riskovat “1éébu zdravého pacienta” (tedy nastavi malé «), pak bude
mit tendenci skoro kazdého pacienta ujistovat, Ze je zdravy a tim omezi zbyteéné pifpady
l1é¢eni zdravych pacienti. Dusledkem ale je, ze i nemocného pacienta dost mozna oznaci za
zdravého.

Poznamka 4.3

Testovani Hy proti H; na hladiné vyznamnosti o je mozno provadét tfemi zpusoby: a)
pomoci kritického oboru, b) pomoci intervalu spolehlivosti, ¢) pomoci p—hodnoty. Zasadni
je porozumét testovani pomoci kritického oboru. Ostatni postupy pak lze snadno odvodit.

Definice 4.4
Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér. Necht ¢fselnd realizace statistiky Ty = To(Xq, . .., X,)
rozhoduje o tom, jestli Hy zamitneme, nebo nezamitneme. Potom Tj nazyvame testovym
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kritériem (testovou statistikou,).

Mnozinu vSech hodnot, které muze testové kritérium nabyt, rozlozime na dvé podmnoziny.
Podmnozinu W, ktera obsahuje ty hodnoty testového kritéria, které vedou k zamitnuti
testované hypotézy Hy nazyvame kriticky obor.

Podmnozinu V', ktera obsahuje ty hodnoty testového kritéria, které nevedou k zamitnuti
testované hypotézy H, nazyvame obor nezamitnuti nulové hypotézy. Tyto dva obory jsou
oddéleny kritickymi hodnotami, které lze pro danou hladinu « nalézt ve statistickych ta-
bulkéch.

[Testové kritérium povazujeme za ukazatel rozporu mezi testovanou hypotézou a realnymi
daty, pricemz kriticky obor predstavuje oblast, ve které je pro nas tento rozpor uz nepii-
jatelny.|

Jestlize ¢iselnd realizace ty testového kritéria T padne do kritického oboru W, pak H,
zamitame na hladiné a ve prospéch alternativni hypotézy H; a znamend to skutecné
vyvraceni Hy.

Jestlize ¢iselnd realizace t; testového kritéria Ty padne do oboru nezamitnuti V', pak H
nezamitame na hladiné «, coz neznamena, ze hypotéza H, plati, ale jen to, ze nemame
duvod ji zamitnout.

Pravdépodobnosti chyb prvniho a druhého druhu zapiseme nésledovné:

P(TO € W|H() platl') =«

P(TO S V|H1 plati) =f

Poznamka 4.5

Uved'me si, které hodnoty testového kritéria vzhledem k typu alternativni hypotézy svédéd
v jeji prospéch a podle toho stanovme kriticky obor. Ten zpravidla vychézi (pro kritéria,
které budeme pouzivat):

Wi = (tmin, Kap2(T)) U (Ki—a/2(T),tmas) pro oboustr. alternativu h(J) # ¢
Wy = (K1-o(T), tmaz) pro pravostr. alternativu h(d) > ¢
W3 = (tmin, Ko(T)) pro levostr. alternativu h(¥) < c

kde t,,;, je oznacenim pro minimalni hodnotu, kterou muze testové kritérium T nabyt,
tmaz j€ 0znacenim pro maximalni hodnotu, kterou muze testové kritérium Ty nabyt a
K,(T) je a-kvantil testového kritéria Tj.

Doporuceny postup testovani H, proti H;:

e Stanovime nulovou hypotézu a alternativni hypotézu. Pritom je vhodné zvolit jako al-
ternativni hypotézu ten predpoklad, jehoz ptijeti znamend ”pokrok v poznéni”a mélo
by k nému dojit jen s malym rizikem omylu.

e Zvolime hladinu vyznamnosti a. Obvykle volime o = 0,05, méné casto 0,1; nebo
0,01.

e Najdeme vhodné testové kritérium (pivotovu néh. veli¢inu) a na zakladé zjisténych
dat vypocitdme jeho realizaci.
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e Stanovime kriticky obor.

e Jestlize realizace testového kritéria nélezi do kritického oboru, nulovou hypotézu
zamitame na hladiné vyznamnosti . V opacném piipadé nulovou hypotézu nezami-
tame na hladiné vyznamnosti «.

Nyni prejdeme k testovani hypotéz pomoci intervalu spolehlivosti. Volba vhodné pivotové
statistiky pii konstrukei intervaltu spolehlivosti a volba testového kritéria spolu souvisi a
tuto souvislost pfedvedeme na piikladech (ve cviceni).

Véta 4.6

Necht (d,h) je empiricky interval spolehlivosti pro parametrickou funkci h(d). Pokryje-
li tento interval konstantu ¢, pak Hjy nezamitame na hladiné «, v opacném piipadé H
zamitame na hladiné a.

1. Pro test proti oboustranné alternativé Hy : h(1}) # c¢ sestrojime oboustranny interval
spolehlivosti (d, h).

2. Pro test proti levostranné alternativé H; : h(?) < ¢ sestrojime pravostranny interval
spolehlivosti (—oo, h).

3. Pro test proti pravostranné alternative Hy : h(d) > c¢ sestrojime levostranny interval
spolehlivosti (d, 00).

Volba levostranného, resp. pravostranného intervalu spolehlivosti v bodech 2., 3. je vazana
na tvar bézné pouzivanych pivotovych statistik.

Vétsina statistickych baliku pfi testovani hypotéz na vstupu nepozaduje zadani rizika «,
ale misto toho na vystupu vypisuje tzv. p—hodnotu, jejiz podstata je obdobna hladiné
vyznamnosti . Obecnéji podava vice informaci o vysledku testu.

Definice 4.7
p—hodnota udava nejnizsi moznou hladinu vyznamnosti, pii které lze na zakladé realizace
testové statistiky nulovou hypotézu zamitnout.

Véta 4.8

Testujeme-li nulovou hypotézu na hladiné «, pak pro rozhodnuti o nulové hypotéze plati:
Je-li p—hodnota p < «, pak Hy zamitame.

[Tedy realizace testové statistiky, pro kterou byla p—hodnota spoctena, nalezi do kritického
oboru odpovidajiciho hladiné o]

Je-li p—hodnota p > «, pak Hy nezamitame.

[Tedy realizace testové statistiky, pro kterou byla p—hodnota spoctena, nenélezi do kritic-
kého oboru, odpovidajiciho hladiné a.|

Podle typu alternativni hypotézy volime zpusob vypoctu p—hodnoty:

p=2min{P(Ty < to), P(Ty > to)} pro oboustr. alternativu h(9) # ¢
p=P(Ty > ty) pro pravostr. alternativu h(d) > ¢
p = P(Ty < o) pro levostr. alternativu h(9) < ¢
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[Nejdiive si rozmyslete, jak vypadé kriticky obor pro levo-, resp. pravo- resp. oboustrannou
alternativu, az poté Vam véta d& smysl.]
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5 Parametrické dlohy o jednom nahodném vybéru z
normalniho rozlozeni

Mnoho nédhodnych velicin, s kterymi se v praxi setkavame, se fidi normalnim rozlozenim.
Pomoci cenralni limitni véty muzeme za pomérné obecnych podminek aproximovat i jina
rozlozeni normalnim rozlozenim. Proto je velmi dulezité vénovat pozornost pravé vybérum
z normalniho rozlozeni.

Normalni rozlozeni je charakterizovano dvéma parametry, stfedni hodnotou p a rozptylem
o?. Budeme tedy fesit tlohy, tykajici se téchto parametri. Tyto tlohy spoéivaji v konstrukei
odhadt a testovani hypotéz.

Néasledujici véta uvede rozlozeni bézné uzivanych testovych kritérii pro testy pro jeden
nahodny vybér z normalniho rozlozeni.

Véta 5.1
Necht X3, ..., X, je ndhodny vybér z normélniho rozlozeni N (u,o?). Potom plati:
1. Vybérovy prumér M = > X; a vybérovy rozptyl 5% = > (X;— M)? jsou stochasticky
i=1 i=1
nezavislé.

2. U=~ N(0,1), tedy M ~ N(p, U_:)

n

[Pivotovd statistika U slouzi k feseni uloh o p, kdyz 0% zndme.|

3. K =05 \2(n—1)

o2
[Pivotova statistika K slouzi k fesen{ tloh o 02, kdyZ u neznéme.]

4. T:M—%—Hwt(n—l)
[Pivotova statistika 7' slouzi k Fesen{ tiloh o y, kdyz o2 nezndme.|

M=

) 1(X¢*M)2 )
5. = —— ~x*(n)

o2

[Tato pivotova statistika slouzi k fesen{ tiloh o o2, kdyZz p znéme.]
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N(0,1)

U 0 U /2 0 Ul —a/2 0 Ul —q
X (v)
0 xZ() 0x25(v) Xi—ap®) 0 Xi-a(¥)
t(v)
ta(v) O tas2(v) 0 ti_a/2(v) 0 t1—a(V)
F(vi,v)
0F, (v1,v2) 0F,/2(v1,12) Fi_qja(vi,v2) 0 Fi_o(v1,10)
Uy = —Ul— ta(V) = —tl_a(lj) Fa(lll,llg) = m

Priklad 5.2

Hmotnost balicku krystalového cukru se ¥{d{ normalnim rozlozenim N (1002 g, 64 ¢g*). Kon-
trola ndhodné vybird 9 balickl z jedné série a zjistuje, zda jejich primérnd hmotnost je
aspon 999 g. Pokud ne, podnik musi zaplatit pokutu. Jaka je pravdépodobnost, ze podnik
bude muset pokutu zaplatit?

Reseni

X1,..., Xy ~ N(1002, 64), M ~ N(1002, &), P(M < 999) =?
P(M < 999) = P(M\*/lg‘i02 < 99{17%02) = P(U < 2)=1-3(2) =1-d(1,125) =
1—0,87076 = 0,12924.
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Pravdépodobnost, ze podnik bude platit pokutu je priblizné 12,9%.

Castym tkolem statistika je odvodit intervaly spolehlivosti pro nezndmé parametry. V
ptipadé normdlniho rozloZeni se jednd o parametry p a 0. Mohou tedy nastat ¢tyii situace:
hleddme interval spolehlivosti 1. pro u, kdyz o2 zndme; 2. pro o2, kdyZ p nezndme; 3. pro
i, kdyZz o2 nezndme a 4. pro o2, kdyZ p zndme. Pfi konstrukei intervalii spolehlivosti je
potieba védét, ktera pivotova statistika je vhodné pro zvolenou z uvedenych ¢tyi moznosti.
Potom je snadné pomoci postupu v 3.9 odvodit samotny dolni, resp. horni odhad. Toto
odvozeni pro prvni moznost - pro p, kdyz o2 zname - je v pifkladé 3.11. Jak by pomoci
zminéného postupu dopadli odhady pro zbyvajici moznosti, uvede nasledujici véta.

Véta 5.3
Necht X7i,..., X, je ndhodny vybér z normdlnfho rozlozeni N (u, c?). Uvazujme 100(1 — )
procentni empiricky interval spolehlivosti.

1. Interval spolehlivosti pro u, kdyz o2 zndme odvozujeme z pivotové statistiky

U=t~ N(0,1). Potom meze jsou pro:

n

oboustranny int. spol. (d,h) = (m— \/Lﬁ Uiap , M+ Ul_a/g)
levostranny int. spol. (d,o0) = (m-— \/Lﬁ Ul—q oo>
pravostranny int. spol. (—oo,h) = (—oc0 , m+ \/%7 . U1_a>

2. Interval spolehlivosti pro o2, kdyZ i nezndme odvozujeme z pivotové statistiky

K = (”;_12)52 ~ Xz(n — 1). Potom meze jsou pro:

- _ (n—1)s _(n=1)s®
oboustranny int. spol. (d, h) = (X?_a/z(”—l) ; xi/g(n—l))
levostranny int. spol. (d, o) = Xz(n_—(ln)i) , 00

l—«
pravostranny int. spol. (—oo,h) = [(—o0 fg;ﬁi

3. Interval spolehlivosti pro u, kdyZ 0% nezndme odvozujeme z pivotové statistiky

T = Y t(n — 1). Potom meze jsou pro:

n

oboustranny int. spol. (d, h) = (m—-2- ticae(n —1) , m+ = “t—a/2(n — 1))
levostranny int. spol. (d,o0) = (m—-- tia(n—1) oo)
pravostranny int. spol. (—oo,h) = (—oc0 , m+ ok t1—a(n — 1))
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4. Interval spolehlivosti pro o2, kdyz p zndme odvozujeme z pivotové statistiky

3 (Xi—p)?
= —— ~ x*(n). Potom meze jsou pro:

N 3 (@i S @imn)?
oboustranny int. spol. (d, h) = |\ 0 e

. i(w—uf
levostranny int. spol. (d,o0) = W , 00

11—
3 (@i—p)?

pravostranny int. spol. (—oo,h) = | —oo By

Priklad 5.4

10krat nezavisle na sobé byla zmérena urcita konstanta p. Vysledky métreni byly:

2 1,8 2,1 24 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2

Tyto vysledky povazujeme za ¢iselné realizace nahodného vybéru Xy, ..., X, z rozlozeni
N(p,0?), kde parametry u, o nezndme. Najdéte 95% interval spolehlivosti pro parametr
i, a to a) oboustranny, b) levostranny, c) pravostranny.

Reseni

Jedn4 se o interval spolehlivosti pro p, kdyz o2 nezname. K odvozeni mez{ vyuZijeme sta-
tistiku T = (n — 1), jejiz a—kvantily nalezneme v tabulkach.

n

n =10 a = 0, 05 tl_a/2<n - ].) = t0,975<9) = 2, 2622
tl_a(n - ].) = t0795(9) = 1, 8331

m = 2,06 52 = 10,0404 s =0,2011

ad a)

d=m— 2= tiapn(n—1)=2,06 - 275 - 2,2622 = 1,92

h=m+ 2= tiap(n—1)=2,06+ 0%1 2,2622 = 2,20

1,92 < u < 2,2 s pravdépodobnosti aspon 0,95

ad b

d=m—==-t_o(n—1)=2,06— 0}—?(1)1 -1,8331 =1,94

1,94 < p s pravdépodobnosti aspon 0,95

ad c)

h=m+ 2=t opn(n—1)=2,006+ 23 . 1,8331 = 2,18

u < 2,18 s pravdépodobnosti aspon 0,95
Dosud jsme se vénovali intervaliim spolehlivosti pro parametry normélniho rozlozeni, nyni

se budeme vénovat testovani hypotéz o parametrech p a 0. Budeme se vénovat testovani
pomoci kritického oboru, dalsi zptsoby testovani lze lehce odvodit.
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Definice 5.5
Necht X7, ..., X, je ndhodny vybér z N(u, 0?), kde 02 zndme. Necht n > 2 a ¢ je konstanta.
Test Hy: p=cproti Hy : p# c (resp. Hy : pu < cresp. Hy : p > c¢) se nazyva z-test.

Necht Xi,...,X, je ndhodny vybér z N(u,oc?), kde 0% nezndme. Necht n > 2 a c je
konstanta. Test Hy : g = c proti Hy : p# ¢ (vesp. Hy : p < cresp. Hy : p > ¢) se nazyva
jednovybérovy t-test.

Necht Xi,...,X, je ndhodny vybér z (,u, ), kde u nezname Necht n > 2 a c je
konstanta. Test Hy : o = ¢ proti Hy : 0% # ¢ (resp. Hy : 0% < cresp. H; : 0% > ¢) se
nazyva test o rozptylu.

Poznamka 5.6

Volba vhodného testovaciho kritéria pro zvoleny test je obdobnda volbé vhodné pivotové
nadhodné veliciny v 5.3, tedy pro z-test volim testovaci kritérium 7 odvozené ze statistiky
U, pro t-test ze statistiky 1" a pro test o rozptylu ze statistiky K.

Pozor na dvojsmyslnost pismena 7'. Obecné znaci Tj jakékoliv testovaci kritérium, v pripade
t-testu znaci T statistiku se Studentovym rozlozenim. Tedy muzeme psat 7o = U, Ty =T,
Ty = K za predpokladu, ze H, plati.

Véta 5.7

Necht Xi,...,X,, ~ N(u,0%) ,ceR, n>2

1. V ptipadé z-testu se na hladiné o nulova hypotéza HO zamita ve prospéch alterna-
tivni hypotézy H;, kdyz se testovaci kritérium Ty = === realizuje v oboru W, kde

%
pro oboustrannou alternativu ~ Hy : p#c je W = (=00, —ui_q/2) J(U1—-a/2, 00)
pro levostrannou alternativa Hy: p<c je W = (—00, —ui_q)
pro pravostrannou alternativu  Hy : p>c¢  je W = (u3_q, 00)

2. V pripadé t-testu se na hladiné o nulova hypotéza HO zamita ve prospéch alternativni

hypotézy H,, kdyz se testovaci kritérium Ty = =55 realizuje v oboru W, kde
\/H
pro oboustrannou alt.  Hy: p#c je W = (=00, —ti_qs(n — 1)) U(ti—a2(n — 1), oo
pro levostrannou alt.  Hy: p<c jeW = (—00, —t1_o(n —1))
{

t_ a’(n—l), o0)

3. V pripadé testu o rozptylu se na hladiné o nulova hypotéza Hy zamita ve prospéch
_ (n=1)8?
C

pro pravostrannou alt. H;: u>c jeW =

alternativni hypotézy Hi, kdyz se testovaci kritérium T = realizuje v oboru

W, kde
pro oboustrannou alt.  Hy: o?#c je W = (0, x3 5(n — 1)) Ux]_,2(n — 1), o0)
pro levostrannou alt.  H;: 0?2 <c je W = (0, x2(n — 1))
pro pravostrannou alt.  Hy: o2 >c jeW = (x3_,(n—1), 00)

Priklad 5.8

Podle tudaju na obalu ¢okolddy by jeji ¢istd hmotnost méla byt 125 g. Vyrobce dostal
nékolik stiznosti od kupujicich, ve kterych tvrdili, ze hmotnost ¢okolad je nizsi, nez dekla-
rovanych 125 g. Z tohoto duvodu oddéleni kontroly ndhodné vybralo 50 ¢okolad a zjistilo,
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ze jejich prumérna hmotnost je 122 g a smérodatnd odchylka 8,6 g. Za predpokladu, ze
hmotnost ¢okolad se idi normalnim rozlozenim, muzeme na hladiné vyznamnosti o = 0, 01
povazovat stiznosti kupujicich za opravnéné?

Reseni

X1,...,X50 ~ N(u,0?). Testujeme Hy : p = 125 proti levostranné alternativni hypotéze
H, : pp < 125. Parametr o2 nezname, tedy tiloha vede na jednovybérovy t-test.

Testovaci kritérium je T = M.
v
Jeho ¢iselnd realizace je to = 227125 = —2 4667.

V50
Kriticky obor je W = (=00, —t1_4(n — 1)) = (—00, —t009(49)) = (—o0; —2,4049)
Protoze tyo € W, Hy zamitame na hladiné vyznamnosti 0,01.

Stiznosti kupujicich lze povazovat za opravnéné s rizikem omylu nejvyse 1%.

Maéame- li jeden ndhodny vybeér z dvourozmérného normalniho rozlozeni, muzeme jej prevést
na vybér z jednorozmérného normalniho rozlozeni a poté muzeme pro intervaly spolehlivosti
i pro testovani hypotéz pouzit dosud odvozené postupy.

Poznamka 5.9 o jednom vybéru z dvourozmérného normalniho rozlozeni

Necht (32),., (5) ~ N (1), (F79)), n=2

H2 012 05
Pomoci linedrni transformace prevedeme nahodny vektor (i,{) na skalarni ndhodnou veli¢inu
Z=(X=Y)~ N — pa), (0% — 2015+ 02)
Oznaéime p = 1y — piy 0% = 0% — 2015 + 03
Nyni nas ndhodny vybér (X, — Y7),..., (X, —Y,) = Z1,..., Z, je z normélniho rozlozeni
N(u,0?) a ifkdme mu rozdilovy ndhodny vijbér.

Véta 5.10 ,
Necht ();11), o (X") ~ Ny ((’“), (7 013)) , n > 2 a rozptylovd matice ¥ neni zndma.

Yn 2 o012 ©
Meze 100(1 — a)% empirického intervalu ;polehlivosti pro parametrickou funkci g = pq — o
jsou:
d=m — \/iﬁ “ti—a2(n — 1)
h=m+ \/ig “ti—ase(n —1)
Priklad 5.11
Dvéma ruznymi laboratornimi metodami se zjistoval obsah chemické latky v roztoku (tidaje
jsou v procentech). Bylo vybrano 5 vzorku:
¢islo vzorku | 1 2 3 4 D

1. metoda | 2,319 |2,1]24]2,6

2. metoda |24 (2012012325
Za predpokladu, ze data jsou z dourozmérného normélniho rozlozeni, sestrojte 90% empi-
ricky interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot vysledku obou metod.

Reseni
Prejdeme k rozdilovému nahodnému vybéru, kde:
21:—0,1 22:_071 232071 24:071 25:071
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m=002 s2=0012 s=0,109545 n=5  t_opn(n—1) = toes(4) =2, 1318

d=m— S= -t apn(n—1)=0,02 — 2722 . 2,1318 = —0, 0844

h=m+ 2t ap(n—1)=0,02+ %1928 21318 = 0,1244

S pravdépodobnosti alespon 0,95 plati —0,0844 < u < 0,1244

Definice 5.12 ,
Nech (32, (5) ~ N (22), (79)), n>2.

12 g12 04y
Test Hy : pg — po = 0 proti Hy : gy — pe # 0 se nazyva pdrovy t-test. Piechodem k
rozdilovému nahodnému vybéru prevedeme parovy t-test na jednovybérovy t-test.

Priklad 5.13
V nasledujici tabulce jsou tidaje o vynosnosti dosazené 12-ti nahodné vybranymi firmami
pii investovéni do mezinarodniho podnikani (X) a do doméciho podnikéni (Y'):
Cislofirmy | 1 | 2 | 3 |4 |5 |6 |7 |89 ]10]11]12
X 1012141212179 |15 9 |11 | 7 |15
Y 111415 (1113|1610 1311 |17{ 9 |19

Vynosnost je vyjadiena v procentech a predstavuje podil na zisku vlozenych investic za
rok. Za ptredpokladu, ze data pochazeji z dvourozmérného normélniho rozlozeni na hladiné
vyznamnosti 0,1 testujte hypotézu, ze neexistuje rozdil mezi investovanim do doméciho a
do mezindrodniho podnikéni. Test proved'te pomoci a) intervalu spolehlivosti, b) pomoci
kritického oboru.

Reseni

Nejdrive prejdeme k rozdilovému ndhodnému vybéru Z; = X; —Y;, ¢ = 1,...12. Realizace
vybérovych charakteristik pak jsou m = —1,33, s2=4,78

Testujeme hypotézu Hy : p = 0 proti Hy : p # 0,

budeme potiebovat kvantil #595(11) = 1, 7959

ad a)
s 5 \/ 4,78
d=m— = ti—apn—1)=-1,3 - Ao L7959 = —2,4677
s 5 \ 4,78
h=m+ 7 tiapn—1)=—-1,3+ YAy - 1,7959 = —0,1989
eProtoze 0 ¢ (—2,4677 , —0,1989), H, zamitame na hladiné vyznamnosti 0,1.
ad b)
Testovaci kritérium je Ty = 2=<
v
Jeho ¢iselna realizace je tg = _1;37:80 = —2,11085.
V12

Kriticky obor je W = (=00, —ti_q/2(n — 1)) (ti—aj2(n — 1), c0) =
= (—o0, —1,7959) | (1,7959, o0)
eProtoze tg € W, Hy zamitame na hladiné vyznamnosti 0,1.
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6 Parametrické ulohy o dvou nezavislych nahodnych
vybérech z normalniho rozlozeni.

Vychéazime ze situace, kdy médme dva nezavislé ndhodné vybéry; prvni je z rozlozeni
N (p1,0%) a druhy je z rozlozeni N(us,03). Nasim tikolem bude konstruovat intervaly spo-
lehlivosti pro parametrickou funkci pq — o, i Z—g a testovat o téchto parametrickych funkcich
hypotézy.

Nyni si uvedeme vétu o rozlozeni statistik odvozenych z vybérovych prumeéru a vybérovych
rozptylu téchto dvou vybéru.

Véta 6.1
Necht Xy, ..., Xip, je ndhodny vybér z normalntho rozlozeni N(u1,0%) a Xy, ..., Xon, je

na ném nezavisly ndhodny vybér z normalniho rozlozeni N (us, 03), pricemz ny > 2, ny > 2.
77,171)5%4»(71271)83
ni+ng—2

Oznatme M, My vybérové pruméry, S7, S5 vybérové rozptyly a S? = (
vazeny prumeér vybérovych rozptylu. Potom plati:
1. Statistiky (M; — Ms) a S? jsou stochasticky nezdvislé.

2

9 U = M-M)-(u—ps) N(0,1), tedy My, — My ~ N </~L1 — Jio, ot + ‘7_2>

62 02 ni ng
L
[Pivotova statistika U slouzi k feSeni tloh o py — g, kdyz 0%, o3 zname.]

3. Jestlize 0% = 03 =: 02, pak

K = —(n1+132272)83 ~ x*(n +ng —2)
[Pivotova statistika K slouzi k feseni tiloh o spoletném nezndmém rozptylu o?.]

4. Jestlize 07 = 03 =: 02, pak

T — (My—Ms)—(p1—p2) t(n1 + Ny — 2)

S*\/ —t
[Pivotova statistika T slouz{ k fesen{ tloh o puy — g, kdyZz o, o2 nezname, ale vime,
ze jsou shodné.]

5. F=35% L F(ny—1, np— 1)

o3/o3
[Pivotovd statistika slouzi k feseni tloh o 0% /c2.]

Pomoci uvedenych pivotovych statistik lze zkonstruovat intervaly spolehlivosti napt. pro
nasledujici parametrické funkce: i, — pp a 0? /o2, Pfi konstrukei intervalu spolehlivosti pro
41 — fo musime rozlisit, jestli jsou rozptyly znamé, nebo neznamé. Jsou-li neznamé, musime
zjistit, jestli jsou shodné, ¢i nikoliv. Shodu rozptylu ovérujeme pomoci F-testu, ktery bude
pozdéji uveden.

Nésledujici véta uvede jiz odvozené dolni a horni meze pro zminéné parametrické funkce.

Véta 6.2
Necht Xy, ..., X1, je ndhodny vybér z normalntho rozlozeni N(u1,0%) a Xy, ..., Xon, je
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na ném nezavisly ndhodny vybér z normalniho rozlozeni N (us, 03), pricemz ny > 2, ny > 2.
Uvazujme 100(1 — «) procentni empiricky interval spolehlivosti.

1. Interval spolehlivosti pro p — e, kdyz 0%, o2 zndme odvozujeme z pivotové statis-

tiky
_ (Myi—Ma)—(p1—p2) : .
U=+ :% Ug 2 ~ N(0,1). Potom meze jsou pro:
ERET)
2 2 2
oboustr. (d, h) = (my —mg — % + Z—i “Ui—q/2 5, M1 — Mg+ % + Z—i . ul_a/2>
2
levostr. (d, ) = (m; —my— % + Z—z CUi_g oo)
B ? | o2
pravostr. (—oo,h) = | —oc0 , my—mg+ 2 Ui

2. Interval spolehlivosti pro spoleény nezndmy rozptyl o? odvozujeme z pivotové statis-

tik

K}; (”1+’+_2)52 ~ x%(n1 + ny — 2). Potom meze jsou pro:
boustr, (@) = (gt )
levostr. (d, o0) = <>§jj:1—2;2i) ) OO)

pravostr. (—oo,h) = (—oo ; %)

3. Interval spolehlivosti pro u; — po, kdyz of, 02 nezndme, ale vime, Ze jsou shodné od-
vozujeme 7 pivotové statistiky
T = M=Ma)—(u—p2) t(ny + ny — 2). Potom meze jsou pro:

e
_ /1 1
oboustr. (d, h) = <m1 — My = Suy/ 7o+ 0 tica2(ni +n9 —2)
mp — Mg + S*\/n% + n% “ti—a/2(ny +ng — 2))
_ /1 1
levostr. (d, 0o) = <m1 — My = Suy/ 77+ s t1ia(ng+ng—2) | oo)
pravostr. (—oo,h) = <—oo . My — M + Syy /ni1 + n% ‘t1_o(ny +ng — 2))

4. Interval spolehlivosti pro podil rozptyli 0? /o2 odvozujeme z pivotové statistiky

F = % ~ F(ny —1,ny — 1). Potom meze jsou pro:

o1/o3 2.9 2 /2

_ s1/s3 __ s/

oboustr. (d, h) = (momectm Fa/2(n171,n271))
2 /.2

= (=il

levostr. (d, 0o) = \(momoimoy 0
n B s2/s2

pravostr. (—oo,h) = (—o0 Fam—Lno—1)

Poznamka 6.3
Neni-li v bodé 3. predchozi véty splnén pozadavek shody rozptylu, lze sestrojit alespon

32



priblizny 100(1 — )% interval spolehlivosti pro p; — uo. V tomto piipadé mé statistika T'
priblizné rozlozeni t(v), kde pro pocet stuprnu volnosti v plati:

2 2 2
s7/ny + s5/n ;

L= E 21// 1)12 (25/ 2232 tzv. Welchova aproximace
s1/n S3/n

ni—1 no—1

Neni-li v celé cislo, pouzijeme linearni interpolaci.

Priklad 6.4

Ve dvou nédrzich se zkoumal obsah chléru (v g/l). Z prvni nadrze bylo odebrano 25
vzorki, z druhé nadrze 10 vzorku. Byly vypocteny realizace vybérovych prumeéru a roz-
ptyli: my = 34,48, my = 35,59, 7 =1,7482, s3 = 1,7121 Hodnoty zjisténé z ode-
branych vzorku povazujeme za realizace dvou nezavislych ndhodnych vybéru z rozlozeni
N(p1,0%) a N(ug,0?). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro rozdil stiednich
hodnot g — ps.

Reseni

Jedna se o interval spolehlivosti pro p; — 2, kdyz o7, o2 nezname, ale vime, Ze jsou shodné.

Interval spolehlivosti odvozujeme z pivotové statistiky

_ (Myi—Mp)—(p—p2) _
T = S*\/nil+% t(nl—I—ng 2)

Budeme potiebovat kvantil ¢1_q/2(n1 + ne — 2) = to975(33) = 2,035
(n1—1)s2+(ng—1)s3 24.1,7482+49.1,7121

. . 7~ /7 O ~ d v 7 o 2 _ . _
a realizaci vazeného pruméru vybérovych rozptylu s; = P — = - =
1,7384.
Potom meze jsou :

d:ml—mg—s*,/%—i—n—l{z-tl,a/g(nl—l—ng—Q):

— 34,48 — 35,59 — /T, 7384 - /o + &£ - 2,035 = —2,114

h:ml—mg—l—s*,/n%%—n%-tl_a/g(nl—i—ng—Q):

= 34,48 — 35,59 + /T, 7384 - /& + & 2,035 = 0,106

Zjistili jsme, ze puy — o € (—2,114 g/l , —0,106 g/1) s pravdépodobnosti aspon 0,95.

Priklad 6.5

V prikladé 6.4 nyni predpokladejme, ze dané dva nahodné vybéry pochéazeji z rozlozeni
N(uy,0%) a N(us,02). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro podil rozptylt.
Reseni

Jedn4 se o interval spolehlivosti pro podil rozptylt 02 /o2. Interval spolehlivosti odvozujeme
z pivotové statistiky

F=35 F(ny —1,ny —1).

of/os
Budeme potiebovat kvantil F1_q/2(n1 — 1,10 — 1) = Fg72(24,9) = 3,6142 a
Fa/Q(nl —1,ny — 1) = F0,025<247 9) = F079751(9724) - 277%)27
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Potom meze jsou :

= e =...=0,28
N Fl—a/z(’n1—1,n2_1) =...=U,
2 /42
h= gl = =276

Fa/g(nl—l,ng—l) -

Tedy P (0%/03 € (0,28 ; 2,76)) > 0,95

Definice 6.6

Necht X1, ..., Xi,, je ndhodny vybér z normalniho rozlozeni N(ui,0%) a Xor, ..., Xap, je
na ném nezavisly ndhodny vybér z normdlniho rozlozeni N(us,03). Necht ny > 2, ny > 2
a c je konstanta.

(i.) Piedpoklddejme, ze 0%, 03 zname.
Test Hy : p1 — pe = ¢ proti Hy @ pg — pg # ¢ (vesp. Hy @ g — pe < c resp.
Hy: g — pe > ¢) se nazyva dvouvybérovy z-test.

(ii.) Piedpoklddejme, 7e 0?, 03 nezndme, ale vime, Ze o7 = o3.

Test Hy : g1 — pe = ¢ proti Hy © pg — po # ¢ (vesp. Hy @ pq — pg < c resp.
Hy: pyp — pg > ¢) se nazyva dvouvygbérovy t-test.

-8
- o

(iii.) Test H : z
F-test.

< 1resp. Hy : = > 1) se nazyva

g

=1 proti H; : Z—i#l (resp. Hy : 2
2

S

¥
N )|
N )|

Poznamka 6.7

Volba vhodného testovaciho kritéria pro zvoleny test je stejnd, jako volba vhodné pivotové
nahodné veliciny v 6.2, tedy pro dvouvybérovy z-test volim jako testovaci kritérium 7Tj
statistiku U, pro dvouvybérovy t-test volim statistiku 7" a pro F-test volim statistiku F'.

Véta 6.8

Necht X1, ..., Xi,, je ndhodny vybér z norméalniho rozlozeni N (u1,0%) a Xor, ..., Xon, je
na ném nezavisly ndhodny vybér z normdlniho rozlozeni N(us,03). Necht ny > 2, ny > 2
a c je konstanta.

1. V ptipadé dvouvybérového z-testu se na hladiné o nulova hypotéza Hy zamita ve
prospéch alternativni hypotézy H;, kdyz se testovaci kritérium

Ty = % realizuje v oboru W, kde

ot o
pro oboustr.  Hy: py —pe #c  je W = (=00, —ui_aj2) J(U1-a/2, 00)
pro levostr.  Hy: pg —pg <c jeW = (=00, —uj_q)
pro pravostr. Hy: pg —pug >c¢  je W = ({uj_q, 00)

2. V ptipadé dvouvybérového t-testu se na hladiné o nulova hypotéza H, zamitd ve
prospéch alternativni hypotézy H;, kdyz se testovaci kritérium
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Ty = % realizuje v oboru W, kde
7+7
Vg Tng

proob. Hi: py—pps#c jeW = (=00, —ti_as2(n1 +n2 —2)) U{ti—a/2(n1 +n2 — 2), 00)
prolev. Hy: g —ps <c jeW = (=00, —t1_o(n1 +mng —2))
propra. Hy: py—ps >c jeW = (t1_o(n1 +mny —2), 00)

3. V pripadé F-testu se na hladiné o nulova hypotéza H, zamita ve prospéch alterna-
tivni hypotézy Hi, kdyz se testovaci kritérium
Ty = % realizuje v oboru W, kde
proob.  Hy: oifo3#1 je W = (0, Fopp(ni —1,n0 — 1)) U(Fi—a/2(n1 — 1,n5 — 1), 00)
prolev. Hy: o?/oi <1 jeW = (0, Fo(ni —1,ny — 1))
pro prav. Hy: o/os>1 jeW = (Fi_o(n; —1,ny — 1), o)

Priklad 6.9
V restauraci U bilého konicka” métili ve 20 piipadech ¢as obsluhy zakaznika. Vysledky
jsou v minutach: 6, 8, 11, 4, 7, 6, 10, 6, 9, 8, 5, 12, 13, 10, 9, 8, 7, 11, 10, 5. V restauraci
"Zlaty lev’bylo dané pozorovani uskutecnéno v 15 ptipadech s témito vysledky: 9, 11, 10,
7,6, 4,8, 13, 5, 15, 8, 5, 6, 8 ,7. Za predpokladu, ze uvedené hodnoty pochdazeji ze dvou
normalnich rozlozeni, na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze stiedni hodnoty
doby obsluhy jsou v obou restauracich stejné.
Reseni
Reseni: Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujeme nulovou hypotézu Hy : j; — pis = 0 proti
oboustranné alternativé Hy : p; — po # 0. Jednd se o dvouvybérovy t-test. Predpokladem
tohoto testu je vsak shoda rozptylu, kterou musime nejdiive ovérit. K tomu uzijeme F-test.
my = 8,25, my=28,13; s1=6,307; s3=29,41;

(n1—1)S2+(n2—1)53 19.6,307+14.9.41 _ 7.623

Sk = P—, = 10+14

Na hladiné vyznamnosti 0,05 tedy nejdrive testujeme hypotézu
OHO:Z—izlprotileg—i%l.
Testové kritérium je :
Ty = S%{Sg , jeho realizace je tg = %4017 = 0,6702.
Kriticky obor je
W =(0, Fojo(n1 —1,ne — 1)) [ J(Fi—aj2(n1 — 1,n2 — 1), 00) =
<O, F07025(19, 14)> U<F07975(19, 14), OO) =
1 ) U(2,8607, oo) = (0, 0,3778) [ J(2,8607, o)

<07 F0,975(14,19)

to € W, tedy Hy o zhodé rozptylu nezamitam na hladiné vyznamnosti 0,05 a mohu po-
kracovat t-testem.

oy : p11 — pi2 = 0 proti Hy @ pg — pg # 0
Testové kritérium je

—Mo— : : : 8,25—8,13
TO = Mi—My—c JehO realizace e to= ——==—=0,124
1 1 ’ 0 /1 . 1 )
S E+@ V7,623 %""ﬁ

Kriticky obor je
W = (=00, —t1ap(ni +mn2 —2)) U(ti—aj2(ni +ng —2), 00) =
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= (=00, —to975(33)) U(toor2(33), 00) = (=00, —2,035)[J(2,035 , oo)
Protoze tog ¢ W, Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05. [Tedy neni divod pochy-
bovat o tom, Ze v obou restauracich obsluhuji stejné rychle.]
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7 Parametrické tlohy o jednom nahodném vybéru a
dvou nezavislych nahodnych vybérech z alterna-
tivniho rozlozeni

Véta 7.1

Necht Xi,...,X, je ndhodny vybér z alternativniho rozloZeni A(¥) a necht je splnéna

podminka nd(1 — ) > 9. Necht M = % > X, je vybérovy prumeér. Pak statistika

=1
U= \/i\f(—%im ~ N(0,1). Cteme: statistika U m& asymptoticky normdlni standardizované

rozlozeni.
Potom meze 100(1 —«)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro parametr
¥ alternativniho rozlozeni jsou:

m(1—m)

d=m — o Ul-a/2

m(1—m)

h=m-+ Ul—a/2

Poznamka 7.2

Je dulezité uvédomit si interpretaci pruméru M. Nahodna velicina X; nabyva pouze dveé
n

hodnoty: jednicky a nuly, kde jednicka znamend, ze nastal dspéch. Potom > X; znameng
i=1

n
pocet tspéchu v n nezavislych pokusech a % > X; je tedy relativni ¢etnost uspéchi. Re-
i=1
lativni Cetnost uspéchu je statistika, ktera odhaduje parametr pravdépodobnosti tspéchu
0.

Priklad 7.3

Oddéleni marketingu podniku chce odhadnout, jaky podil na trhu s vyrobky, které podnik
vyrabi, méa konkurence. Ndhodnym vybérem 100 spotiebitelt jsme zjistili, ze 34 z nich
pouzivé vyrobky konkurence, zbytek vyrobky podniku. Urcete 95%-ni interval spolehlivosti
pro podil konkurenénich vyrobku na trhu.

Reseni

Necht X; je ndhodné velicina, kterd nabyva hodnotu 1, kdyZ i—t4 osoba pouziva vyrobek
konkurence, a hodnotu 0 jinak.; 7 =1,2,...,100.

Potom X; ~ A(J) a Xi,..., X, je ndhodny vybér z alternativniho rozlozeni. Nagim tikolem
je urcit interval spolehlivosti pro parametr ¢ tohoto rozlozeni.

n=100 m=25 U_aj = Upgrs = 1,96

Podminka aproximace normdlnim rozlozenim je nd(1 — ) > 9. Jelikoz parametr ¥ neni

znam, nahradime ho odhadem m.
100.0, 34.0,66 = 22,44 > 9. Tedy pro odhad m je podminka splnéna. Potom:

d=0,34— /2235106 =0,2472  h=0,34+4 /22250196 = 0,4328

Tedy 0,2472 < 9 < 0,4328 s pravdépodobnosti ptiblizné 0,95.
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[¢ je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrand osoba bude uzivat vyrobek konkurence, tato
pravdépodobnost je z intervalu (0,2472; 0,4328). Tomuto intervalu muzeme veérit na pfi-
bliznych 95%.]

Véta 7.4

Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z A(Y), ¢ € (0,1), M je vybérovy prumér a necht je
splnéna podminka

nd(1 —19) > 9.

Na asymptotické hladiné vyznamnosti a se nulova hypotéza Hy : ¥ = ¢ zamita ve prospéch

alternativni hypotézy H;, kdyz se testovaci kritérium

Ty = ]\:[(1__06) realizuje v oboru W, kde

pro oboustrannou alternativu  Hy : 0 # ¢ je W = (=00, —ui_a/2) J(t1-a/2, 00)
pro levostrannou alternativa ~ Hy : 9 <c¢ je W = (—00, —uj_q)
pro pravostrannou alternativa Hy : 9 > ¢ je W = (u1_q, 00)

[Plati-li Hy, pak To ~ N(0,1).]

Poznamka 7.5

Testovaci kritérium je odvozeno z Moivre-Laplaceovy véty. Pii platné Hy je Ty = U =
M—9

\/m ~ N(0,1)

Poznamka 7.6

Statistiky, z nichz jsme odvozovali intervalové odhady a testovaci kritérium v predchozi

vété, nejsou stejné. Testovani hypotézy pomoci bud testovactho kritéria, nebo intervalu

spolehlivosti, nemusi nutné vést ke stejnému zaveéru.

Priklad 7.7

Deklarovana pravdépodobnost vyrobeni zmetku pii vyrobé urcité soucastky je ¢ = 0,01.
Bylo ndhodné vybréano 1000 vyrobku a zjistilo se, ze mezi nimi je 16 zmetktu. Na asympto-
tické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu Hy : 9 = 0,01 proti Hy : 9 # 0,01.

Reseni
Podminka aproximace normalnim rozlozenim nd(1 —v) > 9 je pfi neznamém ¢ nahrazena
podminkami nm(1 —m)>9 a ne(l—c)>9

16, 984 _ _ ;
1000 * 1505 * 3000 = 15,744 > 9 a 1000 -0,01-0,99 = 9,9 > 9, tedy aproximace
normalnim rozlozenim je mozna.

16 _0,01

Realizace testového kritéria je ¢ = 19%8—— = 1,907

1000

Kriticky obor je W = (=00, —u1_q/2) U(t1-a/2, 00) = (—00; —1,96) [J(1,96; o0).
Protoze 1,907 ¢ W, Hy nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

[Tedy neni na zdkladé naméfenych hodnot divod pochybovat o tom, ze pravdépodobnost
vyrobeni zmetku je 0,01.]

Véta 7.8
Necht X1y, ..., X1,, je ndhodny vybér z alternativniho rozlozeni A(91) a Xo, . .., Xo,, je na
ném nezavisly nahodny vybér z A(1J;). Necht je splnéna podminka n;9;(1—9;) > 9, i = 1, 2.
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Necht M, M, jsou vybérové pruméry. Pak statistika
U= _M-M)-($1-92) N(0,1).

My (A=My) | Mp(1—Mp)
ny ny

Potom meze 100(1 — a)%—niho asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro
parametrickou funkci ¥y — 5 jsou:

d— my — My — \/ml(igmﬂ + ma(1—mz) Ul a2

n2

h=my —my+ \/ml(};ml) omalome)

n2

Priklad 7.9

Management supermarketu vyhlasil tyden slev a sledoval, zda toto vyhlaseni ma vliv na

podil vétsich nakuptu (nad 500 K¢). Na zakladé ndhodného vybéru 200 zékaznika v tydnu

bez slev bylo zjisténo 97 velkych nakupt, zatimco v tydnu se slevou z 300 nahodné vy-

branych zdkazniku ucinilo velky ndkup 162 zékazniku. Sestrojte 95% asymptoticky interval

spolehlivosti pro rozdil pravdépodobnosti uskuteénéni vétsiho nakupu v tydnu bez slevy a

v tydnu se slevou.

Reseni

Zavedeme nahodnou velicinu X ;, ktera bude nabyvat hodnoty 1, kdyz v tydnu bez slevy

1—ty ndhodné vybrany zakaznik uskutecni vétsi nakup a hodnoty 0 jinak, ¢ = 1,...,200.

Nédhodné veli¢iny X 1,..., X100 tvoii ndhodny vybér z rozlozeni A(v,). Déle zavedeme

nahodnou velicinu Xy;, ktera bude nabyvat hodnoty 1, kdyz v tydnu se slevou :—ty ndhodné

vybrany zakaznik uskutecni vétsi nakup a hodnoty 0 jinak, 7 = 1,...,300. Nahodné veli¢iny

Xo1, ..., Xa300 tvoif nahodny vybér z rozlozeni A(vJ)2) a je na predchozim vybéru nezavisly.
= 200, ne = 300, m; = %, me = %. V podminkach aproximace normalnim

rozlozenim n;¥;(1 — 9;) > 9, i = 1,2 nezndme parametry 1, 5, ale muzeme je nahradit

odhady my a me. Tedy podminky jsou splnény:

200 - 5 - 383 = 49,955 > 9, 300- 352 . 138 =74 52 > 9.

Meze 100(1 — )% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro parametrickou

funkci 7 — ¥ tedy jsou:

d=m; —mgy— \/ml(ljml) pomalome) gy e =

n2

97 97 162 162
_ 97 162 (1-3%5) (1 *)
=S 162 200 — 4 300 1 96 = —O 1443

h=my —my+ \/m1(1 mi) + ma(1— m2) U2 =

n2

162 162

= 505 — 300 T \/200 200200 = (;00300) 1,96 = 0,0343
Zjistili jsme tedy, ze s pravdépodobnosti prlbhzne 0,95 je parametricka funkce
U — ¥y € (—0,1443 , 0,0343).
Véta 7.10
Necht X1, ..., X1,, je ndhodny vybér z alternativniho rozlozeni A(9;) a X1, ..., Xop, je
na ném nezavisly ndhodny vybér z A(vds), My, M; jsou vybérové prumeéry.
Necht je splnéna podminka n9;(1 —9;) > 9; i =1,2.
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Na asymptotické hladiné vyznamnosti o se nulova hypotéza Hy : ¢; — 9 = ¢ zamita ve
prospéch alternativni hypotézy Hy, kdyz se testovaci kritérium

M;—My)— S
T, = (M —My)—c realizuje v oboru W, kde
My(1-My) | Ma(1—My)
ni n2

pro oboustrannou alternativu  Hy : 9y — ¥y # ¢ je W = (=00, —u1_q/2) U(U1-a/2, 00)
pro levostrannou alternativu =~ Hy : 9y —dy <c¢  je W = (=00, —u1_q)
pro pravostrannou alternativu Hj : ¥y — ¥y > ¢ je W = (u1_q, 00)

[Plati-li Hy, pak Ty =~ N(0,1).]

Poznamka 7.11
Je-li specidlné Hy : 97 — 5 = 0, tedy ¢ = 0, pak vhodnéjsim testovacim kritériem je

TO My —Mo kde M* _ n1M1+n2M2
1\’ n1+n2
M, (1— M*)<n1+n2)

Plati-li Hy, pak Tp ~ N(0, 1).

Priklad 7.12

Pro udaje z prikladu 7.9 testujte na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 hypotézu, ze
tyden se slevami nezvysi pravdépodobnost uskutecnéni vétsiho nakupu.

Reseni

Testujeme hypotézu Hy : vy — 19 = 0 proti levostranné alternativée H; : 9, — v < 0 na
asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

ny =200, ny =300, my = 3=, my = 302, m, = L2 =, 518,

Podminky aproximace normélnim rozlozenim byly ovéreny v prikladu 7.9.

ad a) Testovani pomoci intervalu spolehlivosti:

Pro levostrannou alternativu pouzijeme pravostranny interval spolehlivosti:
h=my —my+ \/ml(lfml) + ma(l—m2) Ul o =

n2

162 \/ 200 200 :1383 (1 33(6)(2))
- 200 ~ 300 T 200 + 300 -1,645 =0, 02 . ‘
Protoze ¢islo ¢ = 0 je obsazeno v intervalu(—oo ; 0,02), Hy nezamitdme na asymptotické

hladiné vyznamnosti 0,05, tedy slevy nemaji vliv na podil vétsich ndkup.

ad b) Testovani pomoci kritického oboru:

Testové kritérium je:
— My kde M. = mMitnaM

9 *
\/M*(l M (E+L) e

_200-274300- 182

200 300 — 0’518

My = 2004300
97 162

to = 200 _ 300 — —1.2058
O Josis- 0,518) (555+ 505 ) 20

300
Kriticky obor je:
W =(—00, —uj_q) = (—00, —uggs) = (—00, —1,645).
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Protoze ty ¢ W, Hy nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.
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8 Analyza rozptylu jednoduchého tridéni

Problematiku uvedeme dvéma piiklady. Zajima nas, jestli je produktivita manualniho pra-
covnika (vyjadiend poc¢tem vyrobenych kusi) ovlivnéna denni dobou (rdno, dopoledne,
odpoledne, vecer, v noci).

Nebo jestli je doba kojeni (vyjadiend po¢tem tydnu) ovlivnéna vzdélanim matky (vzdélani
zékladni, stredoskolské, vysokoskolské). Obecné analyza rozptylu fesi problém, jestli ma
ndhodné veli¢ina nominélniho typu (faktor A) vliv na ndhodnou veli¢inu X intervalového,
¢i pomérového typu. V prvnim piikladé se nahodna velicina A - "denni doba”- realizuje
péti hodnotami, fikame, ze faktor A ma 5 drovni. Obdobné v druhém piikladé ma faktor
"vzdélani matky” 3 drovné.

Abychom zjistili, jestli ma faktor A vliv na nahodnou velicinu X, poridime pro kazdou
uroven ¢ faktoru A ptislusnych n; nezavislych pozorovani nahodné veli¢iny X . Tedy nabyva-
li faktor A praveé r trovni, pak ke kazdé drovni pritradime jeden nahodny vybér a dale
pozadujeme, aby téchto r vybéru bylo navzajem stochasticky nezavislych:

’ faktor A ‘ Néhodny vybér ‘
uroven 1 Xlla---7X1n1 NN([Ul,O'Q)
troveni 2 | Xop, ..., Xop, ~ N(po,0?)

troven r | X,1,..., Xpm, ~ N(u,,0?)

Pokud faktor A nema vliv na ndhodnou velicinu X, pak by stfredni hodnoty gy, o, ...,
meli byt stejné. Tedy testujeme na hladiné o hypotézu:

Hy: py=ps=...=p, protialternativni hypotéze
H, : Aspon jedna dvojice stiednich hodnot se lisi.

Vsimnéte si, ze nabyva-li faktor A pravé dvou hodnot, jedna se vlastné o dvouvybérovy
t—test na hladiné «. (Je vék ovlivnén pohlavim?)

S tim souvisi otazka, jestli by hypotézu Hj neslo testovat pomoci (;) separatnich dvou-
vybérovych t-testu, kazdy na hladiné a? Pokud by alespon jedna dvojice zamitla rovnost
stfednich hodnot, pak bychom nulovou hypotézu o rovnosti vSech stiednich hodnot zamitli
a soucasné bychom védéli, které dvojice se lisi. Tento postup ovSsem nespliiuje podminku, ze
pravdépodobnost chyby prvniho druhu mé byt nejvyse «. (Chyba by byla podstatné veétsi.)
Metoda ANOVA (Analysis of variance), kterou si uvedeme, danou podminku spliiuje. Tato
metoda slouzi k testovani H, o shodé stfednich hodnot. Neslouzi tedy k porovnavani roz-
ptyla, jak by se mohlo zdat z nédzvu. Rozklad (analyza) rozptylu je pouze prosttedkem k
rozhodnuti o Hy o shodé stiednich hodnot. Zamitneme-li na hladiné o nulovou hypotézu,
pak nas dale zajima, které dvojice stfednich hodnot se od sebe lisi. K tomu slouzi metody
mnohondsobného porovnavani napt. Scheffého, nebo Tukeyova metoda. Nez ptfejdeme k
samotnému testovani, uvedeme si oznaceni obvyklé pro analyzu rozptylu.

Oznaceni 8.1
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celkovy rozsah vsech r vybéru
vybérovy prumér v i—tém vybéru

celkovy prumeér vsech r vybéru

St = Z (Xij — M.)*  celkovy soucet ctvercu

(statistika S mé fr = n — 1 stupnu volnosti)

.)?  meziskupinovy soucet ¢tverct

(statistika Sy mé fa =r — 1 stupnu volnosti)

Sp =22 (Xij — M;)?  vnitroskupinovy, neboli rezidudlni soucet ctvercu

i=1 =1
(statistika S ma fr = n — r stupnu volnosti)
a
10
o8k B e
06 ) Xsim 421535 Ma
o e S e )
fite g o
M - 3 M3~ m >
oo = ’?
o : i
0,0 - 5 ‘l ,“
*m
02} : e
04}
1 § { 1
i i m v vV
Uhrovne A

Poznamka 8.2

eStatistika Sp charakterizuje celkovou variabilitu vSech pozorovani X;; kolem spoleéného

pruméru M.., tedy az na koeficient ﬁ predstavuje rozptyl nahodné veli¢iny X.

eStatistika S, charakterizuje variabilitu mezi jednotlivymi r vybeéry, tedy charakterizuje

vliv faktoru A.

eStatistika Sg charakterizuje variabilitu uvniti jednotlivych vybéru zpusobenou nahodnymi

vlivy, tedy nevysvétlenou faktorem A.

Ke kazdé sumé Ctvercu urCujeme tzv. stupné volnosti, dané poctem veli¢in, které jsou
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v ramci sumy nezavislé. Uvazime-li statistiku Sz, pak n pozorovanim odpovida n s¢itancu
sumy. Ovsem tyto s¢itance nejsou zcela libovolné - musi vyhovovat vedlejsi podmince

> Z(Xzy M.) = 0. Proto Sy ma fr = n— 1 stupnu volnosti. Obdobné statistika S, ma
i=1j=

,

r pozorovani, které musi vyhovovat vedlejsi podmince > n;(M; — M.) = 0. Proto Sy ma
i=1

fa =r — 1 stupnu volnosti.

Pro pocet stupnu volnosti statistiky Sg plati vztah fr = fr — fa. (Plyne ze vztahu
St = Sa + Sg, ktery bude uveden v nasledujici vété.) Tedy fr =mn —r.

Véta 8.3
Vzhledem k oznaceni 9.1 plati:

1.) St =84+ S5E.

2) S;= p— T, kde S? je vdZeny prumér vybérovych rozptyli.
3.) i—’i ~ X (n—7). [B(E) = 0’
4.) Ve hcmy i—g‘ jsou stochasticky nezavislé.

Plati-li Hy: py = po = ... = p, pak

5) i_fg ~ X2(r — 1) [E( SAl) = o2 platl i Hy. ]

8.4 Testovani hypotézy o shodé strednich hodnot

Testujeme na hladiné a hypotézu:

Hy: py=ps=...=p, proti alternativni hypotéze

H; : Aspon jedna dvojice sttednich hodnot se lisi.

Pro ndhodnou veli¢inu X;;, i = 1,...,7r; j=1,...,n; plati: X;; ~ N(w;, o?).
Proto X;; muzeme zapsat také jako:

Xij = pitei

= /L+Oéi—|—€ij,

kde &;; jsou stochasticky nezavislé ndhodné veli¢iny s rozlozenim N (0, 0?)
i je ¢ast stifedni hodnoty X spoleénd vsem r vySetfovanym ndhodnym vybérum
«; je efekt faktoru A na urovni i.
(Parametry p a «; jsou neznamé a pozadujeme platnost reparametrizaéni rovnice
T

Z n;o; = O)
i=1

Nulova hypotéza plati, kdyz na faktoru A nezalezi. Muzeme ji tedy prepsat do tvaru
Hy: oy=an=...=a,=0

Pii platné H, potom pro X;; plati:

Xij = P+ &
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Ho neplati Ho plati

Statistika M;. je bodovym odhadem stredni hodnoty p;
Statistika M.. je bodovym odhadem stifedni hodnoty p
Statistika M;. — M.. je bodovym odhadem efektu a; = p; — p

Samotné rozhodovani o nulové hypotéze je zaloZzeno na porovnani prumérnych ctvercu
Sa/fa a Sg/fr, jejichz stiedni hodnoty jsou pii platné nulové hypotéze stejné a testovact

statistika [y = % se T1di Fisher-Snedocerovym rozlozenim F'(fa, fr).

Proti testované nulové hypotéze svedci zejména pripad, kdy se statistiky M, hodné lisi
od M.. Proto na platnost, ¢i neplatnost nulové hypotézy ukazuje statistika S, (variabilita
mezi vybéry); statistika Sg slouzi k odhadu rozptylu o? a souc¢asné ddvd méiitko pro hod-
noceni velikosti variability mezi vybéry. Proto nulovou hypotézu o shodé stfednich hodnot
(tedy o nevyznamnosti faktoru A) zamitdme na hladiné o, kdyz:

_ Sa/fa
Sp/fr

Je zvykem zapisovat vysledky vypoctu do tabulky analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni.

Fa > Fio(r—1,n—7)

’ Zdroj variability \ soucet Ctverct \ stupné volnosti \ prumeérny soucet ¢tvercu \ testova statistika

faktor S fa=r—1 Sa/fa FAzﬁg }‘2
rezidua Sk fe=n—r Sp/fe
celkovy St fr=n—1

Jestlize jsme zamitli nulovou hypotézu na hladiné a, znamena to, ze se aspon jedna dvo-
jice stfednich hodnot lisi. Takovéto dvojice muzeme identifikovat pomoci metod mmno-
hondsobného porovndvdni.

8.5 Tukeyova metoda

Tato metoda je vhodna pro vyvazené tiidéni, kdy rozsahy vsech vybéru jsou stejné, tedy
kdyzp:=ny =no =... =n,.

Testujeme na hladiné a hypotézu:

Hy: pi = proti alternativni hypotéze

Hy oy #
Hypotézu o rovnosti pr = p; zamitdme na hladiné o, kdyz
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‘Mk - Ml‘ 2 q1fo¢(717 n— T)

kde hodnoty ¢;_,(r, n—7) jsou tabelované a nazyvame je kvantily studentizovaného rozpéti.
Timto postupem vyznac¢ime vSechny dvojice k,[, pro néz se stfedni hodnoty pg, w na
hladiné « lisi.

8.6 Scheffého metoda

Tuto metodu uzijeme, jsou-li rozsahy r vybéru ruzné.
Testujeme na hladiné a hypotézu:

Hy: pi = proti alternativni hypotéze

Hy oy #
Hypotézu o rovnosti u; = p; zamitame na hladiné «, kdyz

g ny

| My, — M,.| > S*\/(r -1) (i + l) Fi o(r—1,n-—r)

Muze nastat situace, ze hypotézu Hy : 3 = ps = ... = i, jsme zamitli a pfesto metody
mnohonasobného porovnavani nenasly vyznamny rozdil u zadné dvojice stfednich hodnot.
Pak je vyznamné rozdilna néktera slozitéjsi kombinace sttednich hodnot, tzv. kontrast.

Pripomenme si nyni predpoklady analyzy rozptylu a dale si uvedeme testy téchto predpokladu.

8.7 Predpoklady analyzy rozptylu
Vzhledem k zavedenému znaceni pozadujeme, aby nahodné vybéry splnovali nasledujici
vlastnosti:

1.) Normalita: X;i,..., X, ~ N(u;,0%), i=1,...,r.
2.) Nezavislost: Jednotlivé ndhodné vybéry jsou navzdjem nezavislé.

3.) Homoskedasticita: Rozptyly jednotlivych vybéru jsou shodné,
2 2

tedy 02 :=0? = ... = o2
Normalita je bud zndma ze zkuSenosti, nebo uzijeme jiz zminéné testy normality. (Cel-
kové analyza rozptylu neni piilis citlivd na poruseni normality.) Nezdvislost vybéru musi
vyplyvat z organizace pokusu. Zbyva ovérit homoskedasticitu, tedy testovat hypotézu, ze
rozptyly jsou pro vSech r porovnavanych vybéru stejné. K tomu slouzi nésledujici testy:

8.8 Levenuv test

Levenuv test je vlastné analyzou rozptylu jednoduchého tridéni formalné provedenou na
velicinach | X;; — M,.|.

Na hladiné « testujeme hypotézu:

Hy: o} =o03=...=02:=0? proti alternativni hypotéze

H; : Aspon jedna dvojice rozptylu se lisi.
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Oznacme Z;; = | X;; — M,.|. Potom v souladu se znacenim ANOVA je

My =+ i Zij prumér odchylek v i—tém vybéru
My = % Yo Zy celkovy prumér odchylek
Sza =Y n; (Mg; — Mz)* meziskupinovy soucet ¢tverct

Syp =3 .(Zij — My)*  vnitroskupinovy soucet ¢tvercu
Plati-li hypotéza o shodé rozptylu, pak statistika

_ Sza/(r—1)
Sze/(n—1)

Nulovou hypotézu o shodé rozptylu zamitdme na hladiné «, kdyz Fza > Fy_o(r—1,n—7r).

Fza ~F(r—1n-r)

8.9 Bartlettiv test

Bartlettuv test shody rozptylu lze pouzit tehdy, kdyz rozsahy vsech vybéru jsou alespon
7. Jeho nevyhodou je zna¢né citlivost vuci poruseni predpokladi normality pro jednotlivé
vybéry.

Plati-li hypotéza o shodé rozptylu, pak statistika

r

_ 1 2 2| o .2
B—a <(n—7")1n5* —;(ni—l)lnSi) ~x“(r—1), kde

‘ 1=1
Si=3 ﬁ(Xl - M;)?

j=1
-

Sf = nir El(nz - 1)51'2 = %
1=

Nulovou hypotézu o shodé rozptyli zamitame na hladiné «, kdyz B > x?__(r —1).

8.10 Shrnuti zavérem
Postup pti analyze rozptylu jednoduchého tiidéni:
1.) Ovérime predpoklady ANOVY; pro ovéreni homoskedasticity uzijeme Leventv test,
nebo Bartlettiv test.

2.) Pomoci tabulky analyzy rozptylu rozhodneme o nulové hypotéze o shodé strednich
hodnot.

3.) Byla-li hypotéza o shodé stfednich hodnot zamitnuta, uzijeme metody mnohoné-
sobného porovnavani, abychom identifikovali ty dvojice, které zpusobili zamitnuti
hypotézy o shodé strednich hodnot. K tomu muzeme uzit Tukeyovu metodu, nebo
Scheffeho metodu.
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Priklad 8.11
U ¢tyf odrud brambor (oznacenych fimskymi ¢islicemi) se zjistovala celkovd hmotnost
brambor vyrostlych vzdy z jednoho trsu. Vysledky v kg jsou v nasledujici tabulce:

’ odruda ‘ hmotnost ‘
I. 0,90,80,60,9

I1. 1,31,0 1,3

I11. 1,31,56161,115
IV. 1,11,21,0

Na hladiné vyznamnosti 5% testujte hypotézu, ze stiedni hodnota hmotnosi trsu nezavisi
na odrudé. Zamitnete-li nulovou hypotézu, zjistéte, které dvojice odrud se lisi na hladine
vyznamnosti 0,05.

Reseni

Data povazujeme za realizace CtyT nezavislych nahodnych vybéru ze ¢ty normalnich rozlozeni
se stejnym rozptylem. Tedy X1, ..., X, ~ N(u;,0%); 1 =1,2,3,4.

Testujeme hypotézu, ze vsechny ¢tyti sttedni hodnoty jsou stejné, tedy:

Hy: py = po = 3 = g proti alternativni hypotéze

H; : Aspon jedna dvojice stfednich hodnot se lisi.

Urcéime realizace potrebnych statistik:

mi. = 0,8, mo. = 1,2, ms. = 1,47 my. = 1, 1, m- = 1, 14

Sg=0,3; S4=0,816; Spr=1,116adédler=4; n=15

’ Zdroj variability ‘ souc. ¢tvercu ‘ stupné volnosti ‘ prum. sou¢. ¢tvercu ‘ testova statistika ‘
faktor Sy=0,816 | fa=r—1=3 Sa/3=0,212 | Fy= g2 =9,07
rezidua Sg=0,3 fe=n—r=11| Sg/11=0,02727
celkovy Spr=1,116 | fr=n—-1=14

Kriticky obor je W = (Fp5(3,11);00) = (3, 59; 00). Realizace testové statistiky 9,97 € W,
proto Hy o shodé strednich hodnot zamitame na hladiné a.
Nyni pomoci Scheffého metody zjistime, které dvojice odrud se lisi na hladiné o = 0, 05.

’ Srovnavané odrudy ‘ Rozdily |My. — M, ‘ Prava strana nerovnosti ‘

I, 1L 0,4 0,41
I, 1L 0,67 0,36
I, 1IV. 0,3 0,41
1L, 111 0,2 0,40
I, 1V. 0,1 0,44
1L, V. 0,3 0,40

Na hladiné vyznamnosti 0,05 se 1lis{ odrudy I. a III. (Hvézdickou v tabulce je vyznacena
dvojice, kde rozdil |My. — M,.| je vyznamny.
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9 Jednoducha linearni regrese

V této kapitole se budeme vénovat studiu zavislosti mezi proménnymi. Piikladem takovych
zavislosti muze byt vztah mezi nabidkou a poptavkou; vztah mezi piijmy a vydaji; cenou,
jako funkci vice proménnych; produktivitou, jako funkci vice proménnych a pod. Ve fyzice
a v matematice ¢asto pracujeme s deterministickou zavislosti popsanou funkci y = f(x),
kde ke kazdé hodnoté definicniho oboru nezavislé proménné x existuje pravé jedna hod-
nota y zavisle proménnd. V ekonomické praxi je takovato zavislost velmi vzacna. Bézné
se setkavame se zavislosti, ktera je stochastickd, tedy kde ke kazdé hodnoté nezavislé
proménné x existuje celé rozlozeni pravdépodobnosti hodnot zavislé proménné Y. To zna-
mend, ze hodnotu Y nelze predvidat presné - je ovlivnéna ndhodnymi vlivy. Regresni
analyza se zabyva témito stochastickymi zavislostmi. Jejim tkolem je a) jednak urc¢eni
typu funkce, kterd danou zavislost popisuje, b) a dale pro zvolenou funkci odhadnout jeji
paryametry.

|
I
I
[
I
|

Xl ;/ ";2 Xn X

ad a)
Pti urceni typu funkce vychazime jednak z logického rozboru situace (napf. ze znamé ekono-
mické teorie), nebo se hledanou zévislost snazime odhadnout z dvourozmérného teckového
diagramu. (Toto lze pouze tehdy, kdyz vysvétlovana (zavisld) proménna je funkei jen jedné
vysvétlujici (nezavislé) proménné.)
Uved'me si ¢asto uzivané typy regresnich funkef:

e regresni piimka: E(Y|x) = By + iz

e regresni parabola: E(Y|z) = By + Bix + [ox?

e regresni polynom p-tého stupné: E(Y|x) = o+ iz + ... + +5,27

e regresni hyperbola: E(Y|x) = 5y + 61%

e regresni logaritmicka funkce: E(Y|z) = o+ f11Inx

Vsechny uvedené typy jsou piiklady jednoduché linedrni regresni funkce. (O linedrni re-

gresni funkei mluvime tehdy, kdyz tato funkce je linedrni vzhledem k parametram Sy, S, S, . . ..

Jednoduch4 je tehdy, kdyz zavisla proménnd je vysvétlovand jednou nezavislou proménnou.
Pokud vysvétlujicich proménnych je vice, muvime o vicendsobné regresi.)

ad b)
Neznamé parametry 5y, (1, a2, ... odhadujeme na zakladé znalosti n dvojic hodnot
(x1,%1)s -+ (Tn, yn). U linedrnich modelu se k nalezeni odhadu parametru nejéastéji uziva

metoda nejmensich ¢tverct.
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9.1 Specifikace klasického modelu jednoduché linearni regrese
Model sestavé z regresni rovnice a zékladnich predpokladi. Uved'me si nejdifve rovnici:

oY = BO -+ ﬁlfl(:c) + ...+ ﬁpfp(l') + &, kde:

Y  je zavisle proménnd nahodnd veli¢ina, je pozorovatelna

x je nezavisle proménna nendhodna veli¢ina, je pozorovatelnd

¢ je ndhodnd odchylka, kterd zahrnuje pusobeni ndhodnych vliva, je nepozorovatelna
Bo + Pifi(z) + ... + Bpfp(z)  je teoretickd regresni funkce s nezndmymi parametry

BOyﬁl;”‘?ﬁp

Pro n pozorovani regresni rovnici prepiseme:
y1 =00+ Bifilxr) + ...+ Bpfp(z1) + €1

é/i = Po+ Bufi(wzs) + ...+ Bpfplxi) + &

Yn = Po + Lrfi(xn) + ...+ Bpfplan) +€n
1 = 1,...,n jsou indexy objektu, na nichz byla ndhodna veli¢ina pozorovéna, nebo v
pripadé casovych rad predstavuje ¢ casovy okamzik, kdy bylo pozorovani u¢inéno.

ePiedpoklady kladené na ndhodné odchylky ¢;, i =1,...,n
a) E(e;) = 0 [odchylky nejsou systematické]

b) D(g;) = 0 > 0 [vSechna pozorovani jsou se stejnou piesnosti]
c) C(ei,ej) =0 pro i # j [mezi odchylkami nenf zadny linedrni vztah)]

d) & ~ N(0,0?) [odchylky jsou norméalné rozlozend]

Priklady poruseni nékterych predpokladu ukazuji nasledujici dva obrazky. V prvnim piipadé
je porusen predpoklad b), mluvime pak o heteroskedasticité ndhodnych odchylek; v druhém
piipadé je porusen piedpoklad c), mluvime pak o autokorelaci ndhodnych odchylek.

Heteroskedasticita autokorelace

L L L L L L ,
20 25 30 a5 50

O llkutoﬁorelacz ‘ )

I L L L L L L L L , L L
0 5 15 20 25 30 35 0 a5 50 0 5 1

’ Heteroskedasticita

Dalsi obrazky ukazuji ptiklady slabé a silné linearni zavislosti pti splnénych predpokladech:
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-100
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-200

Slabé zavislost

5 10 20 25 30 35 40 a5 50

0 5 10 15 20 25 30 35 40 a5 50

Silné zavislost

Poté, co je model specifikovan je potfeba odhadnout jeho nezndmé parametry Sy, 31 ..., 5,

9.2 Odhady regresnich parametrt a souvisejici oznaceni

Do, b, . .. by
b() —f- blfl(l‘) —f- e + bpfp(l’)

Ui = bo + b1 fi(xi) + ... + by fo(xi)

€ = yin_ Yi .

Sp = i:Zl(yi —4:i)? = ;1 e}

52 ns;_l

Sr = Z:Zl(?ﬁz - m2)2, My = %
St = i(yz — my)?;
DS o S

odhady regresnich parametru 5y, f1,. .., 3
empirickd (odhadnutd) regresni funkce
regresni odhad i-té hodnoty nahodné veli¢iny Y
1-té reziduum

rezidudlni soucet ¢tvercu
odhad rozptylu o?

regresni soucet ctvercu

celkovy soucet ctvercu [plati Sy = Sg + SEg]

index determinace [ ID? € (0,1) ]

[Index determinace udéva, jaka ¢ast variability ndhodné veli¢iny Y je vysvétlena regresnim
modelem; ¢im blize je ID? k 1, tim 1épe model data vystihuje.]

”
A o
j’bgkb,{& ‘*Q < .
L i - -
ex g
< - =
— B b fy N
- =
Ely.
= R (4:)
=
>
RN )(ﬂ: X

51



9.3 Metoda nejmensich ¢tverca
Metodou nejmensich ¢tverci hleddme odhady by, b1, . . ., b, regresnich parametru 5y, 1, . .., 3
tak, aby soucet druhych mocnin rezidui byl co nejmensi. Tedy

S(Bo, B, By) = 2 e =3 [y — (Bo+ o falw) + ..+ Byfyw)))> = min

= i=1

Nasim tkolem je tedy najit minimum funkce S(f5o, 51, . . ., B,), ktera zavisi jen na neznamych
parametrech regresniho modelu. (Vime, ze v bodech extrému funkce vice proménnych jsou
parciélni derivace - podle vSech parametru - rovny nule). Postup je tedy nésledujici:

1. Uréime derivace S(fo, b1, - .., Bp) podle viech regresnich parametru.

2. Polozime tyto derivace rovny nule. Tim dostavame soustavu n rovnic o n neznamych.
Tuto soustavu nazyvame systém normdalnich rovnic.

3. ReSenim systému normalnich rovnic ziskdme hledané odhady by, b1, . .., b, regresnich
parametru Sy, 1, ..., Bp.

Systém normalnich rovnic mé pak tvar:

Bod 1 + By fi + Bedfo + ..+ B f = Du
Bodofi + Bidfi  + B> fifs + oo+ B> fify = 2uih

XSy + B foh 4 B ffe + o+ B = Sud

n n
kde symbol " znamend ) a symbol > f; znamend > f;(z;).
i=1 =
Takové By, Bi, ..., By, které fesi systém normadlnich rovnic, oznacime by, by, . . ., b,.

Piiklad 9.4
Pro regresni primku urcete odhady by, by koeficientu (3, 5.

Reseni
Odhady by, b1 regresmch koeﬁc1entu primky ziskame ze soustavy rovnic:

b021 + blzxz Zyz
i=1

boZ% + blzw = D Ui
i=1

Resenim soustavy je

Z Z%Zyzxz nZlyixi—Zlinwi
i=1 i=1  i=1 i= i=1 =1

by = o n 2
(;l») "S- ()

Odhad regresni ptimky je tedy ¢ = by + by .

by = -

1 Mﬁ T M3
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(Uvédomte si, ze by, by jsou ndhodné veliciny; jsou zavislé na realizacich (x;, y;), zatimco
parametry [y, [ jsou konstanty.)

9.5 Maticovy zapis klasického modelu linearni regrese a jeho reseni
eModel: y; = o + Bifi(xi) + ...+ Bpfp(xi) ey i=1,....n

muzeme zapsat v maticovém tvaru: |y = X3 + |, tedy

Y1 L fix) oo fplx) Bo €1
Y2 L fi(we) ... f(22l) B €9
: - : : ' : - :
Yn L filzn) oo fol@n) By €n

Uzivame nazvy:
y vektor pozorovani vysvétlované veliciny Y
X regresni matice [predpoklad o hodnosti: h(X) =p+ 1 < n]
B vektor regresnich parametru
e vektor ndhodnych odchylek

ePiedpoklady modelu pak lze zapsat: | ~ N, (0, c*I)

Jak jsme jiz uvedli v 10.3, odhady by, b1, . .., b, regresnich parametru Sy, 51, ..., 8, ziskdme
feSenim systému normalnich rovnic. Tento systém i odhady parametru lze vyjadiit v ma-
ticovém zéapisu nasledovné:

X'X3 =Xy systém normalnich rovnic

b = (X'X)"'X'y odhad vektoru 3 ziskany metodou nejmensich. ¢tverct
v = Xb vektor regresnich odhadu

e=y—y vektor rezidui

9.6 Vlastnosti odhadu b = (X'X) X'y

1. odhad b je linearni; je linearni funkei nahodného vektoru y

2. odhad b je nestranny; plati E(b) =3

3. odhad b m4 varianéni matici var b = ¢*(X'X) ™!

4. odhad b ~ N,1(8,0*(X’X)™!); normalita plyne z € ~ N,,(0,5°I) a vlastnosti 1.

5. odhad b je nejlepsi linedrni nestranny odhad vektoru B. (Odhad b je BLUE - Best
Linear Unbiased Estimator)

Poznamka 9.7

Vlastnost 5. je znama jako Gaussova-Markovova véta.
To, ze odhad b je nejlepsi znamena, ze ma "nejmensi” moznou variancni matici, presnéji:
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rozdil variancni matice libovolného jiného nestranného odhadu vektoru 3 a varianéni ma-
tice odhadu b je matice pozitivné semidefinitni.

Zname-li rozlozeni néjaké vhodné pivotové nahodné veli¢iny, muzeme provadét bézné sta-
tistické procedury. Nas by zajimali intervaly spolehlivosti a testy pro jednotlivé slozky
vektoru 3. Rozlozeni odhadu b zndme. Ovsem parametr o, ktery vystupuje ve variancni
matici, je neznamy. Proto potfebujeme ziskat alespon jeho odhad a déle odhady rozptylu
pro jednotlivé slozky vektoru b.

var(bg) cov(bg,by) ... cou(bo,b,)
cov(by,by) war(by) ... cov(by,by)

Varianc¢ni matice var b =

— O'2<X’X)_1
cov(by,, by) cov(by,by) ... war(by)

Je tedy ziejmé, ze rozptyly D(b;), j =0,1,...,p jsou diagondln{ prvky matice o*(X'X) 1.
Pfipoménme si z 9.2, Ze s? = n—s—f—1 je bodovym odhadem parametru o2. Potom je
s*(X'X)~! odhadem varianéni matice var b a diagondlni prvky matice s*(X'X)™! jsou
odhady rozptylu D(b;). Obvykle se uziva nasledujici oznacen :

v j—ty diagonaln{ prvek matice (X'X)~!

Sp, = 8+ ,/Vj; smérodatnd chyba odhadu b,
9.8 Intervaly spolehlivosti pro regresni parametry
Statistika T; = % mé rozlozeni t(n —p — 1) pro j =0,1,...,p.

j

Proto 100(1 — a)%-ni interval spolehlivosti pro 8; ma meze: b; & syt _o/2(n —p — 1)

9.9 Testovani vyznamnosti regresnich parametra (diléi ¢t—testy)
Na hladiné « pro j = 0,1,...,p testujeme:

Hoi Bj:()protiHl: ﬁJ%O

[Nulova hypotéza tvrdi, ze vektor y vubec nezdvisi na j—tém sloupci regresni matice X.
Zamitnuti hypotézy H, znamend, ze odhadnuty parametr je statisticky vyznamny a mé
smysl ho v modelu uvazovat.]
Testova statistika T = st] mé rozlozeni t(n — p — 1), pokud Hy plati.
J
Kriticky obor: W = (—o00; —t1_q/2(n —p —1)) U (ti—a/2(n —p — 1); 00)
9.10 Testovani vyznamnosti modelu jako celku (celkovy F-test)
Na hladiné a testujeme:

Ho: (ﬁl,ﬂg,...,ﬁp):(0,0,...,0) pI‘Oti Hll (61,627---7517) 7é (0,0,,0)

[Nulova hypotéza tvrdi, ze postacujici je model s konstantou, tedy Y = [y + . Pokud H,
nezamitneme, znamena to, Ze regresni koeficienty 3y, 5, ..., f, muzeme z modelu vypustit
a tedy ze byl pouzit nevhodny model.]

Testovd statistika: F' = % ~ F(p,n—p—1), pokud Hy plati.

Kriticky obor: W = (Fy_(p,n — p — 1); 00)
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Vysledky F'—testu se obvykle zapisuji ve formé tabulky rozptylu:

’ zdroj variability ‘ soucet ¢tvercu ‘ stupné volnosti ‘ prumérny soucet ¢tvercu ‘ testova statistika ‘

model Sk p Sr/p Sg k(gfiifl)
rezidua Sk n—p-—1 Sg/(n—p—1)
celkovy St n—1

Priklad 9.11
U Sesti obchodniku byla zjistovdna poptévka po urcitém druhu zbozi loni (velicina X v
kusech) a letos (veli¢ina Y v kusech).
¢islo. obchodnika 11213 4 5 6
poptavka loni (X) |20 | 60 | 70 | 100 | 150 | 260
poptéavka letos (Y) | 50 | 60 | 60 | 120 | 230 | 320

a) Orientacné ovérte predpoklad, ze data pochazeji z dvourozmérného norméalniho rozlozeni.

b) Predpoklddejte, ze zavislost letosni poptavky na lonské lze vystihnout regresni piim-
kou. Sestavte regresni matici, vypoctéte odhady regresnich parametru a napiste rov-
nici regresni piimky. Interpretujte parametry regresni primky.

Najdéte odhad rozptylu, vypoctéte index determinace a interpretujte ho.
Najdéte 95% intervaly spolehlivosti pro regresni parametry.

Na hladiné vyznamnosti 0,05 proved'te celkovy F-test.

)
)
)
f) Na hladiné vyznamnosti 0,05 provedte dilé{ t-testy.
) Vypoctéte regresni odhad letosni poptavky pii loniské poptéavee 110 kusu.
)

Nakreslete dvourozmérny teckovy diagram s prolozenou regresni primkou.

Reseni
viz. Studijni materidly
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10 Uvod do korelaéni analyzy

Pti zpracovani dat se velmi ¢asto setkavame s tikolem zjistit, zda dvé ndhodné veli¢iny jsou
nezavislé. V pripadé, ze nezavislost vylou¢ime, pak nas nasledné zajima intenzita zavislosti
téchto dvou ndhodnych veli¢in. Zkoumame-li zavislost nadhodnych veli¢in intervalového, ¢i
pomeérového typu, hovorime o korela¢ni analyze. [Regresni analyza a korelacni analyza tesi
pribuzné tlohy. V ptipadé regrese jde o zavislost ndhodné veli¢iny na jedné, nebo nékolika
veli¢indch; v piipadé korelace jde o silu vzdjemné zavislosti dvou "rovnocennych” velicin. |

V této prednasce se budeme vénovat pouze linearni zavislosti a uvedené testy budou
predpokladat normalitu ndhodnych vybéru.

Poznamka 10.1
V definici 9.12 v prvnim semestru byl zaveden koeficient korelace a dale byly uvedeny i
jeho vlastnosti.

R(X,)Y)=F (X\/_;(j_(;? : Y\/‘j_@) pro v/D(X)y/D(Y) >0

Ptipomeneme jeho vlastnosti:

1. R(X,Y)= % pro /D(X)/D(Y) > 0

2. R(X,X)=1proD(X)#0

3. R(X,Y)=R(Y,X)

4. —1<R(X,Y)<1

5. R(X,Y) =1, pak exist. konstanty a,b € R, b > 0 takové, ze P(Y = a+bX) =1,
R(X,Y) = —1, pak exist. konstanty a,b € R,b < 0 takové, ze P(Y =a+bX) =1,

6. R(a+bX,c+dY)=sgn(bd)R(X,Y)

7. Jsou-li ndhodné veliciny X, Y stochasticky nezavislé, pak R(X,Y") = 0.

(Opaé¢na implikace obecné neplati!)

Je tedy zfejmé, ze pokud je mezi ndhodnymi velicinami linedrni zavislost, pak koeficient
korelace je vhodny ukazatel intenzity tohoto linedrnfho vztahu. Cim je hodnota |R(X,Y)|
blize k 1, tim tésnéjsi je linedarni zavislost mezi ndhodnymi velicinami X, Y. Kladné hod-
noty korela¢niho koeficientu odpovidaji piimé linearni zavislosti (k velkym hodnotam jedné
z veliéin ocekavame spiSe velké hodnoty druhé ndhodné veliciny); zdporné hodnoty ko-
relacniho koeficientu odpovidaji nepiimé linedrni zavislosti (k velkym hodnotdm jedné z
veli¢in oc¢ekdvame spise malé hodnoty druhé ndhodné veliciny). Jsou-li ndhodné veliciny
nezavislé, pak koeficint korelace je roven 0. (Nulovy muze byt i pii nékterych nelinearnich
zavislostech.) Je obvyklé znacit koeficient korelace R(X,Y') feckym znakem p. (Stejné, jako
obvykle u pouzivdme pro E(X) a 0% pro D(X)).

Urcit koeficient korelace vétsinou nejde piimo, jelikoz obvykle neni znamé simultanni
rozlozeni ndhodného vektoru (X,Y’). Proto jej musime odhadnout z ndhodného vybéru.

Definice 10.2

Uvazujme nahodny vybér (i(,ll), ey (i(,:) z rozlozeni, kterym se fidi nahodny vektor (if)
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Necht M, M, jsou vybérové prumeéry,
St =-L > (Xi— My)% S5-L ;(Y; — M>)? jsou vybérové rozptyly a

3

n
K3

M:l

Sie = =5 3 (X; — My)(Y; — My) je vybérova kovariance.
i=1
Potom g
Ryp = 22 Si1-8 >0
12 Sy - 5 Pro o1 - o2

se nazyva vybeérovy koeficient korelace. Je-li néktera z veli¢in Sy, Sy rovna nule, vybérovy
koeficient korelace se nedefinuje.

Poznamka 10.3

n
Vybérovou kovarianci lze upravit na tvar Sjo = % S XY, — 2= My M,
i=1

Vybérovy koeficient korelace lze upravit na tvar Ry = \/

Poznamka 10.4

Vybérovy koeficient korelace Rj, neni nestrannym odhadem koeficientu korelace R(X,Y),
je odhadem vychylenym. Pro n > 30 je toto vychyleni zanedbatelné.

Vlastnosti vybérového koeficientu korelace R, jsou analogické vlastnostem koeficientu ko-
relace R(X,Y"). Je ale obtizné spravné interpretovat hodnotu vybérového koeficientu ko-
relace, pokud jsou v datovém souboru odlehlé hodnoty. Proto kdykoliv je to mozné,
je potieba sledovat dvojrozmérny teckovy diagram. Ten také muze naznacit i jinou,
nez linearni zavislost - v tomto piipadé korela¢ni koeficient neni vhodnym ukazate-
lem z&avislosti. Nakonec je potieba zduraznit, ze korelacni koeficient méri silu vzajemné
zavislosti, ktera ale nutné nemusi byt piicinna. Jeho hodnota muze naznacovat, ze obé
proménné jsou simultanné ovlivnény néjakou tieti proménnou.

Xn

v ) pochazi z dvou-
n

V dalsim textu budeme predpoklddat, ze ndhodné vybéry (‘ff,ll), cee (
rozmérného normaélniho rozlozeni.

Véta 10.5

Nechf ndhodny vektor X, Y mé dvourozmérné normalni rozlozeni. Pak nahodné veliciny
X a 'Y jsou stochasticky nezavislé pravé tehdy, kdyz koeficient korelace o = R(X,Y") = 0.
[Obecné z nekorelovanosti nezavislost neplyne. Ovsem v piipadé dvourozmérného normél-
niho rozlozeni je nekorelovanost a nezavislost ekvivalentni.]

Véta 10.6
Necht ();11), ceey (if:) je ndhodny vybér z dvourozmérného normalniho rozlozeni a necht

o = 0. Potom statistika

ngvn -2
\/ 1 - R%2

T —
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ma Studentovo rozlozeni t(n — 2).

Statistiku T' z predchozi véty lze uzit k testovani nezavislosti ndhodnych velicin X, Y,
pochazejicich z dvourozmérného normélniho rozlozeni. Z véty 10.5 vime, ze jsou-li XY
nekorelované, pak jsou také nezavislé.

Véta 10.7
Pro vybér z dvourozmeérného normalniho rozlozeni se na hladiné a nulova hypotéza
Hy : 0= 0 zamita ve prospéch alternativni hypotézy Hi, kdyz se testovaci kritérium

T = R121— ”};2 realizuje v oboru W, kde
12

pro oboustr. alt. Hi: 0#0 jeW = (=00, —ti_as2(n —2)) U({ti—as2(n — 2), o0)
pro levostr. alt.  Hy: 0<0 je W = (—00, —t1_o(n —2))
pro pravostr. alt. Hy: 0>0 jeW = (ti_o(n—2), c0)

Priklad 10.8
Mame k dispozici vysledky testu ze dvou predmétu zjisténé u osmi nahodné vybranych
studentt urcitého oboru.

112345 |6]|7]8
80 | 50 | 36 | 58 | 42 | 60 | 56 | 68
65|60 | 35|39 | 48 | 44 | 48 | 61

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vysledky obou testi nejsou kladné
korelované.

Reseni

Viz. studijni materialy

Dosud jsme testovali nezavislost prostrednictvim hypotézy Hy : o = 0. Nyni nas bude
zajimat, jak velkd (tésnd) je pripadna linedrni zavislost; k tomu uzijeme testy o vybérovém
korela¢nim koeficientu. Tyto testy pouzivaji Fisherovu z-transformaci vybérového korelac-
niho koeficientu Rjs.

Véta 10.9
Necht (ff,ll), ey ();:) je ndhodny vybér z dvourozmérného normalniho rozlozeni s koefici-
entem korelace R(X,Y) = p. Statistika
1, 14 Ry
=—1In
2 1— Ry

se nazyva Fisherova z-transformace a ma stfedni hodnotu a rozptyl:

E(Z) = %IH%JF Q(ng—l)

D(Z) = L.

n—3
Potom standardizovan statistika U = Z72Z) ~ N(0,1).

\/D(2)

(S rostoucim n hodnota vyrazu Q(Tg—n klesa. Napf pro p = 1 a n = 31 mé uvedeny vyraz hodnotu
1/60=0,01667. Asymptotickd statistika v 10.12 tento vyraz zanedbdva.)

Véta 10.10

Necht ();11), cee ()é"), n > 10 je ndhodny vybér z dvourozmérného normalniho rozlozeni s
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1+Ryo

koeficientem korelace p. Necht R je vybérovy koeficient korelace, necht Z = %ln TR

jeho Fisherova z-transformace a necht ¢ € (—1,1) je dand konstanta.
Na asymptotické hladiné « se nulova hypotéza
Hy : 0= c zamita ve prospéch alternativni hypotézy Hy, kdyz se testovaci kritérium

je

Z_ll 1+(, c . .
U= e 20D realizuje v oboru W, kde

n—3
pro oboustr. alt. Hy: o#c jeW = (=00, —u1_q/2) J{t1-a/2, 00)
pro levostr. alt.  Hy: o<c jeW = (—00, —uj_q)
pro pravostr. alt. Hy: o0>c¢ je W = (uj_q, 00)

Priklad 10.11

U 600 vzorku rudy byl stanoven obsah zeleza dvéma analytickymi metodami s vybérovym
koeficientem korelace 0,85. V literature se uvadi, ze koeficient korelace téchto dvou metod
mé byt 0,9. Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu Hy : o = 0,9
proti Hy : 0 #0,9.

Reseni

Viz. studijni materialy

Pomoci asymptotické statistiky U lze odvodit meze asymptotického intervalu spolehlivosti
pro parametr o. Nejdifve se odvodi meze intervalu spolehlivosti pro konstantu i 5 In H"
Potom se takto odvozené meze transformuji na meze intervalu spolehlivosti pro parametr
0, a to pomoci hyperbolického tangens.

Véta 10.12
Necht plati predpoklady véty 10.9. Potom pro meze 100(1 — o)%—niho asymptotického
intervalu Spolehlivosti

®pIo VyTaz 3 Lln lﬂ’ platl
+1n 1+9 (Z - Qi}i” 7 + u\}ﬂ> s pravdépodobnost{ ptiblizné 1 — a.

Opro parametr o0 plati:

0 € <tgh(Z - %O‘/Q) tgh(Z + \}L/Z)> s pravdépodobnosti piiblizné 1 — «.
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Poznamka 10.13

tgh(z) = S+ pro = € R. (Na kalkulackéch s funkcemi je obvykle tlacitko hyp, které lze
kombinovat s dalsimi goniometrickymi funkcemi.)

Priklad 10.14

Pracovnik personalniho oddéleni urcité firmy zkoumad, zda existuje vztah mezi poc¢tem dni
absence za rok (veli¢ina Y) a vékem pracovnika (veli¢cina X). Proto ndhodné vybral udaje
o 10 pracovnicich.

pracovnik [ 1 | 2 | 3|4 |5 |67 |[8]9 10
X 27161 | 37123 |46 | 58|29 | 36 | 64 | 40
Y 1516 |10 18] 9 |7 |14 |11] 5 | 8

Za predpokladu, ze uvedené udaje tvori ¢iselné realizace nadhodného vybéru rozsahu 10 z
dvourozmérného normalniho rozlozeni, vypoctéte vybérovy korelacni koeficient a na hladiné
vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou nezavislé ndhodné velic¢iny. Sestrojte
95% asymptoticky interval spolehlivosti pro skutecny korelacéni koeficient o.

Reseni

Viz. studijni materialy

Poznamka 10.15

Mame-li dva vybérové koeficienty korelace Ri2, Rj,, odpovidajici dvéma nezavislym dvou-
rozmérnym normalnim vybérum, muze nds zajimat, jestli jsou koeficienty g, 0* stejné.
Tomuto tkolu se vénuje nasledujici véta.

Véta 10.16

Necht jsou dény dva nezavislé ndhodné vybéry o rozsazich n a n* z dvourozmérnych
normalnich rozlozeni s koeficienty korelace g, o*. Ozna¢me Ri9, R}, vybérové koeficienty
korelace, Z, Z* jejich Fisherovy z-transformace.

Na asymptotické hladiné « se nulova hypotéza

Hy : 0= p* zamita ve prospéch alternativni hypotézy H;, kdyz se testovaci kritérium
U= \/% realizuje v oboru W, kde

pro oboustr. alt. Hy: o # 0* je W = (=00, —ui_qa/2) J(U1—a/2, o0)

pro levostr. alt.  Hj: o< o* jeW = (=00, —u1_q)

pro pravostr. alt. Hi: 0> 0* je W = (uj_,, 00)

Priklad 10.17

Lékatsky vyzkum se zabyval sledovanim koncentraci latek A a B v moci pacientu trpicich
urcitou ledvinovou chorobou. U 100 zdravych jedinct ¢inil vybérovy korelaéni koeficient
mezi koncentracemi obou latek 0,65 a u 142 osob trpicich zminénou chorobou byl 0,37. Na
asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze korelacni koeficienty v obou
skupinéach se nelisi.

Reseni
Viz studijni materialy
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11 Testovani nezavislosti nominalnich a ordinalnich
nahodnych veli¢in

Nominalni nahodné veli¢iny se realizuji ¢isly, ktera predstavuji pouze ¢iselné kédy pro sle-
dovanou vlastnost. Napi. "rodinny stav” (svobodnd, vdand, rozvedend, ovdovéld) je nomi-
nélni ndhodnd veli¢ina, kterd nabyva ¢tyt variant. ”Zpusob platby” (prevodem, poukézkou,
hotové) je také nomindlni ndhodna veli¢ina. Tedy jedind mozna obsahové interpretace no-
mindalnich veli¢in je u relace rovnosti. (Je realizace rovna zvolenému kédu, nebo neni?) V
prvni ¢éasti této kapitoly se budeme vénovat testum nezavislosti nomindlnich ndhodnych
veli¢in; pokud testy nezavislost zamitnou, bude nés zajimat sila (tésnost) piipadné zavislosti.

Ordindlni ndhodné velic¢iny se realizuji ¢isly u nichz kromé relace rovnosti je smysluplna i
relace usporadéani. Napt. skolni klasifikace (zndmky 1, 2, 3, 4, 5) predstavuje vétsi, nebo
mensi znalosti zkouSenych. Pritom ale nelze tict, ze jednickar je "o dva lepsi”nez trojkar a
trojkai je "o dva lepsi”nez pétkar. K testovani nezavislosti ordinalnich ndhodnych veli¢in
slouzi Spearmanuv koeficint poradové korelace, ktery zaroven slouzi k métent sily zavislosti.
Timto se budeme zabyvat v druhé c¢asti této kapitoly.

Testovani nezavislosti nominalnich ndhodnych veli¢in

Definice 11.1

Necht X,V jsou nomindlni ndhodné veli¢iny, kde X nabyva varianty z,...,zp a Y
nabyva varianty ypy, ...,y Uvazujme ndhodny vybér ();11), cee (if:) z rozlozeni, kterym

se Tidi ndhodny vektor (if) Oznac¢me nj; simultanni absolutni ¢etnost dvojice variant
(211, yiry)- Tabulka obsahujici tyto simultdnni absolutni cetnosti se nazyva kontingencni
tabulka.

Y] || ynp - Yls) || My
L) | Tk
l‘[l] 11 oo Nag ny.
LL‘[,,«] Ne1 oo Npg s
e | na . a0 |

S T

Cetnosti nj;. = 3. njp, np = Y nji, se nazyvaji marginalni cetnosti.
j=1

Véta 11.2
Uvazujme nulovou hypotézu:
Hy : X,Y jsou stochasticky nezavislé nahodné velic¢iny proti alternativni hypotéze
H, : X,Y nejsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny.
Plati-li Hy, pak testovaci kritérium

K = ZZ ”_ ) (-1 — 1)),

7=1 k=1
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[Rikdme, ze K mé asymptoticky x? rozlozeni s (r — 1)(s — 1) stupni volnosti.]
Hypotézu o nezavislosti velicin X, Y zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti «,
kdyz realizace K > x?__((r—1)(s—1)). Tedy kriticky obor W = (x?__((r—1)(s—1)), 00).

Poznamka 11.3

Rozlozen{ statistiky K lze aproximovat Pearsonovym rozlozenim x*((r — 1)(s — 1)), pokud
pro vyraz “L-k plati:

alespon v 80% ptipadu je "2t > 5 a ve zbylych nejvyse 20% piipadu je “2k > 2,
Nejsou-li podminky dobré aproxunace splnény, doporucuje se slucovani nekterych variant.

Poznamka 11.4
Oznacme pjr = P(X =2 i AY =yw) pj. = > Djk Dk = lejk
k=1 j=

Veliciny X a Y jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz plati multiglikativni vztah pjp = pj. - D
Testovaci kritérium pro nulovou hypotézu o nezavislosti velicin X a Y vychazi z myslenky;,
ze rozdil absolutnich cetnosti n,, a ocekavanych teoretickych cetnosti za predpokladu
nezavislosti n - p;p = n - pj. - p, by mél byt ”velmi maly”.

Jelikoz marginalni pravdépodobnostni funkce p;., p., obvykle nejsou zndmé, odhadujeme je
prostiednictvim marginalnich absolutnich cetnosti: p;. = nTJ a pp = =*. Proto ocekdvané
teoretické cetnosti n - p;. - p.i. 1ze odhadnout ¢etnostmi n - 2 - k= M

Ve prospéch alternatlvy tedy svédci velky rozdil mezi hodnotami n;;, a odhady ocekavanych
teoretickych cetnosti ™% Proto je kriticky obor soustiedén na pravém konci Pearsonova
rozlozeni.

T S
Pfi uréeni poétu stupnt volnosti si musime uvédomit, ze dvojita suma Z Z sice 1 - s

s¢itancu, ale obé margindlni pravdépodobnostni funkce jsou vazany vztahem Z pj.=1a
j=1
S
> pr = 1. Tedy v prvni sumé méame celkem r — 1 nezavislych séitancu a v druhé sumé
k=1
mame celkem s — 1 nezavislych s¢itanci. Dvojitd suma ma tedy (r —1)- (s — 1) nezavislych

s¢itancu. O

Definice 11.5
Intenzitu zavislosti nominédlnich ndhodnych velicin X, Y méii Craméruv koeficient

V= ,/%, kde m = min{r, s}.

Craméruv koeficient je monoténni funkef statistiky K a nabyva hodnot z intervalu (0, 1).
Pro V € (0;0,1) mluvime o zanedbatelné zdvislost:.
Pro V € (0,1;0,3) mluvime o slabé zdvislosti.
Pro V € (0,3;0,7) mluvime o stredni zdvislosti.
Pro V € (0,7;1) mluvime o silné zdvislosti.

Priklad 11.6

V sociologickém pruzkumu byl z uchazecu o studium na vysokych skolach porizen nahodny
vybér rozsahu 360. Mimo jiné se zjistovala socialn{ skupina, ze které uchaze¢ pochdzi a typ
Skoly, na kterou se hlasi. Vysledky jsou zaznamenany v kontingenc¢ni tabulce:
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Socidlni skupina | I~ II III IV | n;
Typ skoly Nk
univerzitni 50 30 10 50 || 140
technicky 30 50 20 10 | 110
ekonomicky 10 20 30 50 | 110
| g |90 100 60 110 [ 360 |

Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu o nezavislosti typu skoly a
socialni skupiny. Vypoctéte Craméruv koeficient.

Reseni

Nejprve vypocteme vSech 12 odhadu teoretickych ¢etnosti:

nin.g __ 14090 __ ni.n.o __ 140-100 __ ni.n.3 __ 14060 __ nin.g __ 140-110 __

n 360 39 n 360 387 9 n 360 23’ 3 n 360 42’ 8
no.m.q1 __ 11090 __ no.n.o __ 110-100 __ na2.n.3 __ 110-60 __ no.n.4 __ 110-110 __

n 360 T 27’ 5 n 360 30’ 6 n 360 T 18’ 3 n 360 33’ 6
n3.n.g __ 11090 __ n3.n.g __ 110-100 __ n3.n.g __ 110-60 __ n3.n.g __ 110-110 __

n 360 27’ 5 n - 360 30’ 6 n 360 18’ 3 n - 360 33’ 6

Podminky aproximace Pearsonovym rozlozenim jsou tedy splnény - vsechny odhady teo-
retickych cetnosti prevysuji cislo 5.

eNyni ur¢ime realizaci testovaciho kritéria:

3 4 s _nj.n_k 2
K=y 3 o t) _ Goosp  @oosmer o (50807 _ 76 g
j=1k=1 n ' ’

oKriticky obor:

W= (x{_o((3 = 1)(4 — 1));00) = (X3 95(6); 00) = (12, 6; 00)

Protoze K € W, hypotézu o nezavislosti typu skoly a socialni skupiny zamitame na
asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

eDale uré¢ime Craméruv koeficient: V =,/ ﬁ, kde m = min{r, s},

_ [ 1684
Hodnota Cramérova koeficientu svédéi o tom, ze mezi velicinami X a Y existuje stiedné
silnd zavislost.

Definice 11.7
Je-li kontingenc¢ni tabulka typu 2x2, tedy r = s = 2, nazyvame ji étyrpolni tabulka. V tomto
pripadé se obvykle pouziva oznaceni absolutnich cetnosti: ny; = a;n1o = b;noy = ¢; N9y = d.

YK Ynj Yi2] n;.
L) | Mk
) a b a—+b
x[g] c d c+d
| g latc|b+d] n |

o

Pro ¢tyrpolni tabulky mame k testovani hypotézy o nezavislosti nomindalnich veli¢in k
dispozici tfi testy.
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1.) Asymptoticky x? test ve ¢tyfpolnich tabulkach.
Jeho nevyhodou je, ze shoda s limitnim rozdélenim nastane pouze za splnéni dale
uvedenych predpokladu. Pokud predpoklady nejsou splnény, ve ¢tyrpolni tabulce jiz
nemuzeme spojovat radky, nebo sloupce a tento test pak nelze pouzit.

2.) Asymptoticky test, vychazejici ze statistily OR, kterd se nazyvé podil sanci (angl.
odds ratio).
Tato statistika neslouzi pouze pro test nezavislosti, ale také popisuje silu piipadné
zavislosti; je "obdobou korela¢niho koeficientu”. I tento test je asymptoticky a lze ho
pouzit pouze pri dostatecné velkych cetnostech.

3.) Fisheruv presny faktoridlovy test.
Tento test lze pouzit i v pripadé, kdy nejsou splnény predpoklady predchozich testu.
Jeho nevyhodou vsak je, ze skuteéna hladina tohoto testu je mensi, nez tolerovana
pravdépodobnost «; je to dusledek diskrétniho charakteru této testovaci procedury.

Véta 11.8
Ve ¢tytpolni tabulce lze pro test nezavislosti upravit testovaci kritérium K z véty 11.2. na
tvar

n(ad — bc)*
(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)
Pfi platné nulové hypotéze je K ~ x?(1).

Poznamka 11.9

RozloZeni statistiky K lze aproximovat Pearsonovym rozlozenim x?(1), pokud plat{ pod-
minky:

a+b>5; c+d> e

Priklad 11.10

U 125 uchaze¢t o studium na jistou fakultu byl hodnocen dojem, jakym zapusobili na
komisi u ustni prijimaci zkousky. Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hy-
potézu, ze prijeti na fakultu nezavisi na dojmu u prijimaci zkousky:.

K =

dojem || dobry | Spatny | n;.
piijeti | njp

ano 17 11 28
ne 39 58 | 97
| g | 56 | 69 [ 125]
Reseni

Nejdtive ovéiime splnéni podminek aproximace Pearsonovym rozlozenim:
a+b=28>5 97=c+d> "9 =56/3 =18,66. Podminky jsou tedy splnény.
eNyni uréime realizaci testového kritéria:

L n(ad—bc)? _ 125(17-58—11-39)2
K= (@+b)(ctd)(ato)(b+d) — ~ 28975669 3,6953
oKriticky obor:

W= <X(2),95(1)a 00) = (3,841; 00)
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Protoze testova statistika se nerealizuje v kritickém oboru, nulovou hypotézu o nezavislosti
"prijeti”a "dojmu” nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

Poznamka 11.11

Jiny ptistup k hodnoceni ¢tytpolnich tabulek vychéazi z nasledujici predstavy. Urcity pokus
provadime za dvojich okolnosti a muze skon¢it tispéchem, nebo netspéchem. Lze jej tedy
popsat ¢tytpolni tabulkou, kde ndhodna veli¢ina X nabyva dvou hodnot: iispéch - netispéch;
a nahodna velicina Y nabyva dvou hodnot: nastala okolnost I - nastala okolnost I1I.

Okolnost I II n;.
Vysledek pokusu Nk

uspéch a b a+b
neuspéch c d c+d
]n.k Ha+c\b+dH n ‘

Pomeér tspéchii k netispéchtim, neboli ”Sance”za okolnosti I je tedy ¢ a za okolnosti II je
. Nema-li okolnost vliv na vysledek pokusu, pak podil Sanci za zminénych dvou okolnosti

by mél byt "blizko” jedné.

Ul

Iofo 1o

d
Definice 11.12

Uvazujme ctytpolni tabulku. Statistiku OR = ad

= 3 nazyvdme podil Sanci.

Konstantu op = % nazyvame teoreticky podil Sanci.

Poznamka 11.13

Jsou-li veli¢iny X, Y nezavislé, pak p;i, = p;.p.x. Tedy v piipadé nezdvislosti vychazi teore-
ticky podil sanci op = 1. Zavislost velicin bude tim vétsi, ¢im vice se bude op vzdalovat od
jedné. Uvedomme si ale, ze op € (0,00), tedy hodnoty op jsou kolem bodu 1 rozmistény
nesymetricky. Proto se uzivaji logaritmické podily Sanci Inop a In OR.

Véta 11.14
Uvazujme étyfpcl)lrél'Rta}bulku pro dvé nominalni nahodné veliciny X,Y.
s p n —Ino ~
Statistika U = \/Tﬁfi ~ N(0,1).
Na asymptotické hladiné « se nulova hypotéza
Hy : Inop = 0 [je ekvivalentni s tim, ze X,Y jsou stoch. nezdvislé] zamitd ve prospéch
alternativni hypotézy H;, kdyz se testovaci kritérium

alofr e

U= \/% realizuje v oboru W, kde

pro oboustr. alt. Hy :lnop#0 je W = (=00, —ui_a/2) J(t1—a/2, 00)

pro levostr. alt.  H; :lnop <0 jeW = (—00, —uj_q)

pro pravostr. alt. Hjy :lnop >0 je W = (uj_qo, o0) O

Je potieba si uvédomit, ze Inop > 0 pravé tehdy, kdyz "Sance: tspéch k netuspéchu”je
vetsi za okolnosti I a Inop < 0 pravé tehdy, kdyz ”Sance: ispéch k netspéchu”je veétsi za
okolnosti II.
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Véta 11.15

Uvazujme ctyipolni tabulku pro dvé nominélni ndhodné veliciny X, Y.

Potom meze 100(1 —«a)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro teoreticky
podil sanci op jsou:

h = eanRJrMul,a/z O

Nulovou hypotézu o nezdvislosti X, Y [ekvivalentni s tim, ze op = 1] zamitdme, kdyz v
asymptotickém intervalu spolehlivosti pro teoreticky podil Sanci op hodnota 1 nelezi.

Priklad 11.16

Pro udaje z ptikladu 11.10. vypoctéte a interpretujte podil Sanci, sestrojte asymptoticky
interval spolehlivosti pro teoreticky podil Sanci a s jeho pomoci testujte hypotézu, ze prijeti
na fakultu nezavisi na dojmu u pfijimaci zkousky.

Reseni

ePodil sancif OR = 9¢ = 1138 — 2 2983,

Realizace statistiky O R nam 1ik4, ze pomér " prijeti” ku "nepftijeti”je 2, 3x vétsi u uchazece,
ktery zapusobil na komisi dobrym dojmem, nez u uchazece, ktery zapusobil spatnym do-
jmem.

eNyni uréime meze 100(1 — )% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro
teoreticky podil Sanci:

T 1,11 T 1,1 1

d eanRf\/ Sttt gui_aye eln2,2987\/ =+ti7tagtsg 1,96 — 670,028 _ 07 972
T 1,11 T, 1,1 1

h eanR—i—\/E—&-g-l—z—l—Eul,a/Q €1n2,298+\/ =t+ittsgtes 1,96 — 61’692 _ 5’ 433

Tedy op € (0,972 ; 5,433) na asymptotické hladiné 5%.
Jelikoz interval (0,972 ; 5,433) obsahuje ¢islo 1, na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05
nezamitame hypotézu o nezavislosti dojmu u piijimaci zkousky a prijeti na fakultu.

Poznamka 11.17

Popis Fisherova faktorialového testu presahuje ramec tohoto kurzu. Poznamenejme ale, ze
test nezavislosti nominalnich velicin X, Y formuluje opét prostiednictvim podilu Sanci a
proti nulové hypotéze Inop = 0 stavi nejen oboustrannou, ale i jednostranné alternativy.
Vychazi-li p—hodnota pro zvolenou alternativu < «, pak nulovou hypotézu o nezavislosti
X, Y zamitame na hladiné vyznamnosti «.

Testovani nezavislosti ordinalnich ndhodnych veli¢in

Definice 11.18

Y . “ . , ’ , R o e , , ’1 > X Xn
Necht X,Y jsou dvé ordindlni ndhodné veli¢iny. Uvazujme nahodny vybér (Yll), cee (Yn)
ze spojitého rozlozeni, kterym se 7idi ndhodny vektor (iﬁ) Oznac¢me R; poradi ndhodné
veliciny X; a ); poradi nahodné veliciny Y;; i = 1,2,...,n. Ukazatelem intenzity poradové
zavislosti velicin XY je statistika

n

rs = 1—LZ(R1'—Q¢)2,

n(n?*—1) <=
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ktera se nazyva Spearmaniv koeficient poradové korelace.

Poznamka 11.19

Spearmantuv koeficient rg nabyvé hodnot z intervalu (—1, 1). Cim je jeho hodnota blizs
1 (resp. -1), tim je silnéjsi pifma (resp. nepifmd) pofadova zavislost velicin X,Y. Cim je
jeho hodnota blizsi 0, tim je poradova zavislost velicin X, Y slabsi.

Statistika rg je vlastné obycejny vybérovy koeficient korelace poéitany z potadi R;, @),
misto z puvodnich hodnot ndhodnych velicin X;, Y;. Upravou definiéntho vztahu z 11.2
specialné pro R; a (); dostaneme vztah z 11.18.

Prikladem ,,dokonalé® piimé poradové zavislosti je napt vztah mezi R;, (); popsany tabul-
kou:

Piikladem ,,dokonalé“ neptimé poradové zavislosti je napt vztah mezi R;, (); popsany ta-

Q, 1514321

Poznamka 11.20

Spearmanuv koeficient poradové korelace lze pouzit i tehdy, kdyz jsou data intervalového, ¢i
pomérového typu. Napi. v 10. kapitole vSechny testy nezavislosti predpokladali normalitu.
Pii poruseni normality lze uzit testy odvozené od Spearmanova koeficientu. Také jsou
situace, kdy v ndhodném vybéru ();11), ceey ();:) nelze hodnoty uvedenych ndhodnych velicin
presné stanovit, je k dispozici jen jejich poradi. Jsou-li poradi X —ovych a Y —ovych veli¢in
hodné podobna, svédéi to o jisté zavislosti mezi X; a Y;.

Véta 11.21

Necht X,Y jsou dvé ordindlni ndhodné veliciny. Uvazujme ndhodny vybér ();,11), cee (X")

z rozlozeni, kterym se 1idi ndhodny vektor (i,()

Testujeme hypotézu Hy : X,Y jsou poradové nezavislé nahodné velic¢iny.

Na hladiné « se nulovéa hypotéza Hy zamita ve prospéch alternativni hypotézy Hy, kdyz se
testovaci kritérium Spearmanuv koeficient rg realizuje v oboru W, kde

pro oboustr. alt. H; : X, Y jsou pofadové zavislé je W = (=1, =rgi—as2(n)) U(rsi—as2(n), 1)
pro levostr. alt.  H; :mezi X,Y ex. nepiimd p. zavisl. je W = (=1, —rg1_4(n))
pro pravostr. alt. Hj : mezi X,Y ex. prima p. zavisl. je W = (rsi—a(n), 1)

arsi—q(n) je tabelovand kritickd hodnota pro dand o = 0,05 an =5,6,...,30. O

Pro vétsi vybéry jsou k dispozici asymptotické testy, kde testovaci kritéria maji pti nezavislych
poradich asymptoticky normalni, ¢i asymptoticky Studentovo rozlozeni.

Véta 11.22
Necht plati predpoklady a formulace nulové hypotézy véty 11.21.
Necht n > 30 a necht plati Hy. Pak testovaci kritérium

Up=rsvn—1~ N(0,1)
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a kriticky obor je W = (=00, —ui_a2) J(U1-a/2, 00). Hypotézu o nezavislosti X,Y
zamitame ve prospéch oboustranné alternativy, kdyz realizace Uy € W.

Poznamka 11.23

Testové kritérium, které pouziva sw., ma tvar Tg = rg % a pii platné nulové hypotéze
mé asymptoticky Studentovo rozlozeni s (n — 2) stupni volnosti t(n — 2).

Toto asymptotické Studentovo rozlozeni lze pouzit pro n > 20, tuto podminku ovSem

software neovéruje. Proto pro mensi vybéry je vhodné pouzit tabulky pro kritické hodnoty
Spearmanova korelacniho koeficientu.

Priklad 11.24
Dva lékari hodnotili stav sedmi pacientu po stejném chirurgickém zakroku. Postupovali

v~/

’z’ ¢islo pacienta \1\2\3\4\5\6\7‘
R; hodnoceni 1. lékafe |4 |1 |6 |5 |32 |7
(Q; hodnoceni 2. 1ékate |4 |2 |5 |6 |1 |3 |7

Vypoctéte Spearmanuv koeficient rg a na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze
hodnoceni obou lékaru jsou poradové nezavisla.

Reseni
Hy : Hodnoceni obou 1ékaru jsou poradové nezavisla
H, : Hodnoceni obou 1ékaiu jsou poradové zavisla

eTestovaci kritérium je:
n

i=1
eKriticka hodnota je rg1_o(n) = 75,0,95(7) = 0,745
eKriticky obor je W = (—o0, —0,745) |J(0, 745, o0)
Jelikoz testovaci kritérium rg¢.95(7) = 0,857 € W, nulovou hypotézu o nezévislosti hodno-
ceni obou lékaiu zamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.
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12 Neparametrické testy o medianech

Bézné uzivané t-testy (jednoduchy, péarovy, dvojvybérovy), ¢i Analyza rozptylu jedno-
duchého tfidéni (tedy zobecnény t-test), formuluji nulovou hypotézu pomoci parametru
normalniho, ¢i dvourozmérného normélniho rozlozeni. Proto témto a podobnym testum
fikame parametrické testy. Nékdy je ale nelze pouzit s ohledem na poruseni predpokladu.
Néhodny vybér nemusi byt normélni, neni splnéna homogenita rozptylu (u dvouvybérového
t-testu, ¢i u ANOVY), nebo data maji pouze ordinélni charakter. V tomto piipadé mohou
pomoct neparametrické testy.

Jiz jejich nazev naznacuje, ze budou formulovat hypotézy bez pouziti parametru néja-
kého rozlozeni. Pokud jsme se puvodné zajimali napf. o parametr x4 normalniho rozlozent,
ale nesplnéné predpoklady zabranily pouziti parametrického testu, muzeme svuj zdjem
presunout k medianu rozlozeni, z néhoz nahodny vybér pochézi a testovat hypotézy o
medidnu. Takovéto neparametrické testy maji vsak jednu velkou nevyhodu - sila (tedy
schopnost zamitnout nepravdivou nulovou hypotézu) téchto testu je mensi, nez sila pa-
rametrickych testi. Proto pfi moznosti volby volime radéji testy parametrické. Co je
pricinou mensi sily téchto testu? Je to zpusobeno tim, ze neparametrické testy ,zapome-
nou”“ puvodni hodnoty nahodnych vybéru a nahradi je pouze jejich poradimi, ¢i dokonce
jen znaménky "+7a ”-”, nebo znaménky i poradimi zaroven. Pravé ztrata ¢asti informace
obsazené v puvodnim vybéru vede k slabsi sile neparametrickych testu v srovnani s testy
parametrickymi (ty se snazi vyuzivat veskerou informaci z ndhodnych vybéru).

V tabulce 12.1. je prehled nejcastéji uzivanych neparametrickych testu véetné jejich
predpokladu. V nasledujicim textu se budeme podrobné vénovat jen dvéma z nich, ostatni
testy jsou podrobnéji v ucebnici Pruvodce zdkladnimi statistickymi metodami, 16. kapitola.
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Znaménkovy test 12.1

Znaménkovy test pouzivame pro testovani hypotéz o medidnu x5 proti jednostranné i
oboustrannym alternativam. Tedy
Hy: zo5 =cproti Hy @ xo5 #c; resp. Hy: x5 >c¢; 1resp. Hy: x5 <c
Princip testu: Sledujeme, kolik realizaci ndhodné veliciny X v ndhodném vybéru rozsahu
n je ,vpravo“ od konstanty c¢ a ,vlevo“ od ni. Je-li ¢ rovno skutecnému medianu, pak
realizaci vpravo od ¢ by mélo byt ,zhruba“ stejné jako realizaci vlevo od ¢. Pokud tomu
tak neni, pak se ziejmeé skutecny medidn x5 od c lisi, jak je vidét na nasledujicich obréazcich.
Do statistiky S} ,vlozime* pocet realizaci vétsich, nez c. Pokud je ¢ skutetnym me-
didnem, tak tento pocet S7 by mél byt blizky %. Pokud je hodnota S o hodné vétsi, ¢i o
hodné mensi, nez %, pak muzeme tézko vérit tomu, Ze ¢ je medidnem a nulovou hypotézu
zamitneme. Tedy statistika S} slouzi jako testovaci kritérium. Upozornéni: Je-li ngjaka
hodnota v ndahodném vybéru piimo rovna hodnoté ¢, pak ji z vybéru odstranime a teprve
snizeny pocet pozorovani oznacime n.

| S %u* s;.,.mewy 1
e s o . | S
gy | o D e et
I | S3=6 7t o ot
n
| I 1 S;:A )_QTZLI\
° I

——9 @
L 99—

®
®
o

|
|
I
| J e
A ¥ X x

1

Statistika S} € {0,1,...,n}. Pokud realizaci ndhodné veliciny X; vpravo od ¢ budeme
povazovat za tspéch, pak S5 udavd pocet spéchii a méa binomické rozlozeni. Pii platné
nulové hypotéze je pravdépodobnost tispéchu ¥ = 0,5 a tedy S; ~ Bi(n;0,5). Jak jiz bylo
feceno, pozorované hodnoty S blizké k % Jjsou v souladu s nulovou hypotézou.

Znéame-li rozlozeni, muzeme testovat a diky dostupnosti sw. lze piimo poc¢itat p-hodnotu.
(Binomické rozlozeni neni tabelované, tedy bez sw. by bylo potteba pouzivat tabulky pro
kritické hodnoty S} a pro vétsi rozsahy odvodit asymptotickd testovaci kritéria.)

Hy: zo5=c& S} = ep-hodnota = P( statistika S, > pozorovany pocet tispéchu S3)
Hy: z95>ce S, > pomoci sw.: 1-IBINOM (poéet pozorovanijch ispéchu-1;0,5;n)

Hy 5(7075:C<:>S—Zi_:
H IL‘()75<C<=>S}_<

ep-hodnota = P( statistika S} < pozorovany pocet tispéchi S3)
pomoci sw.: IBINOM (pocet pozorovanych tuspéchu ;0,5;n)

NSNS NSNS

Pii vypoctu p-hodnoty pro oboustrannou alternativu musime rozlisit, zda realizace S5 je
n

vetst, ¢i mensi, nez 3.
Je-li pozorovand hodnota S > 2

ep-hodnota = 2P( statistika S, > pozorovany pocet tspéchit S)
pomoci sw.: 2*(1-IBINOM (pocet pozorovanych ispéchi-1;0,5;n))
Je-li pozorovana hodnota S7 < %

ep-hodnota = 2P( statistika S}, < pozorovany pocet tspéchu S3)
pomoci sw.: 2*IBINOM (pocet pozorovanich ispéchi;0,5;n)

Hy : $0,5:C<:>S+:
Hli 1’075#0@52%

SIS
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Poznamka 12.2

Velmi casta je parova varianta znaménkového testu. Mame-li napi. testovat, ze se piijmy
manzelu X a manzelek Y nelisi, pak nejdiive puvodné dvojrozmérny vybér prevedeme na
jednorozmérny vybeér rozdilu v piijmech Z = X — Y. Pokud se opravdu piijmy parneru
nelisi, pak median proménné Z je roven nule, tedy Hy : 295 = 0. Takto koncipovany
parovy znaménkovy test je implementovan v sw. Statistica, ktery poc¢ita pouze asympto-
tickou p-hodnotu. Presnéjsi je tedy pouzit dlouhého jména, jak uvedeno vyse. (Podrobnosti
o asymptotické varianté testu jsou v ucebnici Pruvodce zdkladnimi statistickymi metodami,
16.2.)

Dvouvybérovy Wilcoxontv test 12.3

V tabulce 12.1 jsou u dvouvybérového Wilcoxonova testu nésledujici predpoklady: vybér
rozsahu n proménné X je nezavisly na vybéru rozsahu m proménné Y'; oba vybéry pochazi
ze spojitych rozlozeni a hustoty fi(z) a fo(y) se lisi jenom posunutim. Za téchto predpokladu
je nulovd hypotéza Hy : x5 — yos = 0 ekvivalentni s hypotézou, Ze oba vybéry pochazi
ze stejného rozlozeni.

o Wfb‘ I/P){K\f/?/‘- X
Dby 4 l 103 5 6y A ae A oy sy 45 O{Mmﬂ/\,{)hm‘{
[ ——¢ 60— 66 0 6 & o O 66— — N=§
o piludind gl T e ebeitbnstets o @5 s
® N « ! _ =
O Mmdone hads  To 3 e 4 A4 40z o4y 14+ 15 =%
W / m = '——'—\——J’——’;’_-}—’w’z 4OI$Q)

L 3 5 ¢+ P 1 a0 M AL o e 4§
Obv, 2. OO ¢ O ¢ O & 0 —06—o—6OHL——+
~ f -
' N [ Ab ) rd Q#4114+ 13 310 -
® Wmmwdﬂ E4 _ +¥Pr 18 3 1
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OWWMW 1"*2" 6*4)+4O+{Z479%GQ:@
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Princip testu: Oba vybéry smichame dohromady, ale zapamatujeme si puvod jednotlivych
objektu. Tento smichany vybér sefadime. Od této chvile ”zapomeneme” puvodni hodnoty
velicin X a Y a zapamatujeme si pouze jejich poradi. Pochazi-li oba vybéry ze stejného
rozlozeni (- tedy plati Hy), pak jsou puvodné z-ové a puvodné y-ova poradi dokonale
promichéana, jak je vidét na Obr.2. Naopak na prvnim obrazku Obr.1. jsou takové dva
vybéry, kde ziejmé hustota proménné Y je ,vpravo* od hustota proménné X.
Néhodna veli¢ina T7 je rovna souctu z-ovych poradi a ndhodna veli¢ina T5 je rovna souctu
y-ovych potradi. Jsou-li prumérnd poradi % a % velmi podobnd, nemame duvod pochy-
bovat o Hy. Pokud se ale vyrazneé lisi, pak zfejmé uvazované vybéry pochdazi z ruznych
rozlozeni. Zbyva rozhodnout, jak velkd musi odlisnost byt, aby bylo nutné nulovou hy-
potézu zamitnout.

Princip, jak se poc¢ita p-hodnota osvétlime na nasledujicim piikladé. Predstavme si, ze
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mame dva ndhodné vybéry, oba rozsahu 3. Vsechna mozné poradi jak mohl smichany 6-ti
prvkovy vybér "dopadnout”, jsou v tabulce 12.2.

Poradi | soucet Poradi | soucet Poradi | soucet Poradi | soucet
prvniho | potradi druhého | poradi prvniho | poradi druhého | poradi
vybéru | T} vybéru | T vybéru | T} vybéru | T
1,2,3 6 4,5,6 15 2,34 9 1,5,6 12
1,2,4 7 3,5,6 14 2,3,5 10 1,4,6 11
1,2,5 8 3,4,6 13 2,3,6 11 1,4,5 10
1,2,6 9 3,4,5 12 2,45 11 1,3,6 10
1,3,4 8 2,5,6 13 2,4,6 12 1,3,5 9
1,3,5 9 2,4,6 12 2,5,6 13 1,34 8
1,3,6 10 2,45 11 3,45 12 1,2,6 9
1,4,5 10 2,3,6 11 3,4,6 13 1,2,5 8
1,4,6 11 2,3,5 10 3,5,6 14 1,24 7
1,5,6 12 2,3,4 9 4,5,6 15 1,2,3 6

Tabulka 12.2

Napriklad pokud uvazované dva vybéry dopadly tak, ze poradi pro prvni vybér jsou: 3,5,6
a pro druhy jsou: 1,2,4, potom by to mohlo znamenat, ze prvni vybér ma hustotu ,, vpravo®
od druhého vybéru; statistika T se realizovala spise velkou hodnotou a tento vysledek
svedci proti Hy. Proto statistiku 77 muzeme pouzit jako testovaci kritérium. Plati-li nulova
hypotéza, pak vSech 20 poradi 6-ti prvkového smichaného souboru z tabulky 12.2 jsou stejné
mozné. Pomoci této tabulky muzeme urcit rozlozeni pravdépodobnosti testovaciho kritéria
T;.
Ty 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
p(Ty) | 1/20 | 1/20 | 2/20 | 3/20 | 3/20 | 3/20 | 3/20 | 1/20 | 1/20 | 1/20

Priklad 12.4

Uvazujme hypotézu

Hj : Oba vybéry pochézi ze stejného rozlozeni < z¢5 = yo 5

H, : Prvni vybér ma hustotu ,,vpravo“ od druhého vybéru & x5 > o5
Realizace nahodnych vybéru:

X | poradi || Y | potradi
30 5 20 1
33 6 24 2
26 3 28 4
T, =14 T, =17
p-hodnota je soucet pravdépodobnosti vSech téch potradi z tabulky 12.2 které stejné, nebo
vice, nez pozorované potradi svéd¢éi proti nulové hypotéze.

Tedy p= P(Ty > 14) = P(T; = 14) + P(T; = 15) = 1/20 + 1/20 = 0, 1 Pokud by hladina
testu byla a = 0,05, pak p > a a Hy nezamitdme na hladiné «. Neprokazali jsme, ze na
hladiné 5% je prvni vybér ,posunuty doprava“ vzhledem k druhému vybéru. O

73



Pro dostatecné velké rozsahy vybéra (n + m > 12) slouzi jako asymptotické testovaci

kritérium statistika
T, — n(n+m-+1)

U——__2
nm(n+m+1)
12

kterd ma pii platné nulové hypotéze (Hy : o5 = yo,5) priblizné normalni rozlozeni.

Poznamka 12.5

Test 1ze pouzit i kdyz se nékteré hodnoty ve vybérovych souborech a tedy i jejich poradi
opakuji. V tomto pripadé se pouziva prumérné poradi a asymptotickou testovou statistiku
U je nutno korigovat.

Poznamka 12.6

Software Statistica pocita p-hodnotu pomoci ekvivalentniho Mann-Whitneyova testu. Pres-
na p-hodnota je oznacend ,2*1str.presné p“ a sw. ji nabizi pro malé vybéry. Vzdy je na
vystupu i asymptotickd p-hodnota a jeji vypocet je popsany v uc¢ebni Privodce zakladnimi
statistickymi metodami, 16.4. Software poskytuje presnou i asymptotickou p-hodnotu jen
pro oboustrannou alternativu.

(Pro jednostranné alternativy je potfeba oboustrannou p-hodnotu délit dvéma, ale pouze,
je-li pozorované testové kritérium "na strané”alternativni hypotézy.)
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