Kapitola 9.: Jednoducha linearni regresni analyza
Cil kapitoly

Po prostudovani této kapitoly budete umét

- metodou nejmensich ¢tvercti odhadnout parametry regresni funkce

- konstruovat intervaly spolehlivosti pro regresni parametry

- testovat hypotézy o regresnich parametrech

- pomoci riznych kritérii posuzovat vhodnost zvolené regresni funkce

Casova zatéz
Na prostudovani této kapitoly a splnéni ukoll s ni spojenych budete potiebovat asi 13 hodin
studia.

9.1. Motivace
Cilem regresni analyzy je popsat zavislost hodnot ndhodné veli¢iny Y na hodnotéach ve-
li¢iny X, ktera mize byt ndhodna i nendhodna. Pfitom je zapotiebi vytesit dva problémy:
a) jaky typ funkce se pouzije k popisu dané zavislosti;
b) jak se stanovi konkrétni parametry daného typu funkce?

ad a) Pti uréeni typu funkce je tieba provést teoreticky rozbor zkoumané zavislosti. Mizeme
napf. zkoumat zavislost ceny ojetého auta (veliCina Y) na jeho stafi (veli¢ina X). Je zfejmé, ze
s rostoucim stafim bude klesat cena, ale neni jasné, zda linearné, kvadraticky ¢i dokonce ex-
ponencialné.

Vzdy se snazime o to aby regresni model byl jednoduchy, tj. aby neobsahoval pfili§ mnoho
parametri. Piipada-li v ivahu vice funkci, posuzujeme jejich vhodnost pomoci riiznych krité-
rii — viz dale.

Casto viak nemame dostatek informaci k provedeni teoretického rozboru. Pak se snazime
odhadnout typ funkce pomoci dvourozmeérného teckového diagramu.

Zde se omezime na funkce, které zaviseji linearn€ na parametrech 3,,B,,...,B, .
Zvlastni pozornost budeme vénovat polynomidlni funkci 1. stupné y = o + Bix.

ad b) Odhady b,,b,,...,b  neznamych parametr ,,p,,...,B, ziskdme na zaklad€ dvouroz-

X Y
mérného datového souboru | ... ... | metodou nejmensich Ctverct, tj. z podminky, aby sou-

Xn Yn

et ¢tverct odchylek zjisténych a odhadnutych hodnot byl minimalni.

9.2. Klasicky model linearni regrese

9.2.1. Popis modelu
Necht’ zavislost ndhodné veli¢iny Y na veli¢iné X je vyjadfena modelem

Y =m(x;B.B,se- 0B, )+ 65
kde m(x;BO,B1 - .,Bp) je deterministicka slozka modelu a ¢ je ndhodna slozka modelu. Je to

nadhodnd odchylka od deterministické zavislosti Y na X. Popisuje zavislost vysvétlované veli-
¢iny na nezndmych nebo nepozorovanych veli¢inach a popisuje i1 vliv ndhody. Nelze ji funkc-
né vyjadiit.



Jako kritérium kvality predikce zavisle proménné veli¢iny Y na nezavisle proménné veli¢iné
X se obvykle voli stiedni kvadratickd chyba predikce E([Y — m(x;BO BrseeasB, )]2 ) Lze doka-
zat, ze stfedni kvadraticka chyba predikce je minimalni, kdyz m(x;Bo Brs--sB, ): E(Y|x), tj.

zéavislost Y na X budeme modelovat pomoci podminéné stfedni hodnoty neboli pomoci re-
gresni funkce veli¢iny Y vzhledem k veli¢in¢ X.
Nadale pfedpokladame, Ze regresni funkce linedrn€ zavisi na neznamych regresnich paramet-

rech B,,B,,...,B, aznamych funkcich f, (X), sty (x) , které jiz neobsahuji nezndmé paramet-

ry, tj.m(x;BO,Bl,...,Bp): Zp:ijj(x), piicemz fo(x)z 1. Regresni parametry B,,[,,...,B, Ize
=0

interpretovat tak, ze parametr f3; vyjadfuje primérnou zménu hodnoty Y pfi ristu hodnoty

funkce f(x) o jednu jednotku za pfedpokladu, ze hodnoty ostatnich funkeci fi(x), k=1, ..., p,
k # j, zlistanou nezménéné.

Potidime n dvojic pozorovani (X1 .Y, ), e (Xrl A ), tj. dvourozmérny datovy soubor

X Y

Xy Ya
Proi=1, .., nplati: y, = m(xi;BO,Bl,...,Bp)+ €.
O ndhodnych odchylkéch ¢,,..., ¢, pfedpokladame, Ze
a) E(ai ) = 0 (odchylky nejsou systematické)
b) D(ai ) = o’ >0 (viechna pozorovani jsou provadéna s touz piesnosti — jsou homoskedas-
tickd)
c) C(gi V€ ) =0 pro i # j(mezi ndhodnymi odchylkami neexistuje zadny linearni vztah)
d) &~ N(0,52).
V tomto piipad¢ hovotime o klasickém modelu linearni regrese.

9.2.2. Oznaceni
by,b,,...,b, - odhady regresnich parametri 3,,8,,...,B, (nejcastéji je ziskame metodou nej-

mensSich ¢tverct, tj. z podminky, ze vyraz

i=

2
n p
Z(yi =Y Bfi(x, )] nabyva svého minima pro B;=b;,j =0, 1, ..., p)
1 =0
rh(x;bo NN ) - empiricka regresni funkce
p
y, = rh(xi ;bgseesby ) = Zb if (xi) - regresni odhad i-t¢ hodnoty veliiny Y (i-ta predikovana
=0

hodnota veli¢iny Y)

e, =y, -V, -i-té reziduum

S, = Z(Yi -y, )2 - rezidualni soucet ¢tverct
i=l1

s? =——E _ _ odhad rozptylu ¢

=
|
o
|
[S—

=}

- AR o oy I3
Sy = (yi —m2)2 - regresni soucet ¢tvercll (pfitomm, = —Zyi )

i=1 i=1



S, = Z (y,—m,)’ - celkovy soucet &tvercti
i=1

Pro soucty ¢tverct plati: S, =S, +S; .

9.2.3. Maticovy zapis klasického modelu linearni regrese
y=Xp+¢, kde

y= (y1 yeens yn) - vektor pozorovani zavisle proménné veli¢iny Y,

1 fi(x,) ... f(x)
X=]... - regresni matice

1 fl(xn) fp(xn)
(ptedpokladame, ze h(X) = p+1 <n)
B= (BO BrsesB, ) - vektor regresnich parametrq,

g =(g,,...,&,) - vektor nahodnych odchylek.
Podminky (a) az (d) 1ze zkracen€ zapsat ve tvaru € ~ N (0, o’ I).

Napf. pro regresni piimku y =, + B,X + € ma regresni matice tvar X=|: : | avektor

, . Bo
regresnich parametri je B = ( j
B,
Maticové¢ zapsana metoda nejmensich ctverci vede na rovnice
X’Xp = X’y — systém normalnich rovnic,
b =(X’X)" X’ y — odhad vektoru p ziskany metodou nejmensich &tverci.
Pro regresni piimku ziskame feSenim systému norméalnich rovnic odhady
S e, . . 2.
b, == a b, =m, —b;m, kde s,, je vybérova kovariance hodnot (x;, y;),i=1,..,na s, je
S
1
vybérovy rozptyl hodnot x,,...,x, . Regresni pfimku miZeme vyjadfit ve tvaru

y=m,+22(x—m,)+e.
S
y = Xb — vektor regresnich odhada (vektor predikce)
e =y - y — vektor rezidui
Vlastnosti odhadu b:
- odhad b je lineadrni, nebot’ je vytvoten linedrni kombinaci pozorovani yy, ..., y, s matici vah
(X'X)'X';
- odhad b je nestranny, nebot’ E(b) = f;
- odhad b m4 varianéni matici var b = 6*(X'X) ;
- odhad b ~ Np+1(B, o° (X'X)"1) vzhledem k platnosti podminky (d);
- pro odhad b plati Gaussova - Markovova véta: Odhad b = (X‘X)-1 X'y je nejlepsi nestranny
linearni odhad vektoru B. (Nejlepsi v tom smyslu, Ze rozdil varian¢ni matice libovolného jiné-

ho nestranné¢ho odhadu vektoru p a varian¢ni matice odhadu b je matice pozitivné semidefi-
nitni.)



9.2.4. Priklad
U Sesti obchodnikil byla zjisStovana poptavka po ur¢itém druhu zboZi loni (veli¢ina X - v ku-
sech) a letos (veli¢ina Y - v kusech).

¢islo obchodnika |1 |2 |3 |4 (5 |6
poptavka loni (X) |20]60|70|100|150|260
poptavka letos (Y) [ 50|60 |60 | 120|230 320

Predpokladejte, ze zavislost letosni poptavky na loniské 1ze vystihnout regresni ptimkou. Se-
stavte regresni matici, vypoc¢téte odhady regresnich parametrti a napiste rovnici regresni
piimky. Interpretujte parametry regresni piimky.

Reseni:
Sestavime regresni matici.
1 20
1 60
1 x,
.. 1 70
X=|: : |, tedyX= )
1 100
1 x,
1 150
1 260

Podle vzorce b = (X'X)f1 X'y ziskdme odhady regresnich parametri.
Nejprve vypocitdme matici

6 660
XX =
(660 109000)

a k ni inverzni matici
1 0,499084 —0,003022
X’X)" = )
-0,003022 0,000027
Dale ziskame soudin

840
Xy=
(138500}

a nakonec vektor odhadu regresnich parametri:

b 0,499084 —0,003022 840 | (0,6868
—-0,003022 0,000027 ) (138500 {1,2665)
Regresni pfimka ma tedy rovnici

y = 0,6868 + 1,2665 x.

Znamena to, ze pii nulové loniské poptavce by leto$ni poptavka ¢inila 0,6868 kusii a pfi zvy-
Seni loniské poptavky o 10 kusii by se letosni poptavka zvedla o 12,665 kust.

Vypocet pomoci systému STATISTICA
Vytvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi X a Y a 6 piipady:

Statistiky — Vicerozmérna regrese — Zavisle proménna Y, nezavisle proménna X - OK — OK —
Vypocet: Vysledky regrese.



Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (Tabulka1)
R=,97197702 R2=,94473932 Upravené R2=,93092415
F(1,4)=68,384 p<,00117 Smérod. chyba odhadu : 29,219

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(4) Urovefi p

N=6 beta B
Abs.c¢len 0,686813 20,64236/ 0,033272/ 0,975052
X 0,971977| 0,117538| 1,266484 0,15315| 8,269474/ 0,001167

Ve vystupni tabulce najdeme koeficient by ve sloupci B na fadku ozna¢eném Abs. ¢len, koefi-
cient b; ve sloupci B na fadku oznaceném X. Rovnice regresni ptimky:

y=10,686813 + 1,266484 x.

Znamena to, ze pii nulové loniské poptavce by letosni poptavka Cinila 0,6868 kust a pii zvy-
Seni lonské poptavky o 10 kusti by se letosni poptavka zvedla o 12,665 kust.

9.2.5. Testovani vyznamnosti modelu jako celku (celkovy F-test)

Na hladin¢ vyznamnosti o testujeme
!

Hy: (Bl,...,Bp)l = (O,...,O)’ proti Hy: (Bl,...,Bp)’ * (O,...,O) .

(Nulova hypotéza tika, ze dostacujici je model konstanty.)
Sk /P

Se/ (n ~-p- 1)

Kriticky obor: W = <F1_a (p,n—p—1),0).

Jestlize F e W |, pak Hy zamitame na hladin¢ vyznamnosti a.

Vysledky F-testu zapisujeme do tabulky analyzy rozptylu:

Testova statistika: F = ma rozlozeni F(p, n-p-1), pokud Hj plati.

zdroj variability | soucet Ctverct | stupné volnosti | podil statistika F
model Sr p Sr/p Sk /P
SE / (n -p- 1)
rezidudlni Sk n-p-1 Se/(n-p-1) | -
celkovy St n-1 - -
Z této tabulky také mtizeme snadno ziskat odhad rozptylu o*: s = S—El
n—-p-

9.2.6. Testovani vyznamnosti regresnich parametra (diléi t-testy)
Na hladin€¢ vyznamnosti o pro j = 0,1, ..., p testujeme hypotézu
Ho: B; = 0 proti Hi: Bj £0.

b.
Testova statistika: T; = —L ma rozloZzeni t(n-p-1), pokud Hy plati.
S
Kriticky obor: W = (— 0, — tm/z(n -p- 1)> ) <t17q/2 (n -p- 1),00).
Pokud Tj € W, Hy zamitdme na hladin€ vyznamnosti a.

Upozornéni: Test vyznamnosti smérnice regresni piimky (tj. test Ho: B; = 0 proti Hy: B; #0)
je ekvivalentni testovani hypotézy o nekorelovanosti veli¢in X, Y (tj. testu Ho: p = 0 proti H;:
p # 0). Jestlize koeficient korelace velicin X, Y je blizky 0, nemé smysl pocitat parametry
regresni piimky.



9.2.7. Piiklad
Pro zadani z ptikladu 9.2.4. najdéte odhad rozptylu, proved'te celkovy F-test, a proved'te rov-
néz diléi t-testy.

Reseni:

Nejprve vypocteme vektor regresnich odhadi proménné Y (vektor predikce):
1 20 26,02
1 60 76,68

. 1 70 | (0,6868 89,34

y=Xb= : = .
1 100 | \ 1,2665 127,34
1 150 190,66
1 260 329,97

Stanovime vektor rezidui:

50 26,02 23,98
60 76,68 —-16,68
. 60 89,34 —-29,34
YT 0| 12734 | 7| —734 |
230 190,66 39,34
320 329,97 -9,97
Pomoci vektoru rezidui vypocteme rezidualni soucet ¢tverct:
23,98
—-16,68
Sg=e’e=(23,98 -16,68 -29,34 -7,34 39,34 -9,97). - 279’3344 =3451,11.
39,34
-9,97
Sp 341511

Odhad rozptylu: s> =

= =853,78.
n-p-1 6-1-1
Dale potiebujeme celkovy soucet ¢tvercti
St=(y —my)’(y — my),

kde m; je sloupcovy vektor typu nx1 slozeny z priméru m; zavisle proménné veliiny Y.

V naSem pfiipad¢ je mp = 140. Po dosazeni do vzorce pro celkovy soucet ¢tverct tedy dosta-
neme

50-140
60 —140
60 —140
St =(50-140, 60-140, 60-140, 120-140, 230-140, 320-140) =61800.
120 -140
230-140

320-140
(Celkovy soucet ctverct lze ziskat také tak, ze vybérovy rozptyl veli¢iny Y vynasobime n-1:
St=5.12360 = 61800.) Regresni soucet ¢tverct pak je:

Sr=St—Sg=61800—-3451,11 = 58348,89.




Provedeni celkového F-testu:

na hladin¢ vyznamnosti a = 0,05 testujeme Hy: ; = 0 proti H;: B; #0.
Sz /p _ 58348,89/1

S;/(n—p-1) 341511/(6-1-1)

kriticky obor: W = <F17a (p,n—p—1),0)= <FO’95 (1,4),00) = <7,7086, ®).

Protoze se testova statistika realizuje v kritickém oboru, hypotézu o nevyznamnosti regresni-

ho parametru B; (tj. smérnice regresni pfimky) zamitame na hladiné vyznamnosti 0,05. Vy-
sledky testovani vyznamnosti modelu jako celku zapiseme do tabulky ANOVA:

Testova statistika F =

= 68,384,

zdroj variability | soucet Ctverct | stupné volnosti | podil statistika F
model Sr=58348,89 |p=1 Sr/p=58348,89 68,384
rezidualni Sg=3415,11 |[n-p-1=4 Sg/(n-p-1)=853,78 | -

celkovy St=61800 n-1=5 - -

Provedeni dil¢ich t-testi:
Na hladin€ vyznamnosti o = 0,05 testujeme Hy: Bo = 0 proti Hy: Bo # 0.

. b
Testova statistika: t, = —> = 0,6868 _ 0,3327,
s, 20,6424

kriticky obor:

W= (_ 0, =1 _4/2 (n e 1)> U<t1—a/2 (n —-p- 1),00) = (_ 0, =t} 975 (4)> u<to,975 (4)5 OO) =
= (~0,~2,7764) (2,7764,0) '

Protoze se testova statistika nerealizuje v kritickém oboru, hypotézu o nevyznamnosti regres-

niho parametru By (tj. posunuti regresni pfimky) nezamitame na hladiné¢ vyznamnosti 0,05.

Ke stejnému vysledku dospéjeme, podivame-li se na 95% interval spolehlivosti pro fy. Vypo-
¢itali jsme, ze -56,63 < By < 58 s pravdépodobnosti asponi 0,95. Protoze tento interval obsahu-
je 0, hypotézu Hy: Bo = 0 nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.

Na hladin€ vyznamnosti o = 0,05 testujeme Hy: B; = 0 proti H;: B; # 0.

.. b
Testova statistika: t, = — = 1,2665 =
s, 0,1532

b b

kriticky obor:
W= (_ "t (n b~ 1)> u<tl—m/2 (n -p- 1)700) = (_ 0, — t0,975 (4)> U<to,975 (4)’ OO) =
= (~o0,~ 2,7764) (2,764, ) .

ProtoZe se testova statistika realizuje v kritickém oboru, hypotézu o nevyznamnosti regresni-
ho parametru f; (tj. smérnice regresni pfimky) zamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.

Ke stejnému vysledku dospéjeme, podivame-li se na 95% interval spolehlivosti pro ;. Vypo-
¢itali jsme, ze 0,841<B; < 1,692 s pravdépodobnosti aspoii 0,95. Protoze tento interval ne-
obsahuje 0, hypotézu Hy: f; = 0 zamitdme na hladiné¢ vyznamnosti 0,05.

V piipad¢€ modelu regresni ptimky je dil¢i t-test pro parametr B, ekvivalentni s celkovym F-
testem.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Abychom ziskali odhad rozptylu, vratime se do Vysledky — vicenasobnd regrese — Detailni
vysledky — ANOVA.



Analyza rozptylu (Tabulka1)

Soucet |sv| Primér F Uroverfi p
Efekt ctvercl ctvercl
Regres. | 58384,89 1| 58384,89| 68,38420 0,001167
Rezid. 3415,11 4 853,78

Celk. 61800,00

Odhad rozptylu najdeme na fadku Rezid., ve sloupci Primér &tverci, tedy s* = 853,78.

Testovou statistiku F-testu a odpovidajici p-hodnotu najdeme v zdhlavi vystupni tabulky re-
grese:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (Tabulka1)
R=,97197702 R2=,94473932 Upravené R2=,93092415
F(1,4)=68,384 p<,00117 Smérod. chyba odhadu : 29,219

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(4) | Uroven p

N=6 beta B
Abs.¢len 0,686813 20,64236/ 0,033272/ 0,975052
X 0,971977| 0,117538 1,266484 0,15315| 8,269474/ 0,001167

Zde F = 68,384, p-hodnota < 0,00117, tedy na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu
o nevyznamnosti modelu jako celku.
Vysledky F-testu jsou rovnéz uvedeny v tabulce ANOVA.

Vysledky dil¢ich t-testl jsou uvedeny ve vystupni tabulce regrese. Testova statistika pro test
hypotézy Hy: Bo =0 je 0,033272, p-hodnota je 0,975052. Hypotézu o nevyznamnosti useku
regresni piimky tedy nezamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05. Testova statistika pro test
hypotézy Hy: B1 =0 je 8,269474, p-hodnota je 0,001167. Hypotézu o nevyznamnosti smérnice
regresni piimky tedy zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.

9.2.8. Intervaly spolehlivosti pro regresni parametry
Oznacme vj; j-ty diagonalni prvek matice (X'X)"'a Sy, = Sy |vy tzv. smérodatnou chybu od-

hadu b;. Proj =0, 1, ..., p se statistika T, = ! Bj fidi rozlozenim t(n -p- 1), tedy
S,

J

100(1- @)% interval spolehlivosti pro f; ma meze: b; tt, ,, (n—p- l)sva .

(S intervaly spolehlivosti souvisi relativni chyby odhadi regresnich parametrt. Ziskaji se tak,
ze se vypocita absolutni hodnota podilu polovi¢ni Sitky intervalu spolehlivosti a hodnoty od-
hadu. Relativni chyba odhadu by neméla ptesahnout 10%.)

9.2.9. Piiklad
Pro zadani z ptikladu 9.2.4. najdéte 95% intervaly spolehlivosti pro regresni parametry a zjis-
téte relativni chyby odhadt regresnich parametrd.

Reseni:
Vypocteme smérodatné chyby odhadil regresnich parametrt by a b; podle vzorce Sp, = Sy Vi

=0, 1, kde vj; je j-ty diagonalni prvek matice X'X)":



4 [ 0,499084 —0,003022

X'X) =
—-0,003022  0,000027

Piitom si uvédomime, Ze voo = 0,499084, v;; = 0,000027, s* = 853,78.
Sy, =Sy/Vgy =~/853,78-,/0,499084 = 20,6424,
Sy, =S4V, =1/853,78 -1/0,000027 = 0,1532..
Stanovime meze 95% intervalll spolehlivosti pro regresni parametry o a ;. K tomu slouzi
vzorec b, itl_m/z(n—p—l)sbj ,J=0,1.

95% interval spolehlivosti pro fo:

d=by —tggs(4)s,, =0,6868—2,7764-20,6424 = —56,63

h=b, +ty4;(4)s, =0,6868+2,7764-20,6424 =58

Znamena to, ze -56,63 < By < 58 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.
Relativni chyba odhadu By: I(SS J(; 562’6683)/ 2 I .100% = 8342%

95% interval spolehlivosti pro f;:

d=b, —tye;(4)s, =12665-2,7764-0,1532 = 0,841

h=b, +t,,,(4)s, =12665+2,7764-0,1532 =1,692

Znamena to, ze 0,841< B; < 1,692 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

(1,692-0,841)/2| 100% = 33,6% .
12665 |

Relativni chyba odhadu B: |

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Ve vystupni tabulce vysledki regrese piidame za proménnou Uroveti p t¥i nové proménné:
dm (pro dolni meze 95% intervalil spolehlivosti pro regresni parametry), hm (pro horni meze
95% intervall spolehlivosti pro regresni parametry) a chyba (pro relativni chyby odhadu re-
gresnich parametrt).

Do Dlouhého jména proménné dm napiSeme:

=v3-v4*VStudent(0,975;4)

Do Dlouhého jména proménné hm napiSeme:

=v3+v4*VStudent(0,975;4)

Do Dlouhého jména proménné chyba napiSeme:

=100*abs(0,5*(hm-dm)/v3)

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Prom2 (Tabulka1)
R=,97197702 R2=,94473932 Upravené R2=,93092415
F(1,4)=68,384 p<,00117 Smérod. chyba odhadu : 29,219

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(4) Uroveri p dm hm chyba
N=6 beta B =v3-v4*V | =v3+v4* |=100*abs
Abs.¢len 0,686813 20,64236 0,033272 0,975052 -56,6256 57,99918 8344,681

Prom1 0,971977  0,117538 1,266484 0,15315 8,269474 0,001167 0,841266 1,691701 33,57463

Vidime, Ze -56,63 < By < 58 s pravdépodobnosti aspon 0,95 a 0,841< ; < 1,692

s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

Relativni chyba odhadu parametru B ¢ini 8344,68% a relativni chyba odhadu parametru f3;
¢ini 33,57%. V obou ptipadech jsou chyby pfilis velké.

9.2.10. Kritéria pro posouzeni vhodnosti zvolené regresni funkce



a) Index determinace

" S : )

Cislo ID* = =2 =1-=E se nazyva index determinace.
T T

Vlastnosti indexu determinace:

e nabyva hodnot z intervalu <0,1> ;

e udava, jakou Cast variability zavisle proménné veli¢iny Y lze vysvétlit zvolenou re-
gresni funkci (Casto se vyjadiuje v %);
e je zaroven mirou tésnosti zavislosti veli¢iny Y na veli¢in€ X;
e jeto obecna mira, nezavisla na typu regresni funkce (I1ze pouzit i pro méfeni nelinearni
zavislosti);
e je to mira, kterd nebere v ivahu pocet parametra regresni funkce. U regresnich funkci
s vice parametry vychazi tedy obvykle vyssi nez u regresnich funkci s mén¢ paramet-
ry;
e tato mira neni symetricka.
Za vhodngjsi se povazuje ta regresni funkce, pro niz je index determinace vyssi. V ptipadé, ze
porovnavame n¢kolik modelt s rozdilnym poctem parametrti, pouzivame adjustovany index

. 1-1D’ . : . ,
determinace: ID, djz =1D? - (41& Mala hodnota indexu determinace nemusi znamenat,
n—-p-
ze mezi veliCinami X, Y je nizka zavislost, muze signalizovat nevhodnou volbu typu regresni
funkce.
V piipadé regresni piimky je index determinace roven kvadratu koeficientu korelace:

2
ID’ =r,,

b) Testové kritérium F
Za vhodngjsi je povazovana ta regresni funkce, u niz je hodnota testové statistiky

pro test vyznamnosti modelu jako celku vyssi.

¢) Rezidualni soucet ¢tvercii a reziduilni rozptyl
n
: 1.1 v v o A \2
Rezidualni soucet Ctvercit: S, = Z‘(yi - yi)
i=1
Za vhodnéjsi povazujeme funkei, kterd ma rezidudlni soucet ¢tverct nizsi. Rezidualni soucet
¢tvercil 1ze pouzit pouze tehdy, kdyz srovnavame funkce se stejnym poctem parametrti.
SE
n—p-1
Za vhodné;jsi povazujeme tu funkei, kterd ma reziduélni rozptyl nizsi. Rezidualni rozptyl mu-
zeme pouzit vzdy, bez ohledu na to, kolik parametrti maji srovnavané regresni funkce.

Rezidualni rozptyl: s* =

d) Stiedni absolutni procentualni chyba predikce (MAPE)

MAPE = lz YiT¥i
nig Yi

Za vhodnéjsi povazujeme tu funkci, ktera ma MAPE nizsi.

e) Analyza rezidui



Rezidua povazujeme za odhady ndhodnych odchylek a klademe na né stejné pozadavky jako
na nahodné odchylky, tj. maji byt nezavisla, normaln¢ rozloZenda s nulovou sttedni hodnotou a
konstantnim rozptylem (tj. jsou homoskedasticka).

Nezavislost rezidui (autokorelaci) posuzujeme napi. pomoci Durbinovy — Watsonovy statisti-

ky, ktera by se mé¢la nachazet v intervalu <1,4;2,6> (to je ovSem pouze orientacni voditko, ko-

rektni postup spociva v porovnani této statistiky s tabelovanou kritickou hodnotou).
Normalitu rezidui ovéfujeme pomoci testd normality (napt. Lilieforsovou variantou Kolmo-
gorovova — Smirnovova testu nebo Shapirovym — Wilksovym testem) ¢i graficky pomoci N-P
plotu.

Testovani nulovosti stiedni hodnoty rezidui provadime pomoci jednovybérového t-testu.
Homoskedasticitu rezidui posuzujeme pomoci grafu zavislosti rezidui na predikovanych hod-
notach. V tomto grafu by rezidua méla byt rovnhomeérné rozptylena.

9.2.11. Priklad

Pro zadani z ptikladu 9.2.4. vypoctéte index determinace a interpretujte ho. Vypoctéte rovnéz
sttedni absolutni procentudlni chybu predikce a najdéte regresni odhad letosni poptavky pii
loniské poptavce 110 kusii. Proved’te analyzu rezidui. Nakreslete regresni ptimku do dvou-
rozmérného teCkového diagramu.

ReSeni:

: S
Index determinace se pocita podle vzorce ID* = =%V piikladu 9.2.7. bylo vypoéteno, Ze
T

regresni soucet ¢tvercli S; =58348,89 a celkovy soucet ¢tvercii S; = 61800 . Index determi-
58348.89

61800
Znamena to, Ze variabilita hodnot zavisle proménné veliiny je z 94,42% vysvétlena regresni
ptimkou.

nace: ID? = =0,9442 .

Pro regresni pfimku miizeme vyuZit toho, ze ID* = r122 . V naSem pfipad¢ zjistime, ze
1, =0,971977, tedy ID* =0,971977% =0,9447 .

MAPE se potita podle vzorce MAPE = %Z yy;y .V piikladg 9.2.7. jsme vypocetli vektor
i=1 i
23,98 50
~16,68 60
rezidui y, — ¥, = ~29,34 a vektor pozorovani 00 .
~734 120
39,34 230
~9,97 320
Tedy dostavame MAPE =
l(|23,98|+|—16,68|+|—29,34| +|—7,34|+|39,34|+|—9,97|J 02517,
6\ 50 | | 60 | | 60 | | 120 | |[230] | 320 |

Regresni odhad pro x = 110 dostaneme pouhym dosazenim do rovnice regresni piimky:
¥ =0,6868+1,2665-110 =140.
Pti loniské poptavee 110 kust by odhad letosni poptavky Cinil 140 kusii zbozi.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Index determinace je uveden v zahlavi ptivodni vystupni tabulky pod oznacenim R2:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (Tabulka1)
R=,97197702 R2=,94473932 Upravené R2=,93092415
F(1,4)=68,384 p<,00117 Smérod. chyba odhadu : 29,219

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(4) Uroveri p

N=6 beta B
Abs.c¢len 0,686813 20,64236/ 0,033272/ 0,975052
X 0,971977| 0,117538| 1,266484 0,15315| 8,269474/ 0,001167

V nasem piipadé ID? = 0,9447, tedy variabilita letoni poptavky je z 94,5% vysvétlena re-
gresni piimkou.

Abychom vypocetli MAPE, tak ve vysledcich Vicendsobné regrese zvolime zalozku Rezidua
/ ptedpoklady / predpovédi — Rezidudlni analyza — Ulozit — Ulozit rezidua a predpoveédi —
Vybrat v§e — OK. Ve vzniklé tabulce piidame proménnou chyby a do jejiho Dlouhého jména
napiSeme

=100*abs(v4/v2)

Pak spocteme primér této proménné a zjistime, ze MAPE = 25,17%.

Pro vypocet predikované hodnoty zvolime Rezidua/ptedpoklady/ptedpovédi Piedpoveédi za-
visle proménné X: 110 OK. Ve vystupni tabulce je hledana hodnota oznacena jako Predpo-
veéd'.

Pfedpovézené hodnoty (Tabulka1
proménné: Y
B-vaz. |Hodnota | B-vaz.

Proménna * Hodnot
X 1,266484 110,0000 139,3132
Abs. ¢len 0,6868
Predpovéd 140,0000
-95,0%LS 106,8803
+95,0%LS 173,1197

Pti loniské poptavee 110 kust je predikovana hodnota letosni poptavky 140 kust.

Pfi analyze rezidui nejprve posoudime nezavislost rezidui pomoci Durbinova — Watsonovy
statistiky: Na zalozce Rezidua/predpoklady/ptedpovédi zvolime Rezidualni analyza - Pokroci-
14 — Durbinova — Watsonova statistika.

Durbin-Watsonovo d (poptavka.sta
a sériove korelace rezidui

Durbin- Sériové
Watson.d | korelace
Odhad | 2,022847 -0,113505

Tato statistika je blizka ¢islu 2, tedy rezidua mizeme povazovat za nezavisla.

Normalitu rezidui posoudime Lilieforsovou variantou K-S testu a S-W testem:



Testy normality (Tabulka6)

N| maxD | Lilliefors W p
Proménna p
Rezidua | 6 0,277184 p<,15 0,911935 0,449251

Ani jeden z testll nezamitd hypotézu o normalité rezidui na hladiné vyznamnosti 0,05.
Graficky posoudime normalitu N-P plotem:

Normal Probability Plot of Residuals
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Vidime, ze rezidua se od idealni ptimky neodchyluji ptili§ vyrazné.

Nulovost stftedni hodnoty rezidui oveéfime jednovybérovym t-testem:

Test primérl vici referenéni konstanté (hodnoté) (Tabulka6)

Primér | Sm.odch. |[N| Sm.chyba | Referenéni t SV p
Proménna konstanta
Rezidua -0,000003 26,13469 6 10,66944 0,00 -0,000000 5 1,000000

Vidime, Ze p-hodnota je 1, tudiz na hladin¢ vyznamnosti 0,05 nezamitadme hypotézu, Ze rezi-

dua maji nulovou stfedni hodnotu.

Homoskedasticitu rezidui posoudime pomoci grafu zéavislosti rezidui na predikovanych hod-
notach veli¢iny Y: Na zalozce Rezidua/ptedpoklady/piedpovédi zvolime Rezidudlni analyza —

Bodové grafy — Predpovédi vs. Rezidua

Predpovézené hodnoty vs. rezidua

Zavisla proménna : Y
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Rezidua nevykazuji zddnou zévislost na predikovanych hodnotach.

Nakonec do dvourozmérného teckového diagramu nakreslime regresni ptimku. V menu 2D
Bodové grafy zvolime Typ prolozeni: Linearni, OK.

Bodovy graf z Y proti X
Tabulkal 2v*6c

Y =0,6868+1,2665"x
350

300

250

200

150

100

50 o

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280
X

Vzhled grafu naznacuje, ze ptimka je vhodnym modelem zavislosti leto$ni poptavky na lon-
ské poptavce.

Shrnuti

Jednoducha linearni regresni analyza slouzi k tomu, aby popsala zavislost ndhodné veli-
¢iny Y na veli¢iné X pomoci regresni funkce (tj. podminéné sttedni hodnoty E(Y|x)), ktera je

linearni v parametrech. Dillezitym tkolem regresni analyzy je nalezeni vhodného typu regres-
ni funkce a odhad jejich parametrt. V piipadé linedrnich regresnich modelt odhadujeme ne-
znamé parametry metodou nejmensich ctvercu na zakladé znalosti dvourozmérného datového
souboru n hodnot veli¢in X a Y.

Pokud se ndhodné odchylky regresniho modelu od skute¢nosti #idi normélnim rozloze-
nim s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem a pfitom jsou nezavisl¢, pak mize-
me konstruovat intervaly spolehlivosti pro regresni parametry, pomoci F-testu ovérovat vy-
znamnost modelu jako celku a pomoci dilcich t-testut ovétovat vyznamnost jednotlivych re-
gresnich parametrti.

Vhodnost zvoleného regresniho modelu posuzujeme pomoci riiznych kritérii, napf.
pomoci indexu determinace, pomoci odhadu reziduadlniho rozptylu nebo pomoci stiedni abso-
lutni procentualni chyby predikce (MAPE).

Dulezita je rovnéz analyza rezidui, v jejimz prabéhu ovétujeme nezavislost rezidui, je-
jich normalitu, nulovost stredni hodnoty a homoskedasticitu rozptylu.

Kontrolni otazky

1. Jak je definovana podminéna stiedni hodnota E(Y|x) a k ¢emu slouzi?

2. Popiste princip metody nejmensich Ctverci.

3. Jak je definovan rezidualni, regresni a celkovy soucet ¢tvercii a jaky je mezi nimi vztah?

4. Co plati pro hodnost regresni matice?

5. Jaké vlastnosti ma odhad vektoru regresnich parametrt ziskany metodou nejmensich ¢tver-
ca?

6. Jak ziskame relativni chyby odhada regresnich parametri?



7. K ¢emu slouzi celkovy F-test a dil¢i t-testy?
8. Jaka kritéria pouzivame pro hodnoceni kvality regresniho modelu?

Autokorekéni test

1. Ktery z nasledujicich pfedpokladii klasického linedrniho regresniho modelu y = Xp + € je
chybny?

a) h(X)=p+tl >n

b) var(e) = o°I

c)E(e)=0

2. Jedno z nasledujicich tvrzeni o vektoru b, ktery je ziskan metodou nejmensich Ctvercti jako
odhad vektoru regresnich parametrt B, je pravdivé. Které to je?

a)varb = csz(XX')_1

b) odhad b je vychyleny odhad vektoru f

c¢) odhad b je linearni

3. Mate k dispozici vystupni tabulku pro model regresni piimky:

b* Std.Err. b Std.Err. t(17) p-value
N=19 of b* of b
Intercept 238,4631 22,6206€ 10,5418% 0,00000C
Var1 0,96428C 0,064244 29,7785 1,9839€ 15,0095¢ 0,00000C

Pokud se hodnota nezéavisle proménné veli¢iny X zvysi o 5 jednotek, pak regresni odhad hod-
noty zavisle proménné veli¢iny Y se zvysi o:

a) 1192,3 jednotek

b) 148,9 jednotek

¢) 29,8 jednotek

4. Mate k dispozici neuplnou tabulku ANOVA pro model regresni piimky:

Sums of | df | Mean F p-value
Effect Squares Squares
Regress. | 505451,3 1) 505451,3 225,287% 0,00000C
Residual 38140,¢ 17

Total 543592,2

Odhad rozptylu je:
a) 2243,6

b) 29732,4

¢) 28610,1

5. Pi vypoctu adjustovaného indexu determinace nepottebujeme znat:
a) pocet pozorovani

b) hodnost regresni matice

¢) pocet parametrd v regresnim modelu

6. Vybérovy koeficient korelace vypocteny na zdkladé ndhodného vybéru z dvourozmérného
normalniho rozlozeni nabyl hodnoty -0,94. Pokud bychom modelovali zavislost veli€iny Y na



veli¢iné X pomoci regresni ptimky, jakou ¢ast variability hodnot veli¢iny Y by nevysvétlova-
la regresni piimka?

a) 88,36%

b) 11,64%

c) 6%

Spravné odpovédi: 1a), 2¢), 3b), 4a), 5b), 6b)
Priklady
1. U osmi nahodné vybranych firem poskytujicich odborné konzultace v oblasti jakosti vyro-

by byly v roce 2008 zjistény pocty zaméstnanci (ndhodné veli¢ina X) a ro¢ni obraty (ndhod-
na veli¢ina Y, v miliénech K¢), jak je uvedeno v tabulce:

Cislofirmy |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8
X 3 |5 |5 [8 [9 [11]12]15
Y 08[12115[1,9|1,8[2425]3,1

Ptedpokladame, Ze zavislost ro¢niho obratu na po¢tu zaméstnanci 1ze popsat regresni pfim-
kou. K dispozici jsou ¢astecné vystupy regresni analyzy ze systému STATISTICA:

Beta |[Sm.chyba B Sm.chyba
N=8 beta B
Abs.¢len 0,361207, 0,121417
X 0,984798 0,070914 0,181034 0,013036
Soucet |sv| Primér F Uroveri p
Efekt ctvercl Ctvercl

Regres. | 3,801724 1| 3,801724| 192,8571 0,000008
Rezid. |0,118276 6 0,019713
Celk. 3,920000

a) Napiste rovnici regresni ptimky vyjadiujici zavislost Y na X. Interpretujte tisek a smérnici
regresni piimky.

b) Najdéte 95% intervaly spolehlivosti pro parametry regresni pifimky a s jejich pomoci tes-
tujte na hladin€ vyznamnosti hypotézy o nevyznamnosti iseku a smérnice regresni piim-
ky.

¢) Vypoctéte index determinace a interpretujte ho.

Vysledek:

ad a) y=10,361207 + 0,181034x

Pokud firma nebude mit zaddné zaméstnance (tzn., zZe pracuji pouze majitel¢), bude ro¢ni obrat

asi 361 000 K¢.

Pokud se zvysi pocet zaméstnancii o jednoho, vzroste ro¢ni obrat asi o 181 000 K¢.

ad b)
95% interval spolehlivosti pro Bo:
d=b, —tyes(6)s, =0361207-2,4469-0,121417 = 0,064111

h=b, +1t5(6)s,, =0,361207 +2,4469-0,121417 = 0,658303
Znamena to, ze 0,06411 < By < 0,65303 s pravdépodobnosti aspon 0,95.



Protoze tento interval neobsahuje ¢islo 0, na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu o
nevyznamnosti useku regresni piimky.

95% interval spolehlivosti pro f;:

d=b, —ty4,(6)s, =0,181034-2,7764-0,013036 = 0,149137

h=b, +t,5,(6)s, =0,181034+2,7764-0,013036 = 0,212932

Znamena to, ze 0,149137 < B; < 0,212932 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

Protoze tento interval neobsahuje ¢islo 0, na hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu o
nevyznamnosti smérnice regresni piimky.

(Tento interval spolehlivosti nam vlastn¢ udava, ze pti zvyseni poctu zaméstnancti o jednoho
se prirastek ro¢niho obratu firmy bude s pravdépodobnosti asponi 0,95 pohybovat v intervalu
149 000 K¢ az 213 000 K¢.)
S_R _3,801724
S; 3,92
Znamena to, ze variabilita ro¢niho obratu je z téméf 97 % vysvétlena regresni ptimkou.

adc) ID* = =0,9698

2. V modelu regresni pifimky je index determinace roven 0,8 a rezidualni rozptyl je 100. Jaky
je rozptyl hodnot zavisle proménné veliCiny?

Vysledek:

s2° = 500

3. Ur¢ity 1€k je prepravovan v ampulkach, které jsou baleny po 1000 kusech v jednom karto-
nu. U 10 ndhodné vybranych kartont bylo zjisténo, kolikrat byl karton piekladan (veli¢ina X)
a pocet poskozenych ampulek pfi pievzeti zasilky (veli¢ina Y).

X|1 10]2 |0 [3 |I |0O]1 |2 |0
Y|16](9]17[12(22|13|8]|15]19|11

Na zaklad¢ téchto udaji, které povazujeme za realizace nahodného vybéru z dvourozmérného
normalniho rozlozeni, byly vypocteny parametry regresni piimky, ktera vystihuje zavislost
poctu poskozenych ampulek na poctu prekladani: by = 10,2, b; = 4. Smérodatné chyby odhadt
regresnich parametrd jsou: s, = 0,663325,s, =0,469042 . Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 tes-

tujte hypotézy o nevyznamnosti parametra By a ;. V obou ptipadech vypoctéte hodnotu tes-
tové statistiky, najdéte kriticky obor a napiste rozhodnuti o nulové hypotéze.
Vysledek:
Na hladin€ vyznamnosti o = 0,05 testujeme Hy: Bo = 0 proti Hy: By # 0.
Testova statistika: t, = ﬁ = L =15,3771,
S, 0,663325

kriticky obor:

W= (o0, t, o, (n—p-1)U(t,,,,(n—p-1)0)= (— 00, = g 475 (8)) Uty 005 (8).0) =
= (- 0, - 2,306) (2,306, ) .

ProtoZe se testova statistika realizuje v kritickém oboru, hypotézu o nevyznamnosti regresni-
ho parametru By (tj. posunuti regresni pifimky) zamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.
Na hladin€ vyznamnosti o = 0,05 testujeme Hy: B; = 0 proti Hy: B; #0.

Testova statistika: t, = h = L =8,528,
sy, 0,469042



kriticky obor:
W= (_ ©,=t 4/ (n —p- 1)> U<tl—a/2 (n —p- 1),00) = (_ 0, =t 975 (8)> U<‘[0,975 (8)= OO) =
= (~00,~2,306) (2,306, 0) '

ProtozZe se testova statistika realizuje v kritickém oboru, hypotézu o nevyznamnosti regresni-
ho parametru B; (tj. smérnice regresni piimky) zamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05.



