Kapitola 3.: Ulohy o jednom nahodném vybéru z normalniho roz-
loZeni

Cil kapitoly

Po prostudovani této kapitoly budete
- znat vlastnosti pivotovych statistik odvozenych z nahodného vybéru z normalniho roz-
loZeni a budete je umét pouzit pro feseni konkrétnich uloh
- umét sestrojit intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu a rozptyl normélniho rozlo-
zeni
- provadét testy hypotéz o stiedni hodnot¢ a rozptylu normalniho rozlozeni

Casova zatéz
Na prostudovani této kapitoly a splnéni tkolt s ni spojenych budete potiebovat asi 5 hodin
studia.

3.1. Motivace

Mnoho nahodnych veli€in, s nimiz se setkdvame ve vyzkumu i praxi, se fidi normalnim
rozlozenim. Za jistych pfedpokladii obsazenych v centralni limitni vété se da rozlozeni jinych
nahodnych veli¢in aproximovat normalnim rozlozenim. Proto je zapotfebi vénovat velkou
pozornost pravé ndhodnym vybériim z normalniho rozlozeni.

Normalni rozlozeni je charakterizovano dvéma parametry — stfedni hodnotou p a rozpty-
lem o°. Budeme tedy fesit ulohy, které se tykaji téchto parametrt. Jedna se pfedevsim o jed-
novyb&rovy t-test ¢i test o rozptylu. Seznamime se rovnéz se situaci, kdy mame k dispozici
jeden nahodny vybér z dvourozmérného rozlozeni a posuzujeme rozdilnost stiednich hodnot
obou ndhodnych veli¢in. K feSeni tohoto problému slouZi parovy t-test.

3.2. RozloZeni statistik odvozenych z vybérového priméru a vybérového
rozptylu

Necht Xj, ..., Xy je ndhodny vybér z rozloZzeni N(p, ?). Pak plati
a) Vybérovy prumér M a vybérovy rozptyl S? jsou stochasticky nezavisleé.
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b) M~N( o), tedy U=1"H_ N, 1).
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n
Z (Xi —n) ?
d) HE—m— ~%(n)
c
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&) T-= MS‘“~t(n-1).
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(Pivotova statistika T slouzi k feSeni tloh o p, kdyz o’ nezname.)

3.2.1. Priklad

Na vyrobni lince jsou automaticky baleny bali¢ky ryze o deklarované hmotnosti 1000 g.
Pisobenim nahodnych vlivii hmotnost balicku kolisa. Lze ji povazovat za ndhodnou veli¢inu,
ktera se fidi normalnim rozlozenim se stiedni hodnotou 996 g a smérodatnou odchylkou 18 g.
Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodn¢ vybrany balicek ryze neprojde vystupni kontrolou, jest-
lize je povolena tolerance +30 g od deklarované hmotnosti 1000 g?

Reseni:
Pouzijeme pivotovou statistiku U z bodu (b).

X ~N(996, 18%), U = X-9% _ N(0,1)

P(X & (970,1030))=1- P(970 < X <1030) =1— P(M U< Mj _

18 18
=1-D(1,89) + d(-1,44) = 2 — 0,971 0,925 = 0,104

ReSeni pomoci systému STATISTICA:

Vyuzijeme toho, ze STATISTICA pomoci funkce INormal(x;mu;sigma) umi vypocitat hod-
notu distribuéni funkce normalniho rozlozeni se sttedni hodnotou mu a smérodatnou odchyl-
kou sigma. Tedy

P(X (970,1030)) =1 P(970 < X <1030) =1 [d(1030) - d(970)] = 1 - d(1030) + d(970),
kde @ je distribu¢ni funkce rozlozeni N(996,182).

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom ptipadu. Dvakrat klikneme na na-
zev proménné Prom1. Do Dlouhého jména této proménné napiSeme

= 1- INormal(1030;996;18) + INormal(970;996;18).

V proménné Prom1 se objevi hodnota 0,10376.
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3.3. Intervaly spolehlivosti pro parametry p, 6°

V kapitole 1 jsme se seznamili s pojmem intervalu spolehlivosti pro parametrickou
funkci h(9). Nyni se budeme zabyvat specialnimi ptipady, kdy za parametrickou funkci h(3)
povazujeme stfedni hodnotu p nebo rozptyl 6° normalniho rozloZeni. V piikladu 1.3.5. jsme si
ukézali zplsob, jak zkonstruovat interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu p, kdyZz rozptyl 6’
zname. Odvozeni intervalu spolehlivosti pro dali tii situace (tj. pro p, kdy? o® nezname, pro
o’ kdyZ p nezndme a konecné pro o’ kdyZ p zname) provadét nebudeme, uvedeme jen pie-
hled vzorct pro meze 100(1-a)% empirickych intervalii spolehlivosti pro tyto parametry .

3.3.1. Pirehled vzorcu
a) Interval spolehlivosti pro y, kdyz o’ zndme

(vyuZiti pivotové statistiky U = % ~N(0, 1))
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Jn

Pravostranny: (-co, h) = (-0, m +

(¢ u )
7 Yl-02
Jn

(¢}

\/ﬁ Ul-a)

b) Interval spolehlivosti pro p, kdyZ 6° nezname



(vyuziti pivotové statistiky T = M S_ B t(n-1))
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¢) Interval spolehlivosti pro o’ kdyz p nezname

2
(vyuziti pivotové statistiky K = % ~2%(n-1))

2 2
Oboustranny: (d, h) = ( (n—1s (n-1)s J

lefcx/Z(n _1) , XZU.IZ (n —1)

12
Levostranny: (d, «) = gn—l)s '
X l-a (n _1)
\e2
Pravostranny: (-oo, h) = [_ 0, (zn—l)sJ
X o (n _1)

d) Interval spolehlivosti pro o7, kdyZ p zname
n

> (X —p)’?

(vyuZiti pivotové statistiky =———— ~y*(n))
(¢)

n n
D —w? D —w)?
Oboustranny: (d, h) = i=1 =l
LCrar2(n) " xar2(n)

3 (%~ )2

i=1

Levostranny: (d, ©) = | =————,0
% 1-a (N)
. 2
Z(Xi -1
Pravostranny: (-0, h) = | — oo, l:12—
2 a(n)

3.3.2. Priklad
10 krat nezavisle na sob¢ byla zmétena jistd konstanta p. Vysledky méteni byly: 2 1,8
2,1 24 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2. Tyto vysledky povazujeme za ¢iselné realizace ndhodného



vybéru Xy, ..., X10 Z rozlozeni N(p, 6%), kde parametry p, 6 nezname. Najdéte 95% empiricky
interval spolehlivosti pro p, a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

C) pravostranny.

Reseni:

Vypocteme realizaci vybérového priméru: m = 2,06, vybérového rozptylu: s?=0,0404 a Vy-
bérové smérodatné odchylky: s = 0,2011. Riziko a je 0,05. Jde o situaci popsanou v bod¢ (b),
kde vyuzivame pivotovou statistiku T, ktera se fidi Studentovym rozlozenim t(9). V tabulkach
najdeme kvantil tp 975(9) = 2,2622 pro oboustranny interval spolehlivosti a kvantil tgg5(9) =
1,8331 pro jednostranné intervaly spolehlivosti.

S 0,2011

ada)d=m- — ty4p(n-1) =2,06 - —2,2622=1,92
) \/ﬁ 1 /2( ) \/E
0,2011

h=m+ —— tyys(n-1) = 2,06 + 2,2622 = 2,20
n

Jn V10

1,92 < <2,20 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

adb)d=m- - t,,(n-1) = 2,06 - 22211 8331 =104
Jn

J10

1,94 < s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

adc)h=m+ - t,,(n-1) =206+ 222118331 =218
V10

Jn

u < 2,18 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

Reseni pomoci systému STATISTICA:
Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné (nazveme ji Méfeni) a 10 ptipadech. Do této
proménné zapiSeme vysledky méfeni.

ad a) Meze 100(1-a))% empirického oboustranného intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu
pfi neznamém rozptylu vypocteme takto: Statistika — Zakladni statistiky/tabulky — Popisné
statistiky — OK, Proménné — Méteni — OK. Na zalozce Detaily vybereme Meze spolehl. pram.
a ponechame implicitn€ nastavenou hodnotu 95%. Po kliknuti na Souhrn dostaneme tabulku

Popisné statistiky (Tabulke
Int. spolehl. |Int. spolehl.
Proménné| -95,000% | +95,000%
Méfeni 1,91613¢ 2,20386¢

Po zaokrouhleni na dvé desetinnd mista dostaneme vysledek 1,92 < p <2,20
s pravdépodobnosti aspon 0,95.

ad b), c) U volby Meze spolehl. prim. zménime hodnotu na 90%. Dostaneme tabulku

Popisné statistiky (Tabulke
Int. spolehl. |Int. spolehl.
Proménné| -90,000% | +90,000%
Méfeni 1,94342: 2,17657¢




Odtud ziskdme dolni mez 95% empirického levostranného intervalu spolehlivosti pro stfedni
hodnotu: 1,94 <p s pravdépodobnosti aspont 0,95 a horni mez 95% empirického pravostran-
ného intervalu spolehlivosti pro sttedni hodnotu: p < 2,18 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

3.4. Testovani hypotéz o parametrech |, °

a) Necht Xy, ..., Xy je ndhodny vybér N(u, 6°), kde 6 zname. Necht' n > 2 a ¢ je konstanta.
Test Ho: u=c proti Hi: p # ¢ se nazyva z-test.

b) Necht Xj, ..., X, je ndhodny vybér N(y, 02), kde 6% nezname. Necht n>2ac je konstan-
ta. Test Ho: p = c proti Hy: p # ¢ se nazyvé jednovybérovy t-test.

€) Necht Xj, ..., Xp je ndhodny vybér N(u, 62), kde p nezname. Necht n > 2 a ¢ je konstanta.
Test Hop: 6°=¢ proti Hi: o’ £cse nazyva test o rozptylu.

3.4.1. Provedeni testii o parametrech p, 6° pomoci kritického oboru

V kapitole 1 byly uvedeny tfi zptsoby testovani hypotéz — pomoci kritického oboru,
pomoci intervalu spolehlivosti a pomoci p-hodnoty. V tomto odstavci si ukaZzeme, jak testovat
hypotézy o sttedni hodnoté p a rozptylu o pomoci kritického oboru.
a) Provedeni z-testu
Testujeme Ho: = c proti Hy: p = ¢ (resp. Hy: p <cresp. Hy: pu>c).

. . , .. m-cC
Vypocteme realizaci testove statistiky: t, = .
c

Jn

Stanovime kriticky obor:

pro oboustranny test: W = (— 00, — ul_m) v <ul_a,2 , OO),
pro levostranny test: W = (— 00, — UH> ,

pro pravostranny test: W = <UH , oo).

Ho zamitdme na hladin€ vyznamnosti o, kdyz t, e W.

b) Provedeni jednovybérového t-testu
Testujeme Ho: = ¢ proti Hy: u # ¢ (resp. Hy: p <cresp. Hi: p>c).

. , s m-cC
Realizace testového kritéria: t, = —

Jn
Kriticky obor pro oboustranny test: W =(—oo,~t, _,(n —1))u(t, (N -1),),
pro levostranny test: W = (— o,—t, (n —1)>
pro pravostranny test: W = <tl—a (n —1), oo)

Ho zamitdme na hladin€ vyznamnosti o, kdyz t, e W.

c) Provedeni testu o rozptylu
Testujeme Ho: 62 = ¢ proti Hy: 6% = ¢ (resp. Hi: 6°< c resp. Hy: o
(n—1)’
—
Kriticky obor pro oboustranny test: W = <0, xarz(n —1)> ) <X21—oc/2 (n—1),00),

2> 0).

Realizace testového kritéria t; =

pro levostranny test: W = <O, o (n —1)> ,



pro pravostranny test: W = <X21—a (n —1), oo)

Ho zamitdme na hladin€ vyznamnosti a, kdyz t, e W.

Pted provedenim kteréhokoli z uvedenych testii je zapottebi ovérit normalitu dat pomoci
diagnostickych grafii a testll normality popsanych v kapitole 2. Zjistime-li u jednovybérového
t-testu, ze rozsah souboru je maly (n < 30) a poruseni normality je vyraznéjsi, doporucuje se
prejit k neparametrickému jednovybérovému Wilcoxonovu testu (viz kapitola 7). Pro vybéry
vétsSich rozsaht neni mirné poruseni normality na prekazku pouziti uvedenych testu.

3.4.2. Priklad

Podle udaji na obalu ¢okolady by jeji ¢istd hmotnost mela byt 125g. Vyrobce dostal
nekolik stiznosti od kupujicich, ve kterych tvrdili, Ze hmotnost ¢okolad je nizsi nez deklaro-
vanych 125g. Z tohoto diivodu odd€leni kontroly ndhodné vybralo 50 ¢okolad a zjistilo, ze
jejich primérnd hmotnost je 122 g a smérodatna odchylka 8,6 g. Za ptedpokladu, ze hmotnost
cokolad se fidi normalnim rozlozenim, miizeme na hladiné vyznamnosti 0,01 povazovat stiz-
nosti kupujicich za opravnéné?

ReSeni:
X1, ..., Xso je nahodny vybér z N(, o). Testujeme hypotézu Ho: p = 125 proti levostranné
alternativé Hy: p < 125. Protoze nezname rozptyl o’ pouZzijeme jednovybérovy t-test.
m-c 122-125
= =—2,4667 .
8,6

Jno B0

Kriticky obor: W = (o0, — t, 4,(49)) =(~ o0, — 2,4667)

Realizace testového kritéria t, =

Jelikoz t, € W, zamitdme nulovou hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,01. Stiznosti kupuji-
cich tedy lze povazovat za opravnéné (s rizikem omylu nejvyse 1%)..

Reseni pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdili: r, %, priméry — OK — vybereme
Rozdil mezi dvéma priméry (normalni rozd€leni) — zaskrtneme Vybérovy prumér vs. Stiedni
hodnota a zvolime Jednostr. — do poli¢ka Prl napiseme 122, do policka SmOd1 napiseme 8,6,
do poli¢ka N1 napiSeme 50, do policka Pr2 napiSeme 125 - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu
0,0086, tedy zamitdme nulovou hypotézu na hladin€¢ vyznamnosti 0,01

3.5. Nahodny vybér z dvourozmérného rozloZeni

X X
Necht’ (Yl} e ,( nJ je nahodny vybér z dvourozmérného rozlozeni s vektorem stied-
1 n

U,
Z3 = X1-Y1, ..., Zn = Xp-Yy. Predpokladame, Ze tento rozdilovy ndhodny vybér pochdzi

nich hodnot (ul J , pficemZ n > 2. Ozna¢ime p = pa- Yz a zavedeme rozdilovy ndhodny vybér

n n
Z normalniho rozlozeni. Vypo¢teme M = iZ:Zi ,S% = lZ:(Zi - M)2 :
Nz N



3.5.1. Interval spolehlivosti pro parametr p
Pro vypocet mezi 100(1-0)% empirického intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p
pouzijeme vzorec uvedeny v 3.3.1. (b).

3.5.2. Parovy t-test

Testujeme Ho: pg - 2 =0 (tj. u=0) proti Hy: p1 - u2 #0 (j p #0). Pfechodem
k rozdilovému nahodnému vybéru prevedeme parovy t-test na jednovybérovy t-test, jehoz
provedeni je popsano v 3.4.1. (b).

Pted provedenim parového t-testu je zapotiebi testovat hypotézu o normalité rozdila
dvourozmérnych dat. Je-li rozsah vybéru maly (n < 30) a poruSeni normality je vyraznéjsi, je
zapotiebi misto parového testu pouzit neparametricky parovy Wilcoxoniv test (viz kapitola
7). Pro vybéry vétsich rozsahi, které vykazuji jen mirné poruseni normality, miizeme pouzit
parovy t-test.

3.5.3. Priklad

Na 10 automobilech stejného typu se testovaly dva druhy benzinu lisici se oktanovym
¢islem. U kazdého automobilu se pii primérné rychlosti 90 km/h méfil dojezd (tj. draha, kte-
rou ujede na dané mnozstvi benzinu) pti pouziti kazdého z obou druhil benzinu. Vysledky:

Cisloauta |1 2 3 4 5 6 7 8 |9 |10
benzin A 17,5 [20,0 (18,9 (17,9 [16,4 [189 [17,2 |175|18,5|18,2
benzin B 17,8 |20,8 [19,5 (18,3 [16,6 [19,5 [175 [17,9]19,1|18,6

Za predpokladu, Ze dojezd se fidi normalnim rozlozenim, testujte na hladiné vyznamnosti
0,05 hypotézu, ze rozdil stitednich hodnot dojezdu pti dvou druzich benzinu se nelisi.

Reseni:

Ptejdeme k rozdilovému ndhodnému vybéru. Oznacime p = p; - po. Testujeme hypotézu
Ho: n =0 proti H;: pu # 0 na hladin€ vyznamnosti 0,05. Vypocteme m = -0,46, s = 0,1838 a
realizaci testového kritéria ty = -7,9148. Stanovime kriticky obor
W =(-o0,— to075(9)) U (g g75(9),00) = (~ 00, 2,2622) L (2,2622,0). Protoze t, € W, zami-

tame nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti 0,05. S rizikem omylu nejvyse 5% jsme tedy
prokézali, Ze rozdil sttednich hodnot dojezdu pii dvou druzich benzinu se lisi.

Reseni pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor se tfemi proménnymi benzin A, benzin B a rozdil a 0 deseti
ptipadech. Do proménnych benzin A, benzin B zapiSeme zjisténé hodnoty, do proménné roz-
dil ulozime rozdil hodnot benzin A — benzin B. Ovétime normalitu proménné rozdil: Statisti-
ka — Zakladni statistiky/tabulky — Tabulky ¢etnosti — OK, Proménné rozdil — OK. Na zalozce
zvolime Normalita a zaskrtneme Lilieforstv test a Shapiro — Wilksiv W test — Testy normali-

ty.

Testy normality (Dva_druhy_benzinu.sta)
N | max D | Lilliefors W p

Proménna p
rozdil: =vl-v2 |10 0,22796: p <,1E 0,93023' 0,45025.

Ani jeden z té&chto testl nezamita na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu o normalité.



Nyni provedeme parovy t-test: Statistika — Zakladni statistiky/tabulky — t-test, zavislé vzorky
— OK, Proménné — 1. seznam proménnych benzin A, 2. seznam proménnych benzin B — OK —
t-testy, vypocty. Dostaneme tabulku

t-test pro zavidé vzorky (Dva_druhy benzinu.sta)

Oznac. rozdily jsou vyznamné na hlad. p <,05000

Primér | Sm.odch.| N | Rozdil |Sm.odch. t sV p Int. spolehl.| Int. spolehl.
Proménné rozdilu -95,000% | +95,000%
benzin A | 18,1000! 1,02848:
benzin B | 18,5600 1,20756/10 -0,46000! 0,18378" -7,9148: 9/0,00002. -0,59147. -0,32852

Vidime, ze testova statistika se realizovala hodnotou -7,91484, pocet stupit volnosti =9, od-
povidajici p-hodnota = 0,000024 < 0,05, tedy nulovou hypotézu zamitdme na hladin¢ vy-
znamnosti 0,05.

3.6. Nahodny vybér z alternativniho rozlozeni

Predpokladame, Ze provadime n-krat nezavisle na sobé¢ tyz nahodny pokus a sledujeme
vyskyt n¢jakého jevu, jehoz pravdépodobnost nastoupeni v libovolném z téchto n pokusi je
rovna nezndmému parametru 9 . Zavedeme nahodné veli¢iny X,,..., X, , pficemz X, =1,
kdyz v i-tém pokusu nastal sledovany jeva X; =0 jinak, i =1,...,n. Tyto ndhodné veli¢iny
tvofi ndhodny vybér z rozlozeni A(S). Pomoci tohoto ndhodného vybéru mizeme konstruo-
vat interval spolehlivosti pro neznamy parametr 3 nebo testovat hypotézu o tomto parametru.

N , o 1< : o
Ptitom jako bodovy odhad parametru 3 slouZzi vybérovy primér M = — Z X, , tj. relativni
i=1
Cetnost vyskytu sledovaného jevu.

3.6.1. Asymptoticky interval spolehlivosti pro parametr 9

Necht' X,,..., X, je ndhodny vybér z rozloZeni A(S) a necht’ je splnéna podminka
M-3
9(1-9)
n
k ndhodné veli¢ing se standardizovanym normalnim rozlozenim. (Rikame, ze U ma asympto-

ticky rozlozeni N(O,l) a piSeme U ~ N(O,l) )

n9(l—-9)>9 (viz Zvara, str. 65). Pak statistika U = konverguje v distribuci

Oboustranny 100(1-a)% asymptoticky empiricky interval spolehlivosti pro parametr 3 ma
meze:

/mil—mi fmil—mi
(d’ h): (m - Tulﬂ/z’m + Tulam]

3.6.2. Priklad

Nahodné bylo vybrano 100 osob a zjisténo, ze 34 z nich by v pristich parlamentnich
volbach volilo stranu X. Najdéte 95% asymptoticky interval spolehlivosti pro pravdépodob-
nost, Ze nahodné vybrana osoba z populace bude volit stranu X.



ReSeni:

Zavedeme nahodné veli¢iny X ,..., X, q,, pfiCemz X; =1, kdyZ i-ta osoba voli stranu X a
X, =0 jinak, i =1,...,100. Tyto nahodné veli¢iny tvoii ndhodny vybér z rozlozeni A(S).
Zname: Rozsah vybéru n =100, vybérovy primér (tj. relativni ¢etnost osob volicich stranu

X) m= % riziko o= 0,05, kvantil u, ,,, =Ug4;,5 =196.

Ovéteni podminky n8(1— 8) >Q: parametr § nezndme, musime ho nahradit vybérovym
pramérem. Pak 100-0,34-0,66 = 22,44 > 9.
Dosadime do vzorce z odstavce 3.6.1. a dostaneme:

d=034— 2302039 95 02472 n=0,34+ |23L-0391 964308,
100 100

S pravdépodobnosti ptiblizné 0,95 tedy mizeme ocekavat, ze v populaci je 24,7% az 43,3%
osob, které¢ by volily stranu X.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

a) Pfesny zptsob

Otevieme novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 0 jednom piipadu.
Prvni proménnou nazveme d a do jejiho Dlouhého jména napiSeme
=0,34-sqrt(0,34*0,66/100)*VNormal(0,975;0;1)

Druhou proménnou nazveme h a do jejiho Dlouhého jména napiSeme
=0,34+sqrt(0,34*0,66/100)*VNormal(0,975;0;1)

Dostaneme vysledek:

1 2
d h
1] 0,24715 0,43284

Vidime, Ze s pravdépodobnosti aspon 0,95 se pravdépodobnost volby strany X bude pohybo-
vat v mezich od 0,2471 do 0,4328.

b) Priblizny zpiisob, pouZitelny pro dostate¢né velky rozsah vybéru

Do nového datového souboru o jedné proménné X a 100 piipadech ulozime 34 jednicek (in-
dikuji volbu strany X) a 66 nul.

Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK — De-
tailni vysledky — zaSkrtneme Meze spolehl. prim. — ponechame implicitni hodnotu pro Inter-
val 95,00 — Vypocet.

Dostaneme tabulku:

N platnych | Primér |Int. spolehl. |Int. spolehl.
Proménna -95,000% 95,000
X 10C 0,34000:! 0,24553; 0,43446:

Dospéli jsme k vysledku, ze s pravdépodobnosti asponi 0,95 se pravdépodobnost volby strany
X bude pohybovat v mezich 0,2455 az 0,4345.

Vidime, Ze rozdil mezi pfesnym a pfibliznym vysledkem je v tomto ptipad¢ vskutku zanedba-
telny. Takto dobré shody je dosaZeno diky tomu, Ze ndhodny vybér ma dostatecné velky roz-
sah, n = 100.



3.6.3. Testovani hypotézy o parametru 9
Necht’ X,,..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni A(S) a necht’ je splnéna podminka
n9(1—9)>9. Na asymptotické hladiné vyznamnosti a testujeme hypotézu H, : 9 = ¢ proti
alternativé H, : 3 #c.
m-cC
c(l—c)
n

Realizace testového kritéria: t, =

Kriticky obor pro oboustranny test: W = (— 00, — uH,2> ) <uH,2 ,00),
pro levostranny test: W = (— 0, — U, ),
pro pravostranny test: W = <u1_a , oo).

Ho zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz t, e W.

3.6.4. Priklad

Pravdépodobnost vyrobeni zmetku pfi vyrob¢ ur€ité soucastky ¢ini 3 = 0,01. Bylo na-
hodn¢ vybrano 1000 vyrobku a zjistilo se, Ze mezi nimi je 16 zmetkt. Na asymptotické hladi-
n¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze odchylka relativni ¢etnosti zmetkt od udané prav-
dépodobnosti je pouze ndhodna.
ReSeni:
Zavedeme nahodné veliCiny X,,..., X q.0, pfiemz X; =1, kdyz i-ty vyrobek byl zmetek a
X, =0 jinak, i=1,...,1000. Tyto ndhodné veli¢iny tvoti ndhodny vybér z rozlozeni A(9).
Testujeme hypotézu H, : 9 = 0,01 proti alternativé H, : 3= 0,01.

16

Zname: Rozsah vybéru n =1000, vybérovy prumér (tj. relativni cetnost zmetkil) m = 1000

riziko o = 0,05, kvantil u,_,,, =Ug 4,5 =1,96.
Ovéteni podminky n9(1—9)>9: 1000-0,01-0,99=9,9 > 9.

Realizace testového kritéria: t, = m-¢ _ 0016-001

=1,907
\/c-(l—c) \/o,o1~o,99

n 1000
Kriticky obor: W = (— 00, = Up g75) U {Up g7, %) = (~00,~196) U (1,96, 0). Protoze 1,907 & W,
Ho nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA (pouze priblizny):

STATISTICA ma implementovany zplsob, jak testovat vyznamnost rozdilu mezi dvéma po-
méry. Pro spravnou funkénost néasledujiciho postupu je nutné zadat tabulku o jedné proménné
a jednom pripadu. V nasi situaci je jednim pomérem relativni ¢etnost zmetkd (tj. 0,016) a
druhym pomérem je deklarovana pravdépodobnost vyrobeni zmetku (tj. 0,01). Rozsah prvni-
ho vybéru je 1000, rozsah druhého vybéru je ovSem nekonecné velky. Nekonecno samoziej-
me nelze do systému zadat, proto pouzijeme nejveétsi hodnotu, kterou STATISTICA umozni,
coz je 32767.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdilt: r, %, pruméry — OK — vybereme
Rozdil mezi dvéma poméry — do policka P 1 napiSeme 0,016, do policka N1 napiSeme 1000,
do policka P 2 napiSeme 0,01, do policka N2 napiSeme 32767 - Vypocet. Dostaneme p-
hodnotu 0,0626, tedy nezamitame nulovou hypotézu na asymptotické hladiné vyznamnosti
0,05.



[B= Testy rozdilik: r, %, priméry: Tabulka3 2= 1l

™| Foslattizknout wisledky kasd, vipoétu dojokna protokoly Starmo |

— Bozdil mezi dvéma korelacnimi koeficienty

r: IWE N‘I:|1EI—E " Jednost. Wipocet
r: IWE NE:I'IEI—E P 1.0000 % Ohoustr.
— Fozdil mezi dvéma primémy [normalni rozdéleni]
Pri: |n,—Estd1:|1, E NT10 E b 1,0000 Vipodet |
Pz [0 [Esmodz[1.[F n2fio " Jednastr

. . . 0
[ wib&rown primér we. stfedni hodnota 9 Lozl

— Rozdil mezi dvéma poméry

P1: [o1600 [ nnfioon [ | C Jednost
Pz [oooo [ nz[27er [H POEZE o ot

Shrnuti

V praxi se Casto setkdvame s nadhodnym vybérem z normalniho rozlozeni. Toto rozloze-
ni je charakterizovano stiedni hodnotou p a rozptylem o°. Pi feSeni Gloh o t&chto dvou para-
metrech pouzivame Ctyfi pivotové statistiky, které jsou odvozeny z vybérového priméru M a
vybérového rozptylu S2. Jsou zavedeny ve 3.2. Pro vypocet mezi 100(1-a)% empirickych
intervali spolehlivosti pro p &i pro o slouzi vzorce uvedené ve 3.3.1. Meze lze poitat té2
pomoci systému STATISTICA, jak je uvedeno v piikladu 3.3.2.

Testovani hypotéz o stfedni hodnoté¢ a rozptylu je popsano ve 3.4. v¢etné zpusobu, jak
pfi téchto testech vyuZzit systém STATISTICA. Jedna se o jednovybérovy z-test, jednovybero-
vy t-test a test o rozptylu. V situaci, kdy mame k dispozici jeden nahodny vybér z dvouroz-
mérného rozlozeni a posuzujeme rozdilnost stiednich hodnot obou ndhodnych veli¢in, pouzi-
jeme parovy t-test popsany ve 3.5.

Pti ovéfovani predpokladu normality se opirame o diagnostické grafy ¢i o testy normali-
ty dat popsané ve 2. kapitole.

Sledujeme-li vyskyt néjakého jevu (uspéchu) v n opakovanych nezavislysch pokusech,
zajima nas Casto intervalovy odhad pravdépodobnosti uspéchu nebo testujeme tvrzeni o prav-
dépodobnosti uspéchu. V takové situaci pouzijeme metody zaloZené na ndhodném vybéru
Z alternativniho rozloZeni a vyuzijeme asymptotické normality relativni cetnosti.

Kontrolni otazky

1. Jaké pivotové statistiky odvozené z vyberového priméru M a vyberového rozptylu S? pou-
zivame pfti feSeni tloh o stfedni hodnoté p a rozptylu o normalniho rozloZeni?

2. Jak vypadaji meze 100(1-a)% empirického intervalu spolehlivosti pro nezndmou stiedni
hodnotu p, kdyZ rozptyl o® neni znam?

3. Jaké testy o parametrech normalniho rozlozeni znéate?

4.V jaké situaci a za jakych podminek pouzijete jednovybérovy t-test?

5.V jaké situaci a za jakych podminek pouZijete parovy t-test?

6. Jaka podminka musi byt splnéna pfi intervalovém odhadu pravdépodobnosti vyskytu néja-
kého jevu?



Autokorekéni test

1. Mame-li sestrojit interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu norméalniho rozlozeni a nezna-
me rozptyl, pouzijeme pivotovou statistiku, ktera se fidi

a) standardizovanym normalnim rozlozenim,

b) Pearsonovym chi-kvadrat rozlozenim,

¢) Studentovym rozlozenim.

2. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?
a) 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro neznamou smérodatnou odchylku normal-
niho rozlozeni pti neznamé stiedni hodnoté¢ ma meze

n n

D= DX — )

i=1 i=1

22a2() N y2ar2(n)

b) 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro neznamou stéedni hodnotu normalniho roz-
loZeni pfi znamém rozptylu ma meze

o o
m "I Ui g/, M~+ ﬁul—a/Z -

c) 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro neznamy rozptyl normalniho rozloZeni pfti
znamé stfedni hodnoté¢ ma meze

[ (n—1)s? (n—1)s? J
lefoc/Z(n—l),Xzalz(n—l) '

3. Jednovybérovy t-test slouZzi k testovani hypotézy

a) o stfedni hodnot€ normalniho rozlozeni pfi neznamém rozptylu,

b) o smérodatné odchylce normélniho rozloZeni pfi nezndmé sttedni hodnoté,
¢) o stfedni hodnoté normalniho rozlozeni pfi znamém rozptylu.

4. Necht’ je dan ndhodny vybér rozsahu n z rozlozeni N(j,6%), kde rozptyl 6® zname. Jak mu-
sime zménit rozsah nahodného vybéru, chceme-li, aby sitka 100(1-a)% empirického interval
spolehlivosti pro neznamou stiedni hodnotu p klesla na polovinu?

a) Rozsah zvétsime 2 x.

b) Rozsah zvétSime 4 x.

c¢) Rozsah zmenSime na polovinu.

5. Necht je dan nahodny vybér rozsahu n z rozlozeni N(u,0%), kde parametry p,6% nezname.
Déle je dana realna konstanta c. Testujeme nulovou hypotézu Hy: 6° = ¢ proti levostranné
alternativé Hy: 6° < c. Kriticky obor pro tento test méa tvar

a) W= (0, 2 (n —l))

b) W = (0, 7% (n—1))

c)W= (}(zl—a (n-1) oo)

6. Chceme-li testovat hypotézu, ze pravdépodobnost padnuti lice se nelisi od 0,5, pouzijeme

pivotovou statistiku, kterd se asymptoticky fidi normalnim rozlozenim
a) N(0,5; 1)



b) N(0;5 0,5%)
c) N(0; 1)

Spravné odpovédi: 1c) 2b) 3a) 4b) 5b) 6¢)
Priklady

1. Lze ptedpokladat, ze hmotnost pomerancti dodavanych do obchodni sité se fidi normalnim
rozlozenim se stiedni hodnotou 170 g a smérodatnou odchylkou 12 g. Jaka je pravdépodob-
nost, ze celkovd hmotnost deviti ndhodné vybranych pomeranct balenych do sitky piekroci
1,5 kg?

Vysledek: Hledana pravdépodobnost je 0,797.

2. Pocet bodt v testu inteligence je ndhodna veli¢ina, ktera se fidi rozlozenim N(100,225).
Jaka je pravdépodobnost, Ze primér v ndhodné vybrané skupiné 20 osob bude vétsi nez 105
bodt?

Vysledek: Hledana pravdépodobnost je 0,06811.

3. Pti provadeéni urcitého pokusu bylo zapotiebi udrzovat v laboratofi konstantni teplotu
26,5°C. Teplota byla v jednom pracovnim tydnu 46x namatkov¢ kontrolovana v riznych den-
nich a no¢nich hodinach. Z vysledkli méfeni byly vypocteny realizace vybérového priméru a
vybérové smérodatné odchylky: m =26,33°C, s = 0,748°C. Za ptedpokladu, ze vysledky mé-
feni teploty se fidi rozloZenim N(],L,Gz), vypoctéte 95% empiricky interval spolehlivosti

a) pro stiedni hodnotu p

b) pro smérodatnou odchylku o.

Vysledek:

ad a) Dosazenim do vzorce 3.3.1. (b) dostaneme 26,11°C < pn <26,55°C s pravdépodobnosti
aspon 0,95.

ad b) Dosazenim do vzorce 3.3.1. (d), kde meze odmocnime, dostaneme 0,62°C < ¢ < 0,94°C
S pravdépodobnosti asponi 0,95.

4. U 25 ndhodné vybranych dvoulitrovych lahvi s nealkoholickym napojem byl zjiStén pfesny
objem napoje. Vyb&rovy priamér ¢inil m = 1,99 1 a vybérova smérodatna odchylka s = 0,1 L.
Predpokladejme, Ze objem napoje v lahvi je ndhodna veli¢ina s normalnim rozloZenim.

a) Na hladiné vyznamnosti 0,05 ovéite tvrzeni vyrobce, Ze zdkaznik neni znevyhodnén.

b) Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 ovéite tvrzeni vyrobce, Ze smérodatna odchylka je 0,08 1.
Vysledek:

ad a) Testujeme hypotézu Hop: p = 2 proti levostranné alternativé Hi: p <2 pomoci jednovybé-
rového t-testu (viz 3.4.1. (b)). Jelikoz hodnota testového kritéria -0,5 nelezi v kritickém oboru

(— 0; —1,7109> , nezamitame nulovou hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,05.

ad b) Testujeme hypotézu Hy: o = 0,08 proti oboustranné alternativé Hi: 6 # 0,08 pomoci
testu o rozptylu (viz 3.4.1. (¢)). JelikoZ hodnota testového kritéria 37,5 nelezi v kritickém obo-
ru (0;12,4> U(39,4;00), nejsme opravnéni na hlading vyznamnosti 0,05 zamitnout tvrzeni vy-

robce.

5. Bylo vybrano $est novych vozi téze znacky a po urcité dob¢ bylo zjisténo, o kolik mm se
sjely jejich levé a pravé predni pneumatiky. Vysledky: (1,8; 1,5), (1,0; 1,1), (2,2; 2,0), (0,9;
1,1), (1,5; 1,4), (1,6; 1,4). Za ptedpokladu, ze rozdil uvedenych dvojice tvoti nahodny vybér



z normalniho rozlozeni, testujte na hladiné vyznamnosti 0,05 hypotézu, ze ob¢é pneumatiky se

------

Vysledek:

Vzhled N-P plotu neni v rozporu s ptedpokladem o normalnim rozloZeni rozdilového vybéru.
Testujeme nulovou hypotézu Hy: u = 0 proti oboustranné alternativé Hy: pu # 0 pomoci paro-
vého t-testu. Hodnota testového kritéria = 1,0512, pocet stupiiti volnosti = 5. Protoze odpovi-
dajici p-hodnota = 0,3411 je vétsi nez hladina vyznamnosti 0,05, nelze na hladin¢ vyznamnos-
ti 0,05 zamitnout nulovou hypotézu. Ke stejnému rozhodnuti dospé&jeme, pokud stanovime
kriticky obor: W = (— oo;—2,57l)u (2,571; oo). Testové kritérium se nerealizuje v kritickém
oboru, tedy nelze na hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitnout nulovou hypotézu.

6. Uméle pfipraveny vzorek mineralu obsahoval 10% kiemene a byl 12 krat proméien. Vy-
sledky méfeni byly: 8,7 10,2 10,07 9,75 9,65 10,37 10,14 10,5 9,48 11,22 9,49 9,86.
Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze obsah kiemene byl stanoven spravng.
Vysledek:

K-S test ani S-W test nezamitaji na hladin¢ vyznamnosti 0,05 normalitu dat. Testujeme nulo-
vou hypotézu Ho: i = 10 proti oboustranné alternativé Hy: p # 10. Uloha vede na jednovybé-
rovy t-test. Realizace testového kritéria = -0,262, pocet stupnil volnosti = 9. Protoze odpovi-
dajici p-hodnota = 0,7981 je vétsi neZ hladina vyznamnosti 0,05, nelze na hladiné vyznamnos-
ti 0,05 zamitnout nulovou hypotézu.

7. Ve 100 hodech kostkou padla 17 krat Sestka.
a) Najdéte 95 % asymptoticky interval spolehlivosti pro pravdépodobnost padnuti Sestky.
b) Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze pravdépodobnost padnuti

1
Sestky je — .
Y] 5

Vysledek: ad a) 0,096 < 3 < 0,244 s pravdépodobnosti priblizné 0,95.
ad b) Na asymptotické hlading vyznamnosti 0,05 nulovou hypotézu nezamitame.



