Zikladni pojmy matematické statistiky

Matematicka statistika je véda, ktera analyzuje a interpretuje data piredevsim za tcelem ziskani predpovédi a zlepSeni
rozhodovani v riznych oborech lidské ¢innosti. Pfitom se fidi principem statistické indukce, tj. na zakladé znalosti o
nahodném vybéru z urcit€ého rozloZeni pravdépodobnosti se snazi u€init zavéry o vlastnostech tohoto rozloZeni.
Ustfednim pojmem matematické statistiky je tedy pojem nahodného vybéru.

Definice nahodného vybéru:

a) Necht Xy, ..., X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, které maji viechny stejné rozlozeni L( 9 ). Rekneme, Ze
X, o0 X J€ 9). (Ciselné realizace Xy, ..., X, ndhodného vybéru Xy, ..., X,
usporadané do sloupcového vektoru odpovidaji datovému souboru zavedenému v popisné statistice.)

b) Necht (X1,Y1), ..., (Xn,Y,) jsou stochasticky nezavislé dvourozmérné nahodné vektory, které maji v§echny stejné
dvourozmérné rozlozeni L,(9). Rekneme, Ze (X1,Y1), ..., (Xn, Yn) je

9). (Ciselné realizace (x1,Y1), ..., (Xn,Yn) Ndhodného vybéru (X,Y4), ..., (Xn,Ys)
usporadané do matice typu 2xn odpovidaji dvourozmérnému datovému souboru zavedenému v popisné statistice.)

c) Analogicky Ize definovat p-rozmérny 9).

Definice statistiky:
Libovolna funkce T = T(Xj, ..., X;) ndhodného vybéru Xy, ..., X, (resp. T = T(Xy, Y4, ..., X,,Y ) ndhodného vybéru (X3,Y)),
.y (Xn,Yn)) se nazyva (vyberova)



Definice duleZitych statistik:
a) Necht' Xy, ..., X, je ndhodny vybér, n > 2.

Onaémelezn:Xi ZzinX M) ... ,S=4s .
nig n-13
Pro libovolné, ale pevné dané redlné Cislo x je statistikou téz hodnota F,.(X) = %card {i;X; <x}
b) Necht je dano r > 2 stochasticky nezavislych nahodnych vybért o rozsazich n; >2, ..., n, > 2.
Celkovy rozsah je n= Zr:n .
=
Oznacme My, ..., M; Vj}”béI'OVé praméry a Si%, ..., S vyb&rové rozptyly jednotlivych vybéri. Necht ¢y, ..., ¢ jsou redlné

konstanty, aspon jedna nenulova.
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¢) Necht' (X1,Y1), ..., (Xn, Y1) je néhodn}'l vybér z dvourozmérného rozlozeni 0 rozsahu n.

Ozna¢me M, :%Zn“xi , M, = ZY vybérové priméry, S =—Z (X, —M,) :—Z (Y, - M, )’ vybé&rové rozptyly.
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Upozornéni: Ciselné realizace statistik M, S%'S, Sy, Ryy odpovidaji ¢iselnym charakteristikdim m, $2,'S, Syo, Iy zavedenym
V popisné statistice, ale u rozptylu, smérodatné odchylky, kovariance a koeficientu korelace je multiplikativni konstanta

il’ nikoliv l, jak tomu bylo v popisné statistice. Jak uvidime pozd¢ji, uvedené Ciselné realizace mohou byt povazovany
n— n

za odhady ciselnych realizaci ndhodnych veli¢in zavedenych v poc¢tu pravdépodobnosti.
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Piiklad (vypocet realizaci vybérového priméru, vybérového rozptylu a hodnot vybérové distribucni funkce):

Desetkrat nezavisle na sob¢ byla zméfena jista konstanta p. Vysledky méfeni byly: 2 1,8 2,1 2,4 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2.
Tyto vysledky povazujeme za Ciselné realizace ndhodného vybéru Xy, ..., Xj0. Vypoctéte realizaci m vybérového prioméru
M, realizaci s* vyb&rového rozptylu S?, realizaci s vyb&rové smérodatné odchylky S a hodnoty vybérové distribuéni funkce
ElO(X)'

ReSeni:

n

m =%i2l:xi =%(2+1,8+...+2,2)=2,06,32 =

n-143
s=+/s? =/0,0404 =0,2011
Pro usnadnéni vypoctu hodnot vybérové distribu¢ni funkce F1p(x) usporddame méteni podle velikosti: 1,8 1,8 1,9 2 2 2,1
2,1 22 2,3 2,4

(x, —m)’ =ﬁ(ixi2 - nmzj = %(22 +18% +...4+2,2% ~10-2,06? )= 0,0404
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Bodové a intervalové odhady parametri a parametrickych funkci

Vychazime z nahodného vybéru Xy, ..., X, Z rozloZeni L( 9 ), které zavisi na parametru 9. MnozZinu vSech pfipustnych hod-
not tohoto parametru ozna¢ime =. Tato mnoZina se nazyva .
Napt. je-li X1, ..., X, nahodny vybér z rozlozeni N(,6%), pak 9= (u,csz) a v tomto piipad¢ parametricky prostor = =

(— o0, oo)x <O, oo)_

Parametr 3 nezname a chceme ho odhadnout pomoci daného ndhodného vybéru (ptfipadné chceme odhadnout né¢jakou

h(8)).

parametrické funkce h( 9) je statistika T,, = T(Xq, ..., X;), ktera nabyva hodnot blizkych h(8), at’ je hod-
nota parametru 9 jakakoliv. Existuji rizné metody, jak konstruovat bodové odhady (napt. metoda momentti ¢i metoda ma-
ximalni vérohodnosti, ale témi se zde zabyvat nebudeme) a také rizné typy bodovych odhadii. Omezime se na odhady ne-
stranné, asymptoticky nestranné a konzistentni.

parametrické funkce h(9) rozumime interval (D, H), jehoZ meze jsou statistiky
D =D(Xy, ..., Xy), H=H(Xy, ..., X;) a ktery s dostate¢né velkou pravdépodobnosti pokryva h($9), at’ je hodnota parametru 9
jakakoliv.



Typy bodovych odhadu

Necht’ Xy, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L(9), h(9) je parametricka funkce, T, Ty, T, ... jsou statistiky.

a) Rekneme, Ze statistika T je parametrické funkce h(9), jestlize
v3e=Z: E(T) =h(9).
(Vyznam nestrannosti spociva v tom, ze odhad T nesmi parametrickou funkci h(8) systematicky nadhodnocovat ani
podhodnocovat. Neni-li tato podminka splnéna, jde o vychyleny odhad.)

b) Jsou-li Ty, T, nestranné odhady téze parametrické funkce h( 9 ), pak fekneme, ze T; je nez T, jestlize
V3eZE: D(Tl) < D(TZ)
c) Posloupnost {T, }” se nazyva parametrické funkce h(9), jestlize

V9 e Z: limE(T,) = h(9).

(Vyznam asymptotické nestrannosti spo¢iva v tom, Ze s rostoucim rozsahem vybéru klesa vychyleni odhadu.)
d) Posloupnost {T, }” se nazyva parametrické funkce h(9), jestlize

v9e=ve>0: lim P(T, —h(9) > &)=0.
n—00

(Vyznam konzistence spoc¢iva v tom, Ze s rostoucim rozsahem vybéru klesa pravdépodobnost, Ze odhad se bude
realizovat ,,daleko* od parametrické funkce h(9).)

Lze dokazat, Ze z nestrannosti odhadu vyplyva jeho asymptotickd nestrannost a z asymptotické nestrannosti vyplyva
konzistence, pokud posloupnost rozptyli odhadu konverguje k nule.



Vlastnosti dulezitych statistik

a) P¥ipad jednoho nahodného vybéru: Necht' Xy, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni se sttedni hodnotou p, rozptylem o° a
distribuéni funkci @(x). Necht’ n > 2. Oznaéme M, vybérovy pramér, S,> vybérovy rozptyl a pro libovolné, ale pevné dané
X € R oznagme F,(x) hodnotu vyb&rové distribu¢ni funkce. Pak pro libovolné hodnoty parametrti p , 6°a libovolné, ale
pevné dané redlné Cislo x plati:

E(Mn) =,
2
D(Mn) = GT!
E(S:2) = 6%,
4
D(S,%) = YFA — Gn ((nn—_lg)))’ kde v4 je 4. centralni moment,

E(Fn(x)) = ©(x),
(X )1 - D(x
o(F, (1))~ 2S00
Znamena to, e M, je nestrannym odhadem p, S,” je nestrannym odhadem 67, pro libovolné, ale pevné dané x R je vybg-
rova distribu¢ni funkce F,(X) nestrannym odhadem ®(x).

Posloupnost {M, |, je posloupnost konzistentnich odhadi p,

{Snz }::1 je posloupnost konzistentnich odhada o2,
pro libovolné, ale pevné dané x R je {F,(x)}~, posloupnost konzistentnich odhadi ®(x).



b) Pipad r > 2 stochasticky nezavislych ndhodnych vybéra: Necht” X,,,..., X, , ..., X,5,..., X e r stochasticky nezavislych

nahodnych vybéri o rozsazich n; > 2, ..., n; > 2 z rozlozZeni se stiednimi hodnotami p, ..., |, a rozptylem o°. Celkovy rozsah
2

je n=>n;. Necht cy, ..., C; jsou realné konstanty, aspoii jedna nenulova. Pak pro libovolné hodnoty parametrdi p, ..., a6
=L
plati:
E(ZCJMJ]: Ciki
j=L j=L
E(S+9) = 6%

r
Znamena to, Ze linearni kombinace vybérovych priméri > ¢;M; je nestrannym odhadem linearni kombinace stfednich hod-
j=1
r

Z(”j _1)512

r
not ZC i1 a vazeny pramér vybérovych rozptylti S,.2 =2 je nestrannym odhadem rozptylu o°.
=1 n-—-r

c) Piipad jednoho nahodného vybéru z dvourozmérného rozlozeni: Necht’ (X1,Y4), ..., (X,,Yy) je ndhodny vybér

z dvourozmérného rozlozeni s kovarianci 61, a koeficientem korelace p. Pak pro libovolné hodnoty parametrii oy, a p plati:
E(Slz) = 012,

E(Ry2) = p (shoda je vyhovujici pron > 30).

Znamena to, ze vybérova kovariance Si, je nestrannym odhadem kovariance 61,, avSak vybérovy koeficient korelace Ry, je
vychylenym odhadem koeficientu korelace p.



Pojem intervalu spolehlivosti

Necht’ Xy, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L(9),
h(9) je parametricka funkce,

Qe (0,1),

D =D(Xy, ..., Xp), H=H(Xqy, ..., X;) jsou statistiky.

a) Interval (D, H) se nazyva pro parametrickou funkci h(s),
jestlize:vee=:P(D <h(s)<H)>1-a.

b) Interval (D, ) se nazyva pro parametrickou funkci h(9),
jestlize:vse=:P(D <h(s)) > 1-a.

c) Interval (-0, H) se nazyva pro parametrickou funkci h(s),

jestlize:vse=:P(h(8) <H) > 1-a.
Cislo a se nazyva (zpravidla o = 0,05, mén¢ Casto 0,1 ¢10,01), ¢islo 1 — a se nazyva



Postup pri konstrukei intervalu spolehlivosti

a) Vyjdeme ze statistiky V, ktera je nestrannym bodovym odhadem parametrické funkce h($).

b) Najdeme tzv. pivotovou statistiku W, ktera vznikne transformaci statistiky V, je monotonni funkci h( 9 ) a pfitom jeji roz-
lozeni je znamé a na h( 9 ) nezavisi. Pomoci znamého rozlozeni pivotové statistiky W najdeme kvantily w,,,

W1_q, takZe plati: V9 eZ: P(Wyr <W <Wpgn)>1 -0

c) Nerovnost w,, < W < w4, pfevedeme ekvivalentnimi upravami na nerovnost D < h(8) < H.

d) Statistiky D, H nahradime jejich ¢iselnymi realizacemi d, h a ziskame tak 100(1-0)% empiricky interval spolehlivosti, o
némzZ prohlasime, ze pokryva h(9) s pravdépodobnosti aspont 1 — a. (Tvrzeni, ze (d,h) pokryva h(8) s pravdépodobnosti
aspon 1 — a je tfeba chapat takto: jestlize mnohonasobné nezavisle ziskame realizace Xy, ..., X, nahodného vybéru X, ...,
Xn Z rozlozeni L(9) a pomoci kazdé této realizace sestrojime 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro h( 9 ), pak
podil poctu téch intervalt, které pokryvaji h(9) k poc¢tu vSech sestrojenych intervalti bude piiblizné 1 — a.)

[lustrace: Jestlize 100x nezavisle na sob& uskute¢nime ndhodny vyber z rozlozeni se stiedni hodnotou p a pokazdé sestroji-

me 95% empiricky interval spolehlivosti pro p, pak priblizné v 95-ti ptipadech bude lezet parametr p v intervalech spolehli-

vosti a asi v 5-ti piipadech interval spolehlivosti i nepokryje.

Volba oboustranného, levostranného, nebo pravostranného intervalu zavisi na konkrétni situaci. Napt. oboustranny interval
spolehlivosti pouzije konstruktér, kterého zajima dolni i horni hranice pro skute¢nou délku p néjaké soucastky. Levostranny
interval spolehlivosti pouzije vykup¢i drahych kovi, ktery pottebuje znat dolni mez pro skuteény obsah zlata u v kupova-
ném slitku. Pravostranny interval spolehlivosti pouzije chemik, ktery potiebuje znat horni mez pro obsah necistot p v analy-
zovaném vzorku.



Piiklad: Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni N(p,0°), kde n > 2 a rozptyl o zname. Sestrojte 100(1-0)% interval
spolehlivosti pro neznamou stfedni hodnotu .

Reseni: V tomto piipadé parametricka funkce h(9) = j. Nestrannym odhadem stiedni hodnoty je vyb&rovy pramér M =
Ez X, . Protoze M je linearni kombinaci normalné rozlozenych ndhodnych veli¢in, bude mit také normalni rozlozeni se
N

2
sttedni hodnotou E(M) = p a rozptylem D(M) = % . Pivotovou statistikou W bude standardizovana nahodna veli¢ina

M-p _

U= N(0,1).

=

Kvantil Wy, = Ugn = -Us-g2, Wi-g2 = Uz-gp.

V9eZE:1—a<P(-Upgr <U<Upgn) = Pl —u_,,, < —F<u_,, |= P(M — U, <p<M +iu1a,2].
(&)

Jn Jn

Jn

Meze 100(1-0))% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p pfi znamém rozptylu o tedy jsou:
D= M—iul_a,z, H=M+2

\/ﬁ \/ﬁul—GLIZ'

Pfi konstrukci jednostrannych intervalti spolehlivosti se riziko neptli, tedy 100(1-a)% levostranny interval spolehlivosti pro
uje (M —%Ulwa a pravostranny je (— 0, M + %ulaj .

Dosadime-1i do vzorct pro dolni a horni mez ¢iselnou realizaci m vybérového priméru M, dostaneme 100(1-a)% empiricky
interval spolehlivosti. Postup si ukdZzeme na nasledujicim numerickém piikladu.



Priklad: 10 krat nezavisle na sob¢ byla zméiena jistd konstanta p. Vysledky méteni byly: 2 1,8 2,1 2,4 1,9 2,1 2 1,8 2,3
2,2. Tyto vysledky povazujeme za &iselné realizace nahodného vybéru Xy, ..., Xy Z rozlozeni N(u, 6°), kde pu nezname a 6° =
0,04. Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti pro p, a to a) oboustranny, b) levostranny, c¢) pravostranny.

Reseni:

Vypocteme realizaci vybeérového priméru: m = 2,06. Riziko a je 0,05. V tabulkach najdeme kvantil ugg75 = 1,96 pro
oboustranny interval spolehlivosti a kvantil ug g5 = 1,64 pro jednostranné intervaly spolehlivosti.

0,2

ada)d=m- —= Up,»=2,06- —=1,96 =1,94
) \/ﬁ 1-a/2 \/E
h=m+ % u,, =206+ 22196=218
1,94 <u < 2,18 s pravdépodobnosti aspon 0,95.
adb)d=m- % Uy = 2,06 - %1,64 =1,96
n
1,96 < u s pravdépodobnosti aspon 0,95.
0,2
adc)h=m+ 2 u,,=2,06+ —<1,64=2,16
) e T

u<2,16 s pravdépodobnosti aspon 0,95.



Siika intervalu spolehlivosti

Necht’ (d, h) je 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro h(8) zkonstruovany pomoci ¢iselnych realizaci x;, ..., X, na-
hodného vybéru Xy, ..., X, z rozlozeni L( 9).

a) Pfi konstantnim riziku klesa $itka h-d s rostoucim rozsahem nahodného vybéru.

b) Pii konstantnim rozsahu nahodného vybéru klesa sitka h-d s rostoucim rizikem.
[lustrace
ad a) Grafické znazornéni zavislosti dolnich a hornich meze 95% empirickych intervald spolehlivosti pro stfedni hodnotu
normdlniho rozloZeni pfi znamém rozptylu na rozsahu nahodného vybéru:

Sitka intervalu spolehlivosti klesa se zvétSujicim se rozsahem nahodného vybéru, zprvu rychle a pak stéle pomaleji.
ad b) Grafické znazornéni zavislosti dolnich a hornich mezi 100(1-a:)% empirickych intervald spolehlivosti pro stiedni hod-
notu normalniho rozlozeni pfi zndmém rozptylu a konstantnim rozsahu vybéru na riziku:

Prom1

Vidime, ze Sitka intervalu spolehlivosti s rostoucim rizikem klesa.



Priklad: (stanoveni minimalniho rozsahu vybéru z normalniho rozlozeni)
Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér z N(, 6°), kde 6° zname. Jaky musi byt minimalni rozsah vybéru n, aby $itka 100(1-0)%
empirického intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu p nepiesahla cislo A?

- . . c c 2c : ; .
Reseni: Pozadujeme, abyA>h-d=m+—u, ,,-(M-—=u,,,,) =—U, ,,. Z této podminky dostaneme, zZe
Jn Jn Jn
2 2
40 Uy o2 o : o -~ o ,
= > . Za rozsah vybéru zvolime nejmensi ptirozené ¢islo vyhovujici této podmince.
A

Priklad: Hloubka mote se méfi pfistrojem, jehoZ systematickéd chyba je nulova a ndhodné chyby méteni maji normalni roz-

loZeni se smérodatnou odchylkou ¢ = 1 m. Kolik méfeni je nutno provést, aby se hloubka stanovila s chybou nejvyse

+ 0,25 m pfi spolehlivosti 0,95?

ReSeni: Hledame rozsah vybéru tak, aby Sitka 95% intervalu spolehlivosti pro sttedni hodnotu p neptesahla 0,5 m. Pfitom o

46%Uy ;)" 41967
N 0,57

zname. Z piedeslého piikladu vyplyva, ze N2 = 61,4656 . Nejmensi pocet méfeni je tedy 62.



Uvod do testovani hypotéz

Motivace: Castym tikolem statistika je na zakladé dat ovéfit predpoklady o parametrech nebo typu rozloZeni, z néhoz
pochazi ndhodny vybér. Takovému predpokladu se fika nulova hypotéza. Nulova hypotéza vyjadiuje néjaky teoreticky
predpoklad, Casto skeptického radzu a uzivatel ji musi stanovit pfedem, bez ptihlédnuti k datovému souboru. Proti nulové
hypotéze stavime alternativni hypotézu, ktera fika, co plati, kdyZ neplati nulova hypotéza. Alternativni hypotéza je
formulovana tak, aby mohla platit jenom jedna z téchto dvou hypotéz. Pravdivost alternativni hypotézy by znamenala
objeveni néjakych novych skute¢nosti, nebo zasadnéjsi zmeénu v dosavadnich predstavach.

Napt. vyzkumnik by chtél na zakladé dat proveéfit tezi (novy objev), ze pasivni kouteni $kodi zdravi. Jako nulovou hypotézu
tedy poloZi tvrzeni, Ze pasivni kouteni neSkodi zdravi a proti nulové hypotéze postavi alternativni, Ze pasivni kouteni Skodi
zdravi.

Testovanim hypotéz se mysli rozhodovaci postup, ktery je zaloZen na daném ndhodném vybéru a s jehoZ pomoci
rozhodneme o zamitnuti ¢i nezamitnuti nulové hypotézy.

Nulova a alternativni hypotéza

Necht’ Xy, ..., X;, je ndhodny vybér z rozlozeni L( 9 ), kde parametr 3 € = nezname. Necht’ h(9) je parametricka funkce a ¢
dana realné konstanta.

a) Oboustranna alternativa: Tvrzeni Hq: h(9) = ¢ se nazyva . Proti nulové hypotéze postavime
H:: h(9) = c.

b) Levostranna alternativa: Tvrzeni Hq: h(8) > ¢ se nazyva . Proti jednoduché nebo

slozené pravostranné nulové hypotéze postavime H:: h(9) <c.

c) Pravostranna alternativa: Tvrzeni Ho: h(8) <c se nazyva . Proti jednoduché nebo

slozené levostranné nulové hypotéze postavime H;: h(8) >c.

rozumime rozhodovaci postup zaloZeny na ndhodném vybéru Xy, ..., X,, S jehoZ pomoci zamitneme
¢1 nezamitneme platnost nulové hypotézy.



Chyba 1. a 2. druhu

Pii testovani Hy proti H; se mizeme dopustit jedné ze dvou chyb:

skuteCnosti plati a
tabulka:

spociva v tom, Ze Hy zamitneme, a€ ve
spoc¢iva v tom, ze Ho nezamitneme, a¢ ve skuteCnosti neplati. Situaci ptehledné znazoriuje

skuteCnost

rozhodnuti

Ho nezamitame

Hy zamitame

H, plati

spravné rozhodnuti

chyba 1. druhu

Ho neplati

chyba 2. druhu

spravné rozhodnuti

Pravdépodobnost chyby 1. druhu se znaci o a nazyva se

&i 0,01). Pravdépodobnost chyby 2. druhu se znaéi p. Cislo 1-P se nazyva
Ho zamitnuta za pfedpokladu, Ze neplati. Obvykle se snazime, aby sila testu byla aspon 0,8. Ob€ hodnoty, o i 1-f, zavisi na
velikosti efektu, ktery se snazime detekovat. Cim drobnéjsi efekt, tim musi byt vétsi rozsah nahodného vybéru.

(vétSinou byva a = 0,05, mén¢ casto 0,1
a vyjadiuje pravdépodobnost, ze bude

skute¢nost

rozhodnuti

zdravy

nemocny

jsem zdravy

zdravy a neléceny

zdravy a léCeny

jsem nemocny

nemocny a neléceny

nemocny a léeny




Testovani pomoci kritického oboru

Najdeme statistiku To = To(Xy, ..., X,), kterou nazveme . Mnozina vSech hodnot, jichz mize testové
Kritérium nabyt, se rozpada na (znaci se V) a (znaci se W
a nazyva se téz ). Tyto dva obory jsou oddéleny kritickymi hodnotami (pro danou hladinu vyznamnosti a je lze

najit ve statistickych tabulkach).

Jestlize Ciselna realizace ty testového kritéria Ty padne do kritického oboru W, pak nulovou hypotézu zamitame na hladiné
vyznamnosti o a znamena to skuteéné vyvraceni testované hypotézy. Jestlize t, padne do oboru nezamitnuti V, pak jde o
pouhé mlceni, které platnost nulové hypotézy jenom piipousti.

Pravdépodobnosti chyb 1. a 2. druhu nyni zapiSeme takto:

P(To € W/Hq plati) = a, P(To €V /H; plati) = p.

Stanoveni kritického oboru pro danou hladinu vyznamnosti a:

Oznacme tyn (resp. tmax) nejmensi (resp. nejvetsi) hodnotu testového kritéria.

Kriticky obor v pfipad€ oboustranné alternativy ma tvar

W = (tmins Koo (M) UK g2 (T, tnax) Kde Kya(T) @ Kyo2(T) jsou kvantily rozloZeni, jimz se ¥idi testové kritérium Ty, je-li

nulova hypotéza pravdiva.

Kriticky obor v ptipadé levostranné alternativy ma tvar:
W = (t0, K, (T)).

Kriticky obor v ptipadé pravostranné alternativy ma tvar:
W = (K, (T), ).



Testovani pomoci intervalu spolehlivosti

Sestrojime 100(1-0)% empiricky interval spolehlivosti pro parametrickou funkci h($8). Pokryje-li tento interval hodnotu c,
pak Hp nezamitdme na hladiné vyznamnosti a, v opacném piipadé Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti a.
Pro test Hy proti oboustranné alternativé sestrojime oboustranny interval spolehlivosti.

Pro test Hy proti levostranné alternativé sestrojime pravostranny interval spolehlivosti.

Pro test Hy proti pravostranné alternativé sestrojime levostranny interval spolehlivosti.

"~



Testovani pomoci p-hodnoty

udava nejnizsi moznou hladinu vyznamnosti pro zamitnuti nulové hypotézy. Je to riziko, Ze bude zamitnuta Hy za
ptedpokladu, ze plati (riziko planého poplachu). Jestlize p-hodnota < a, pak Hy zamitadme na hladiné vyznamnosti a, je-li p-
hodnota > a, pak Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti a.
Zpusob vypoctu p-hodnoty:
Pro oboustrannou alternativu p = 2 min{P(Ty < tg), P(To > to) }.
Pro levostrannou alternativu p = P(To < tp).
Pro pravostrannou alternativu p = P(Ty > to).

[lustrace vyznamu p-hodnoty pro test nulové hypotézy proti oboustranné, levostranné a pravostranné alternative:

p-hodnota p-hodnota
A 1 p-hodnota
| |
I - | T ‘i e _ — ".

-, o t t

(Zvonovita kiivka reprezentuje hustotu rozloZeni, kterym se fidi testové kritérium, je-li nulova hypotéza pravdiva.)

p-hodnota vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou Ciselné realizace Xy, ..., X, nahodného vybéru Xy, ..., X, podporuji Hy, je-li
pravdiva. Statistické programové systémy poskytuji ve svych vystupech p-hodnotu. Jeji vypocet vyzaduje znalost distribucni
funkce rozlozeni, kterym se idi testové kritérium Ty, je-li Hy pravdiva.



Doporuceny postup pri testovani hypotéz

1. Stanovime nulovou hypotézu a alternativni hypotézu. Pfitom je vhodné zvolit jako alternativni hypotézu ten piedpoklad,
jehoz ptijeti znamena zdvazné opatieni a mélo by k nému dojit jen s malym rizikem omylu.

2. Zvolime hladinu vyznamnosti a. Zpravidla volime a = 0,05, mén¢ ¢asto 0,1 nebo 0,01.

3. Najdeme vhodné testové kritérium a na zakladé zjisténych dat vypocitame jeho realizaci.

4,

a) Testujeme-li pomoci kritického oboru, pak ho stanovime. Jestlize realizace testového kritéria padla do kritického oboru,
nulovou hypotézu zamitadme na hladiné vyznamnosti a a pfijimame alternativni hypotézu. V opacném piipad¢ nulovou
hypotézu nezamitame na hladiné vyznamnosti a.

b) Testujeme-li pomoci intervalu spolehlivosti, vypocteme empiricky 100(1-a)% interval spolehlivosti pro parametrickou
funkci h(9). Pokud ¢islo ¢ padne do tohoto intervalu, nulovou hypotézu nezamitame na hladin€ vyznamnosti a.. V opa¢ném
pfipad¢ nulovou hypotézu zamitame na hladiné vyznamnosti a a pfijimame alternativni hypotézu.

c) Testujeme-li pomoci p-hodnoty, vypocteme ji a porovname ji s hladinou vyznamnosti a. Jestlize p < a, pak nulovou
hypotézu zamitame na hladin¢ vyznamnosti a a piijimame alternativni hypotézu. Je-li p > a, pak nulovou hypotézu
nezamitame na hladin€¢ vyznamnosti a.

5. Na zéklad€ rozhodnuti, které jsme ucinili o nulové hypotéze, provedeme né&jaké konkrétni opatieni, napft. setidime
obrabéci stroj.

(Pti testovani hypotéz musime mit k dispozici odpovidajici nastroje, nejlépe vhodny statisticky software. Nemame-li ho
k dispozici, musime znat pfislusné vzorce. Dale potiebujeme statistické tabulky a kalkulacku.)



Priklad: 10 x nezavisle na sob¢ byla zmétena jista konstanta p. Vysledky méieni byly: 2 1,8 2,1 24 1,9 2,1 2 1,8 2.3
2,2. Tyto vysledky povazujeme za ¢iselné realizace ndhodného vybéru Xy, ..., Xy Z rozlozeni N(u, 0,04). Néjaka teorie tvrdi,
ze p=1,95.

1. Oboustranna alternativa
Proti nulové hypotéze Ho: p = 1,95 postavime oboustrannou alternativu
Hi: = 1,95. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte Ho proti Hy vSemi tfemi popsanymi zptsoby.
Reseni:
= %(2+...+2,2)= 2,06, 6= 0,04, n =10, o= 0,05, ¢ = 1,95
a) Test provedeme pomoci kritického oboru.

Pro tilohy o stfedni hodnot¢ normalniho rozlozeni pii znamém rozptylu pouzivame pivotovou statistiku U = % ~N(0, 1).

Jn
Testové kritérium tedy bude
To= MG_ ® a bude mit rozlozeni N(0, 1), pokud je nulova hypotéza pravdiva. Vypocitame realizaci testoveho kritéria: ty =
Jn
% =1,74. Stanovime kriticky obor:
/o

W = (tmin’KQIZ(T)>U<K1—a/2(T)’tmax) = (—oo,ua/2>u<ulia/2,oo) = (_Oo’_ul—a/2>u<ul—a/2’oo) = (—oo,—u0_975>u<u0’975,oo) =
(~0,-1,96) (1,96, 0).
Protoze 1,74 ¢ W, Hy nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05.



b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1-0))% empirického intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p pii znamém rozptylu o jsou:

d,h) = (M- - Uy, M+ - upy).

(d, h) =( 7= Ui N 1-0/2)

V nasem pfipadé dostavame:

d= 206-—u =2,06 - 1,96 = 1,936,
Jio \/1_
0,2

h=2,06+ Uo,975 = 2,06 + 1,96 = 2,184.
\/E 0,975 — \/1—

Protoze 1,95 (1,936; 2,184), Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.



c) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

ProtoZze proti nulové hypotéze stavime oboustrannou alternativu, pouzijeme vzorec
p=2min{P(To <to), P(To>1to)} =2 min {P(T, < 1,74), P(Ty > 1,74)} =

=2 min { ®(1,74), 1 — ®(1,74) } =2 min { 0,95907, 1 —0,95907 } = 0,08186.
Jelikoz 0,08186 > 0,05, nulovou hypotézu nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.

[lustrace vyznamu p-hodnoty pro oboustranny test
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2. Levostranna alternativa
Proti nulové hypotéze Hy: p = 1,95 postavime levostrannou alternativu
Hi: u < 1,95. Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte Hy proti H; vSemi tfemi popsanymi zpusoby.

Reseni:

a) Test provedeme pomoci kritického oboru.

Na rozdil od oboustranné alternativy bude mit kriticky obor tvar
W = (—o0,u,) =(~0,Ug g5) = (—0,-1,645).

Protoze 1,74 ¢ W, Hy nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1-a)% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu p p¥i znamém rozptylu o* jsou:

-OO,h = _oo’m—|— i Uiq)-
0,2 0,2
V naSem piipadé€ dostavame: h = 2,06 + —/= Upg5 = 2,06 + —=.1,645 = 2,164.
PP Jio o 10

Protoze 1,95 (-o0; 2,164), Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.



c) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

Protoze proti nulové hypotéze stavime levostrannou alternativu, pouzijeme vzorec

p =P(Ty<ty) = ®(1,74) = 0,95907.

Jelikoz 0,95907 > 0,05, nulovou hypotézu nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

llustrace vyznamu p-hodnoty pro levostranny test
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3. Pravostranna alternativa
Proti nulové hypotéze Hy: u = 1,95 postavime pravostrannou alternativu
Hi: u>1,95. Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte Hy proti H; vSemi tfemi popsanymi zpusoby.

Reseni:

a) Test provedeme pomoci kritického oboru.

Na rozdil od oboustranné alternativy bude mit kriticky obor tvar
W = (u,,,00) = (U g5,) = (1,645,00).

Protoze 1,74 € W, Hy zamitame na hladin¢€ vyznamnosti 0,05 ve prospéch pravostranné alternativy.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1-a)% empirického levostranného intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu p p¥i znamém rozptylu o* jsou:

(d, ©) = (m - o Us-g, ).
n

=
V/ nasem piipadé dostavéme: d = 2,06 - % Uogs = 2,06 - % 1,645 = 1,956.

Protoze 1,95 ¢ (1,956, «), Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05 ve prospéch pravostranné alternativy.



¢) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

ProtoZe proti nulové hypotéze stavime pravostrannou alternativu, pouzijeme vzorec

p=P(To>1ty) =1-®(1,74) =1 -0,95907 = 0,04093.

Jelikoz 0,04093 < 0,05, nulovou hypotézu zamitame na hladiné vyznamnosti 0,05 ve prospéch pravostranné alternativy.

llustrace vyznamu p-hodnoty pro pravostranny test
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Zakladni typy usporadani pokust

Metody matematické statistiky €asto slouzi k vyhodnocovani vysledkli pokusti. Aby mohl byt pokus spravné vyhodnocen,
musi byt dobte naplanovan. Uvedeme zde nejjednodussi typy uspotadani pokust
Ptedpokladejme napiiklad, Ze sledujeme hmotnostni ptirtistky selat t€éhoz plemene pii riznych vykrmnych dietach.

a) Néhodna veli¢ina X je pozorovana za tychZ podminek. Situace je charakterizovana jednim
ndhodnym vybérem Xj, ..., X.

Néhodné vylosujeme n selat t¢hoz plemene, podrobime je jediné vykrmné dieté a zjistime u kazdého selete hmotnostni
prirtstek. Tim dostaneme realizaci jednoho nahodného vybéru.



b) Néhodna velic¢ina X je pozorovana za dvojich riznych podminek. Existuji dvé odliSna uspotadani
tohoto pokusu.

situace je charakterizovana dvéma nezavislymi nahodnymi vybéry Xi,,..., X, a
Xopr.o X,

Néahodné vylosujeme n; a n; selat t¢hoz plemene, ndhodné je rozdélime na dva soubory o n; a n, jedincich, prvni podrobime
vykrmné dieté ¢. 1 a druhy vykrmné dieté Cislo 2. Tak dostaneme realizace dvou nezéavislych ndhodnych vybéra.

situace je charakterizovana jednim nahodnym vybérem (X1 1 KXo )’ SELE (X n1r X2 )
Z dvourozmérného rozlozeni. Pfejdeme k rozdilovému ndhodnému vybéru Z; = Xj; — Xjp, 1 =1, ..., n a tim dostaneme
jednoduché pozorovani.
Nahodn¢ vylosujeme n vrhi stejné starych selat t€hoz plemene, z kazdého odebereme dva sourozence a nahodn¢ jim
ptifadime prvni a druhou vykrmnou dietu. Tak dostaneme realizaci jednoho dvourozmérného ndhodného vybéru, kde prvni
slozka odpovida prvni dieté a druha slozka druhé dieté.
(Parové porovnavani je efektivnéjsi, protoze skutecny rozdil v u€innosti obou diet je ptekryvan pouze nahodnymi vlivy pii
samotném krmeni a trvani, kdezto vliv riiznych dédi¢nych vloh, ktery byl losovanim znérodnén, je u sourozeneckého paru
selat Castecné vyloucen.)



C) Néhodna velic¢ina X je pozorovéana za r > 3 riiznych podminek. Existuji dvé odlisna
uspofadani tohoto pokusu.
situace je charakterizovana r nezavislymi ndhodnymi vybéry Xiy,..., Xy, az X,p,..., X, .

Nahodné vylosujeme ny , Ny, ..., N, selat t€hoz plemene, nahodné je rozd€lime na r souborii o ny, Ny, ..., n; jedincich, prvni
podrobime vykrmné dieté €. 1, druhy vykrmné dieté ¢islo 2 atd. az r-ty podrobime vykrmné dieté ¢islo r. Tak dostaneme
realizace r nezavislych nahodnych vybéru.

situace je charakterizovana jednim ndhodnym vybérem (Xll, cea Xy, ), .. .,(an, e an) Zr-
rozmérného rozlozZeni.
Nahodné vylosujeme n vrhil stejné€ starych selat t¢hoz plemene, z kazdého odebereme r sourozenctli a nahodné jim ptitadime
prvni az r-tou vykrmnou dietu. Tak dostaneme realizaci jednoho r-rozmérného ndhodného vybéru, kde prvni slozka
odpovida prvni dieté , druha slozka druhé dieté atd. az r-ta slozka odpovida r-té dieté.



Diagnostické grafy

Diagnostické grafy slouzi k tomu, aby nam pomohly orientacné posoudit povahu dat a urCit smér dalsi statistické analyzy.
Pti zpracovani dat se Casto pfedpoklada splnéni urcitych podminek.
V piipad¢€ jednoho ndhodného vybéru je to predevSim normalita (posuzujeme ji pomoci , , ) a
nepiitomnost vybocujicich hodnot (odhali je ).
U dvou ¢1 vice nezévislych ndhodnych vybéra sledujeme kromé normality téZ shodu sttednich hodnot nebo shodu rozptylt -
homoskedasticitu (porovnavame vzhled krabicovych diagrami).
V piipad¢€ jednoho dvourozmérného nahodného vybéru casto posuzujeme dvourozmérnou normalitu dat (pouZzijeme

s proloZenou 100(1-a)% elipsou konstantni hustoty pravdépodobnosti).

Krabicovy diagram
Umoznuje posoudit symetrii a variabilitu datového souboru a existenci odlehlych ¢i extrémnich hodnot. Zptisob konstrukce
je ziejmy z obrazku:

—— odlehla hodnota

—T —— horni vnitfni hradba nebo max. hodnota
— horni kvartil
— median
L — dolni kvartil
—— dolni vnitini hradba nebo min. hodnota
w —— extrémni hodnota

lezi mezi vnéj$imi a vnitinimi hradbami, tj. v intervalu
(Xo,75* 1,50, Xo,75+ 3q) €i v intervalu (Xo 25 - 30, X025~ 1,50).
leZi za vné&j§imi hradbami, tj. v intervalu (Xq 75+ 3q, o) ¢i v intervalu (-oo, X 25 - 3Q).



Priklad
U 30 domécnosti byl zjistovan pocet Clent.

N
w
S
o1
(@]

Pocet ¢lenu 1
Pocet domacnosti|2|6(410(5|3

Pro tyto idaje sestrojte krabicovy diagram.

ResSeni:

Vytvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi Pocet ¢lent, Pocet domacnosti a o 6 piipadech. Vytvoreni krabicové-
ho diagramu: Grafy — 2D Grafy — Krabicové grafy. Abychom systému STATISTICA sdélili, ze pracujeme s udaji, pro které
zname absolutni Cetnosti, klikneme mysi na tlacitko s obrazkem zavazi.

V okénku Viahy ptipadl pro analyzu/graf zaskrtneme Status Zapnuto a zaddme Proménné vah Pocet domécnosti, OK. Na
panelu 2D Krabicové grafy zaddme Proménné — Zavisle proménné Pocet clenli, OK. Dostaneme krabicovy diagram

Krabicovy graf ( 2v*6c)
7

6 -

5

Poget dlent * Extrémy

Z obrazku lze vycist, ze median je 4 (aspon polovina domacnosti mé aspon 4 ¢leny), dolni kvartil 2 (asponi ¢tvrtina doméac-
nosti ma aspon 2 ¢leny), horni kvartil 5 (aspon tfi ¢tvrtiny domacnosti maji aspon 5 ¢lend), minimum 1, maximum 6. Kvarti-
lova odchylka je 5 — 2 = 3. Datovy soubor vykazuje urcitou nesymetrii — median je posunut smérem k hornimu kvartilu,
soubor je tedy zaporn€ zeSikmen. Odlehlé ani extrémni hodnoty se nevyskytuji.



Normalni pravdépodobnostni graf (N-P plot)

Pfed popisem tohoto grafu se musime seznamit s pojmem potadi ¢isla v posloupnosti ¢isel: Necht xy, ..., X, je posloupnost
redlnych Cisel.

a) Jsou-li ¢isla navzajem rizna, pak poradim R; €isla xj rozumime pocet téch ¢isel x4, ..., X, ktera jsou mensi nebo rovna
¢islu x;.

b) Vyskytuji-li se mezi danymi ¢isly skupinky stejnych ¢isel, pak kazdé takové skupince piitadime primérné potadi.

Priklad

a) Jsou dana ¢isla 9, 4, 5, 7, 3, 1.

b) Jsou dana ¢isla 6, 7, 7, 9, 6, 10, 8, 6, 6, 9.
Stanovte poradi téchto Cisel.

Reseni
ad a)
usp. Cisla|1|{3[4]5|7|9
poradi |1]|2|3]4|5|6
ad b)

usp. Cisla 6 |6 |6 |6 |7 |7 |8/9 |9 |10
poradi 1 12 |3 (4 |5 |6 [7/8 |9 |10
pram. poradi|2,5|2,5/2,5|2,5|5,5/5,5/7|8,5/8,5|10




N-P plot umoZznuje graficky posoudit, zda data pochazeji z normalniho rozlozeni.

Zpiusob konstrukce:
na vodorovnou osu vynasime uspofadan¢ hodnoty x(3) < ... <Xy,

3j-1

Tl pficemz ] je poradi j-t€ usporadané hodnoty (jsou-li nékteré hodnoty stejné, pak
+

na svislou osu kvantily u, , kde o; =
za j bereme prumérné poradi odpovidajici takové skupince).
Pochazeji-li data z normalniho rozlozeni, pak vSechny dvojice (x( Uy ) budou leZet na primce.

Pro data z rozlozZeni s kladnou Sikmosti se dvojice (x( . ) budou fadit do konvexni kiivky, zatimco pro data z rozlozeni se
J

zapornou Sikmosti se dvojice (x( ) Uq ) budou tadit do konkéavni kiivky.



se zapornou Sikmosti

Histogram
N-P plot

Rozlozeni

Krabicovy diagram
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Normalni rozlozeni

Histogram
N-P plot

Krabicovy diagram

S kladnou Sikmosti

Histogram

Rozlozeni
N-P plot
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Krabicovy diagram



Priklad
Desetkrat nezavisle na sobé byla zmétena jista konstanta. Vysledky méfeni: 2 1,8 2,1 2,4 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2. Pomoci
normalniho pravdépodobnostniho grafu posudte, zda se tato data fidi normalnim rozlozenim.

Reseni
Po zapsani dat do proménné nazvané Méteni zvolime Grafy — 2D Grafy — Normalni pravdépodobnostni grafy — Proménné
Mg¢éfteni, OK.
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Protoze dvojice (x( Y Ua,) témer lezi na ptimcee, 1ze usoudit, Ze data pochézeji z normélniho rozloZeni.
J



Kvantil-kvantilovy graf (Q-Q plot)
Umoziuje graficky posoudit, zda data pochazeji z néjakého zndmého rozlozeni (napft. systém STATISTICA nabizi § typl
rozloZeni: beta, exponencialni, Gumbelovo, gamma, log-normalni, normalni, Rayleighovo a Weibulovo). Pro nas je

vvvvvv

Zpusob konstrukce: na svislou osu vynasime uspofadané hodnoty x) < ... < X & na vodorovnou osu kvantily K, (X)

I adj
n+n

vybraného rozlozeni, kde o; = , priCemzZ r,qj @ Nygj jsou korigujici faktory < 0,5, implicitné rag; = 0,375 a Nyg = 0,25.

adj

(Jsou-li ne¢které hodnoty x(py < ... < X() stejné, pak za j bereme primérné potadi odpovidajici takové skupince.) Pokud
vybrané rozlozeni zavisi na néjakych parametrech, pak se tyto parametry odhadnou z dat nebo je mtize zadat uzivatel. Body
(Kaj (X), x(j)) se metodou nejmensich ¢tverch prolozi pfimka. Cim méné se body odchyluji od této pfimky, tim je lepsi soulad

mezi empirickym a teoretickym rozlozenim.

Priklad: Pro data z prikladu o méfeni konstanty posud’te pomoci kvantil — kvantilového grafu, zda pochéazeji z normalniho
rozlozeni.

Reseni:Zvolime Grafy — 2D Grafy — Grafy typu Q-Q — ponechame implicitni nastaveni na normalni rozloZeni (pokud
bychom chtéli zménit nastaveni na jiny typ rozlozeni, zvolili bychom ho na zalozce Detaily) — Proménné Méfeni, OK.

Q-QgrafMéfeni( 1v*10c)
RozdéleniNormaini
Méeni=2058+0,2198*
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Teoreticky kvantl

Vzhled grafu nasvédcuje tomu, Ze data pochédzeji z normalniho rozloZeni.



Histogram

UmozZiuje porovnat tvar hustoty ¢etnosti s tvarem hustoty pravdépodobnosti vybraného teoretického rozlozeni. (Ve STA-
TISTICE je pojem histogramu §irsi, skryva se za nim 1 sloupkovy diagram.)

Zpusob konstrukce ve STATISTICE: na vodorovnou osu se vynaseji tfidici intervaly (implicitn€ 10, jejich pocet 1ze zménit,
stejné tak 1 meze tfidicich intervalil) i varianty znaku a na svislou osu absolutni nebo relativni ¢etnosti tfidicich intervalt ¢i
variant. Do histogramu se miize zakreslit tvar hustoty (¢i pravdépodobnostni funkce) vybraného teoretického rozlozeni.
Kromé osmi typt rozloZeni uvedenych u Q-Q plotu umoziuje STATISTICA pouzit jesté dalsi Etyfi rozloZeni: Laplaceovo,
logistické, geometrické, Poissonovo.

Priklad: U 70 domacnosti byly zjiStovany tydenni vydaje na nealkoholické napoje (v K<).
Vydaje (35,65) | (65,95) | (95,125) | (125,155) | (155,185) | (185, 215)
Pocet dom. | 7 16 27 14 4 2

Nakreslete histogram

Reseni: Vytvotime novy datovy soubor s dvéma proménnymi Vydaje a Podet doméacnosti. Do proménné Vydaje zapiseme
sttedy tfidicich intervald, do proménné Pocet domacnosti odpovidajici absolutni ¢etnosti tfidicich intervali. V menu zvolime
Grafy — Histogramy — pomoci tlacitka s obrazkem zavazi zaddme proménnou vah Po¢et domacnosti — OK, Proménna Vy-
daje — zapneme volbu VSechny hodnoty — OK. Dostaneme histogram:

Histogram (2v°6c)

Vydsie

Vidime, Ze tvar histogramu neni symetricky. Malé hodnoty jsou ¢etnéjsi nez velké — datovy soubor je kladné zeSikmen.



Dvourozmérny teckovy diagram

Mame dvourozmérny datovy soubor (X1, Y1), ... , (Xn, Yn), ktery je realizaci dvourozmérného nahodného vybéru

(X1, Y1), ... , (Xn, Yn) Z dvourozmérného rozlozeni. Na vodorovnou osu vyneseme hodnoty x; , na svislou hodnoty yy a do
ptisluSnych prisecikl nakreslime tolik tecek, jaka je absolutni Cetnost dvojice (Xj, Yk). Jedna-li se o ndhodny vybér

Z dvourozmérného normalniho rozloZeni, mély by tecky zhruba rovnomérné vyplnit vnitiek elipsovitého obrazce.
Vrstevnice hustoty dvourozmérného normalniho rozlozeni jsou totiz elipsy — viz nasledujici obrazek.

Graf hustoty a vrstevnice dvourozmérného normalniho rozloZeni s parametry pu; =0, 1, =0, 6:°= 1, 6,° = 1, p = -0,75:
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Do dvourozmérného teckového diagramu miizeme jesté zakreslit 100(1-a)% elipsu konstantni hustoty pravdépodobnosti.
Bude-li vice nez 100a % tecek lezet vné této elipsy, sveédci to o poruseni dvourozmérné normality. Bude-1i mit hlavni osa
elipsy kladnou resp. zapornou smeérnici, znamena to, ze mezi veli¢inami X a Y existuje urCity stupen pfimé resp. nepitimeé
linearni zavislosti.




Priklad: Mame k dispozici vysledky testll ze dvou predméti zjiSténé u osmi ndhodné vybranych studentt urcitého oboru.
Cislo studenta 112 |3 |4 1|5 1|6 |7 |8
Pocet bodii v 1. testu |8050|36(58|42|60|56 |68
Pocet bodii ve 2. testu|65]|60|35[39|48[44 (48|61
Pomoci dvourozmérného teckového diagramu se zakreslenou 95% elipsou konstantni hustoty pravdépodobnosti a histogra-
my pro poCty bodii v 1. a 2. testu posud’te, zda tato data 1ze povazovat za realizace nahodného vybéru z dvourozmérného
normalniho rozloZeni.

Reseni:Vytvoiime novy datovy soubor se dvéma proménnymi Test] a Test2 a osmi ptipady. Nyni nakreslime dvourozmar-
ny teckovy diagram: Grafy — 2D Grafy - Bodové grafy s histogramy. V typu proloZeni pro bodovy graf vypneme linearni
prolozeni. Proménné — X — Testl, Y — Test2 — OK. Dostaneme dvourozmérny teckovy diagram pro vektorovou proménnou
(Testl, Test2) a histogramy pro Testl a Test2. Nyni do diagramu zakreslime 95% elipsu konstantni hustoty pravdépodob-
nosti: 2x klikneme na pozadi grafu a otevie se okno s ndzvem VS§. moznosti. Vybereme Graf: Elipsa, zvolime Ptidat novou
elipsu. Po vykresleni elipsy zménime métitko: na vodorovné ose bude minimum 0, maximum 120, na svislé ose bude mi-
nimum 0, maximum 100. (Sta¢i 2x kliknout na ¢iselny popis osy a na zélozce M¢éftitka vybrat manualni mod.)

Bodovy grafs histogramy ( 2v*8c)

5 } _ /W*“mf——mwj

100

_— ™
pd //
60 ° .. !
N
%
2 - /
40 y -
) .
( —
- -

Obrazek svéd¢i o tom, Ze predpoklad dvourozmérné normality je opravnény a ze mezi pocty bodu z 1. a 2. testu bude exis-
tovat urCity stupen piimé linedrni zavislosti, tzn., Ze u studentti, ktefi méli vysoky resp. nizky pocet boda v 1. testu, 1ze oce-
kavat vysoky resp. nizky pocet bodii ve 2. testu.



Testy normality dat

K ovéfovani normality dat slouzi cela fada testi, které jsou podrobné popsany ve statistické literatute. Zde se omezime na
dva testy, které jsou implementovany v systému STATISTICA, a to Kolmogoroviiv — Smirnoviv test a jeho Lilieforsovu
variantu a Shapirtuv — Wilkstv test. K zavérim téchto testl vSak piistupujeme s uréitou opatrnosti. Mame-li k dispozici
rozsahlejsi datovy soubor (orientaéné n > 30) a test zamitne na obvyklé hladiné vyznamnosti 0,01 nebo 0,05 hypotézu o
normalité, 1 kdyZ vzhled diagnostickych grafli svéd¢i jenom o lehkém poruseni normality, nedopustime se zdvazné chyby,
pokud pouzijeme statistickou metodu zaloZenou na normalité dat.

Kolmogoroviiv — Smirnovuv test a jeho Lilieforsova varianta

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér Xy, ..., X, pochazi z normalniho rozloZeni s parametry p a o°.
Distribuéni funkci tohoto rozlozeni oznacme @ (X).

Necht’ Fy(x) je vybérova distribu¢ni funkce.

Testovou statistikou je statistika D, = sup |F, (x) — @+ (X)|.

—00<X <00

Nulovou hypotézu zamitdme na hladiné vyznamnosti a, kdyz D, > Dy(a), kde Dp(a) je tabelovana kritickd hodnota.

Pro n > 30 Ize Dy(a) aproximovat vyrazem /%In z
a

V piipads, ze nezname parametry p a 6> normalniho rozlozeni, musime je odhadnout z dat (stfedni hodnotu odhadneme
pomoci m a rozptyl pomoci s°). Tim se zméni rozlozeni testové statistiky Dy Pfisluiné modifikované kvantily byly uréeny
pomoci simulac¢nich studii. V této situaci pouzivame



Shapiriv — Wilksiiv test normality dat
Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér Xy, ..., X, pochazi z normalniho rozlozeni N(u, 6°).

Testova statistika ma tvar:

B Bk
3 (X, - M)
i=1

kde m = n/2 pro n sudé a m = (n-1)/2 pro n liché. Koeficienty a™ jsou tabelovany.

Na testovou statistiku W 1ze pohlizet jako na korela¢ni koeficient mezi uspofadanymi pozorovanimi a jim odpovidajicimi
kvantily standardizovaného normalniho rozlozeni. V pfipad¢, ze data vykazuji perfektni shodu s normalnim rozlozenim,
bude mit W hodnotu 1. Hypotézu o normalité tedy zamitneme na hladiné vyznamnosti o, kdyZ se na této hladin€ neprokaze
korelace mezi daty a jim odpovidajicimi kvantily rozlozeni N(0,1).

Lze také fici, ze S — W test je zaloZen na zjiSténi, zda body v Q-Q grafu jsou vyznamné odliSné od regresni ptimky
prolozené témito body.

(S-W test se pouziva piredevSim pro vybéry mensich rozsahi, n < 50, ale v systému STATISTICA je implementovano jeho

roz$ifeni i na vybéry velkych rozsaht, kolem 2000.)



Shapiriv — Wilksiiv test normality dat
Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér Xy, ..., X, pochazi z normalniho rozlozeni N(u, 6°).

Testova statistika ma tvar:

B Bk
3 (X, - M)
i=1

kde m = n/2 pro n sudé a m = (n-1)/2 pro n liché. Koeficienty a™ jsou tabelovany.

Na testovou statistiku W 1ze pohlizet jako na korela¢ni koeficient mezi uspofadanymi pozorovanimi a jim odpovidajicimi
kvantily standardizovaného normalniho rozlozeni. V pfipad¢, ze data vykazuji perfektni shodu s normalnim rozlozenim,
bude mit W hodnotu 1. Hypotézu o normalité tedy zamitneme na hladiné vyznamnosti o, kdyZ se na této hladin€ neprokaze
korelace mezi daty a jim odpovidajicimi kvantily rozlozeni N(0,1).

Lze také fici, ze S — W test je zaloZen na zjiSténi, zda body v Q-Q grafu jsou vyznamné odliSné od regresni ptimky
prolozené témito body.

(S-W test se pouziva piredevSim pro vybéry mensich rozsahi, n < 50, ale v systému STATISTICA je implementovano jeho

roz$ifeni i na vybéry velkych rozsaht, kolem 2000.)



Priklad:
Jsou dany hodnoty 10, 12, 8, 9, 16. Pomoci K- S testu a S — W testu zjistéte na hladiné vyznamnosti 0,05, zda tato data
pochazeji z normalniho rozlozeni.

Reseni:

Vytvotime novy datovy soubor o jedné proménné nazvané X a péti piipadech. Do proménné X zapiSeme uvedené hodnoty.
V menu vybereme Statistika — Zakladni statistiky/tabulky — Tabulky ¢etnosti — OK, Proménné X — OK. Na zalozce zvolime
Normalita a zaSkrtneme Lilieforsiv test a Shapiro — Wilksiv W test — Testy normality.

Testy normality (Tabulkal)

N| max D |Lilliefors W p
Proménna p
X 5 0,22408 p>.2C 0,91240 0,48215

Vidime, Ze testova statistika K-S testu je d = 0,22409, odpovidajici Lilieforsova p-hodnota je vétsi nez 0,2, tedy hypotézu o
normalité nezamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Testova statistika S-W testu je W = 0,9124, odpovidajici p-hodnota je 0,48215, tedy hypotézu o normalité nezamitdme na
hladin€ vyznamnosti 0,05.



Parametrické tlohy o jednom nahodném vybéru z normalniho rozloZeni

Mnoho nahodnych veli¢in, s nimizZ se setkavame ve vyzkumu 1 praxi, se fidi norméalnim rozlozenim. Za jistych ptedpokladi
obsazenych v centralni limitni vété se d4 rozlozeni jinych ndhodnych veli€in aproximovat normalnim rozloZenim. Proto je
zapotiebi vénovat velkou pozornost pravé nahodnym vybérim

z normalniho rozloZeni.

RozloZeni statistik odvozenych z vybérového praméru a rozptylu
Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni N(u, 6°). Pak plati

a) M~N( 2), tedy U= %~ N(O, 1).

Jn

(Pivotova statistika U slouzi k feseni tloh o p, kdyZ 6° zname.)
_(h-Ds8*

b) K= *——~x"(n-1).

(Pivotova statistika K slouzi k feeni tloh o 6% kdyZ p nezname.)

NCE
0 H 0

(Tato pivotova statistika slouzi k feseni tloh o 6% kdyZ p zname.)

d) T=M=F_tn-1).

S
Jn

(Pivotova statistika T slouzi k feSeni tloh o pn, kdyz o’ nezname.)



Vysvétleni
ad a) Vybérovy primér M je linearni kombinace nahodnych veli¢in s normalnim rozlozenim, ma tedy normalni rozlozeni
s parametry E(M) = u, D(M) = o°/n. Statistika U se ziska standardizaci M.

ad b) Vhodnou upravou vybérového rozptylu S% kde pouzijeme obrat X; - M = (X; - p) — (M - ), Ize statistiku K vyjadfit
jako soucet kvadratd n - 1 stochasticky nezavislych nahodnych veli¢in se standardizovanym normalnim rozlozenim. Tento
soudet se idi rozlozenim y*(n-1).

ad c) Tato statistika je soucet kvadrati n stochasticky nezavislych nahodnych veli¢in se standardizovanym normalnim
rozlozenim, ¥idi se tedy rozlozenim y*(n).

ad d) U ~ N(0, 1), K ~ y°(n-1) jsou stochasticky nezavislé, protoze M a S” jsou stochasticky nezavislé, tudiz statistika
T-—Y9 MM _¢n).




Priklad: Hmotnost balicku krystalového cukru baleného na automatické lince se fidi normalnim rozlozenim se stfedni hod-
notou 1002 g a smérodatnou odchylkou 8 g. Kontrolor ndhodné vybira 9 balickil z jedné série a zjiStuje, zda jejich pramér-
nad hmotnost je alesponl 999 g. Pokud ne, podnik musi zaplatit pokutu 20 000 K¢. Jaka je pravdépodobnost, Ze podnik bude
muset zaplatit pokutu?

Reseni:

X ~ N(1002, 64), M ~ N(lOOZ %)

P(M <999)=

M-1002 _999-1002 | _ ( }_ q)(—g

\/7 \/7 —j =1- @(gj =1-®(1125)=1-0,87076 = 0,12924

8
Pravdépodobnost, ze podnik bude platit pokutu, je asi 12,9%.

Reseni pomoci systému STATISTICA:

Vyuzijeme toho, ze STATISTICA pomoci funkce INormal(x;mu;sigma) umi vypocitat hodnotu distribu¢ni funkce normal-
niho rozloZeni se stfedni hodnotou mu a smérodatnou odchylkou sigma. Tedy P(M < 999) = CD(999), kde @ je distribu¢ni
funkce rozlozeni N(1002, 64/9).

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom ptipadu. Dvakrat klikneme na nazev proménneé Proml1. Do Dlou-
hého jména této proménné napiseme = INormal(999;1002;8/3).

V proménné Prom1 se objevi hodnota 0,130295.



Vzorce pro meze 100(1-a))% empirickych intervali spolehlivosti pro p a ¢°
(vyuziti pivotové statistiky U)

Oboustranny: (d, h) = (m - % Upg, M+ % Ut-o2)
Levostranny: (d, o) = (m —% Up-q, )
Pravostranny: (-0, h) = (-00, m +% Utq)

(vyuziti pivotové statistiky T)

% t1.02(N-1))

S
Jn
S
Jn

Pravostranny: (-co, h) = (-o0, m + S t1.4(n-1))

Jn

Oboustranny: (d, h) = (m - tr.an(n-1), m +

Levostranny: (d, «) = (m - t1.4(N-1), )



(vyuZiti pivotové statistiky K)

2 2
Oboustranny: (d, h) = (n=1s ’ (n-1)s
g ( ) (le—(xIZ(n—l) chx/Z(n—l)

L2 )
Ya(n-1)

Levostranny: (d, ©) = (

2
Pravostranny: (-oo, h) = (_ o, (zn——l)s J
Y a(n-1)

Z(Xi - H)Z
(vyuZiti pivotové statistiky MT)
2 i =® Y x - )’
Oboustranny: (d, h) = | 1= =
i : le—a/Z(n) Xza/Z(n)

n

Z(Xi —p)°

Levostranny: (d, )= | = o

lefcx (n)

n

Z(Xi -n)?

i=1

Pravostranny: (-o0, h) = | — o0, "=————
X w(n)



Priklad: 10 krat nezavisle na sob¢ byla zmétena jista konstanta p. Vysledky méteni byly: 2 1,8 2,1 2.4 1,9 2,1 2 1,8 2,3
2,2. Tyto vysledky povazujeme za &iselné realizace nahodného vybéru Xy, ..., Xi0 Z rozlozeni N(, 6°), kde parametry p, 6
nezname. Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti jak pro p, tak pro o* a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

C) pravostranny.

ReSeni: m = 2,06, s° = 0,0404, s = 0,2011, a. = 0,05, tg,975(9) = 2,2622, to05(9) = 1,8331, x%0.075(9) = 19,023, %%0,025(9) = 2.7,
X20’95(9) = 16,919, X20’05(9) - 3,325

ad a)
m /—n i (1/2(“ ) —
=mH+ — /2(I| ) - I — -

1,92 < <2,20 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

4 (h-1k° _9-0,0404
¥ rar2(n=1) 19,023
(n-1°>  9-0,0404

au2(n-1) 27

0,0191 < o’ < 0,1347 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

=0,0191

h= =0,1347




ad b) LeVOstranny interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu p

0,2011
d=m- t1.«(nN-1) =2,06 - =—=1,8331=1,94
- tal0-D) = G

1,94 <p s pravdépodobnosti aspon 0,95.

Levostranny interval spolehlivosti pro rozptyl o

e (n-1* _9-0,0404
ia(n-1) 16,919

o > 0,0215 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

=0,0215

ad c¢) Pravostranny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p

h=m+ -3 t.(n-1) = 2,06 + 22211 8331 =218
\/ﬁ 1( ) \/1_

u < 2,18 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

Pravostranny interval spolehlivosti pro rozptyl ¢*

he (n ~15* 90,0404
v’«(n-1) 3325

6’ <0,1094 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

=0,1094



Reseni pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor o jedné proménné X a 10 ptipadech. Do proménné X napiSeme dané hodnoty.

Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK — Detailni vysledky — zaSkrtneme
Meze spolehl. prim. a Meze sp. smér. odch. (ostatni volby zru§ime) — pro oboustranny 95% interval spolehlivosti
ponechame implicitni hodnotu pro Interval 95,00, pro jednostranné intervaly zménime hodnotu na 90,00.

Vysledky pro oboustranné 95% intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu p, pro smérodatnou odchylku o a rozptyl ¢°;

Int. spolehl. |Int. spolehl. |Spolehlivost | Spolehlivost NProm1 NProm2
-95,000% 95,000 Sm.Odch. Sm.Odch. =v37"2 | =v4"2

Proménna -95,000% +95,000%
X 1,91613 2,20386. 0,13832 0,36714. 0,01913: 0,13479
Vidime, ze

1,92 < <2,20 s pravdépodobnosti aspon 0,95,
0,1383 <0 <0,3671 s pravdépodobnosti aspon 0,95.
0,0191 < 6° < 0,1348 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.



Vysledky pro jednostranné 95% intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu p, pro smérodatnou odchylku o a rozptyl 6°:

Int. spolehl. |Int. spolehl. |Spolehlivost |Spolehlivost [NProm1 |[NProm2
-90,000% 90,000 Sm.Odch. Sm.Odch. =v3"2 =v4"2

Proménna -90,000% +90,000%
X 1,94342 2,17657 0,14667. 0,33086. 0,02151.| 0,1094°
Vidime, ze

u> 1,94 s pravdépodobnosti aspon 0,95,

u < 2,20 s pravdépodobnosti aspon 0,95,

o > 0,1467 s pravdépodobnosti aspon 0,95,
0 < 0,3309 s pravdépodobnosti aspon 0,95,
6° > 0,0215 s pravddpodobnosti aspoti 0,95,
6> <0,1095 s pravddpodobnosti aspoti 0,95,



Jednotlivé typy testli pro parametry normalniho rozlozeni

a) Necht Xj, ...

b) Necht Xg, ..

se nazyva
c) Necht X,
se nazyva

, X, je nahodny vybér N(u, 6°), kde 6” zname. Necht’ n >2 a ¢ je konstanta. Test Ho: = ¢ proti Hy: p #¢ se
., Xp je ndhodny vybér N(p, 6°), kde 6° nezname. Necht n>2 a ¢ je konstanta. Test Ho: i = ¢ proti Hy: p #¢

..., Xp je ndhodny vybér N(u, 6°), kde p nezname. Necht' n > 2 a ¢ je konstanta. Test Ho: 6> = ¢ proti Hy: 6° = ¢



Provedeni testii o parametrech p, 6° pomoci kritického oboru
a) Provedeni jednovybérového z-testu
m-c

=

t, =

Vypocteme realizaci testového kritéria . Stanovime kriticky obor W. Pokud ty € W, Hy zamitame na hlading

vyznamnosti a a pfijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Ho: pu = ¢ proti Hy: p #c. Kriticky obor m4 tvar: W = (— 00, — Ul_a/2> o <U1_a,2 , 00).
Levostranny test: Testujeme Ho: p = ¢ proti Hy: u < c. Kriticky obor m4 tvar: W = (— 0, — Ul_a> :

Pravostranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti Hy: p > c. Kriticky obor ma tvar: W = <U1,a ; 00).

b) Provedeni jednovybérového t-testu
m-C
s . Stanovime kriticky obor W. Pokud t; € W, Hy zamitame na hladiné

7

Vypocteme realizaci testového kritéria Lo =

vyznamnosti a a ptijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Ho: u = ¢ proti Hy: p = c. Kriticky obor ma tvar: W= (— 0, — tl_a/z(n —1)> U <t1_a/2(n —1), 00) :
Levostranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti Hy: u < c. Kriticky obor ma tvar: W = (—OO, -1, (n —1)> :
Pravostranny test: Testujeme Ho: p = c proti Hy: p > c. Kriticky obor mé tvar: W =(t,_,(n—1),%0).



c) Provedeni testu 0 rozptylu

V oy (N1 I » -
Vypodteme realizaci testového kritéria tp = o - Stanovime kriticky obor W. Pokud ty € W, Hy zamitame na hladiné
vyznamnosti a a ptijimame H;.
Oboustranny test: Testujeme Ho: o = ¢ proti Hy: 0%« c. Kriticky obor ma tvar:.

W = (0,721~ 1)) U s ara(n—1))

Levostranny' test. |eStUje|||e Ho: (52 =C proti Hl: (52 < ¢. Kriticky obor ma tvar: W = Oixza(n —1) :
y
2 —

Pravostranny test: Testujeme Ho: o° = ¢ proti Hy: o > c. Kriticky obor ma tvar: W = (31« (n 1), 00).
Yy



Priklad: Podle udaji na obalu ¢okolady by jeji Cistd hmotnost méla byt 125 g. Vyrobce dostal neékolik stiznosti od
kupujicich, ve kterych tvrdili, Ze hmotnost ¢okolad je nizsi nez deklarovanych 125 g. Z tohoto diivodu odd¢€leni kontroly
nahodné vybralo 50 Cokolad a zjistilo, ze jejich primérna hmotnost je 122 g a smérodatna odchylka 8,6 g. Za ptredpokladu,
7e hmotnost ¢okolad se fidi normalnim rozloZzenim, miZzeme na hladin€ vyznamnosti 0,01 povazovat stiznosti kupujicich za
opravnéne?

Reseni: Xy, ..., Xso je nahodny vybér z N(u, 6°). Testujeme hypotézu
Ho: = 125 proti levostranné alternativé Hy: p < 125. ProtoZe nezname rozptyl 6°, pouzijeme jednovybérovy t-test.
m-c 122-125

Testové kritérium s 86 =—2,4667
NN

Kriticky obor W = (~o0,—t,_, (1 ~1)) = (~00,~ t5 46(49)) = (~ o0, — 2,4049)

Jelikoz testové kritérium se realizuje v kritickém oboru, zamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti 0,01. Stiznosti
kupujicich tedy lze povaZovat za opravnéné.

Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdilt: r, %, praiméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma primeéry
(normalni rozdéleni) — zaskrtneme Vybérovy primér vs. Stfedni hodnota a zvolime jednostr. — do policka Pr1 napiseme 122,
do policka SmOd1 napiSeme 8,6, do policka N1 napiSeme 50, do policka Pr2 napiSeme 125 - Vypocet. Dostaneme p-
hodnotu 0,0086, tedy zamitame nulovou hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,01



Nahodny vybér z dvourozmérného rozlozeni

X Xo). R . Vs o
Necht’ [Ylj’ s (Y“] je ndhodny vybér z dvourozmérného rozlozeni, pricemz n > 2. Oznacime u = p; - U, a zavedeme
1 n

Z1=X1-Yq, ..., Zn = Xy-Y,, 0 némz predpokladame, ze se fidi normalnim rozlozenim.
n n
Vypodéteme M =%ZZi , S? :EZ(Zi ~M)*.
i=1 i=1

Vzorec pro meze 100(1-a)% empirického intervalu spolehlivosti pro stifedni hodnotu rozdilového nahodného vybéru

Oboustranny: (d, h) = (m - % t1.wn(n-1), m + % t1.4n(n-1))

S

Jn

Pravostranny: (-oo, h) = (-0, m +

Levostranny: (d, o) = (m - t1..(n-1), )

S

\/ﬁ tl-a(n_l))



Piiklad: Dvéma rozdilnymi laboratornimi metodami se zjisStoval obsah chemické latky v roztoku (v procentech). Bylo
vybrano 5 vzorkd a proméfeno obéma metodami. Vysledky méfeni jsou obsazeny v tabulce:

¢islovzorku|l |2 |3 |4 |5
1. metoda (2,3(1,9/2,1/2,4|2,6
2. metoda (2,4/2,0/2,0/12,3|2,5

Za predpokladu, ze data maji normalni rozlozeni, sestrojte 90% empiricky interval spolehlivosti pro rozdil stiednich hodnot
vysledkli obou metod.

Reseni:

Ptfejdeme k rozdilovému ndhodnému vybéru, jehoz realizace jsou: -0,1 -0,1 0,1 0,1 0,1. Vypocteme m = 0,02, s?=0,012,
s = 0,109545. Predpokladame, Ze tato data pochazeji z normalniho rozloZeni N(u, 6°). Vypoéteme meze 90% oboustranného
intervalu spolehlivosti pro p pfi neznamém o:

d=m —%tl_m(n ~1)=0,02 —%tm@) =0,02— 0’1(3/%5545 21318 = —0,0844
n
s 0,109545 0,109545
h=m+—t,,(1-1)=002+ 2t (4)=0,02+ 21318 = 01244
\/ﬁ 1. /2( ) \/g 0,95( ) \/g

-0,0844 < 1 <0,1244 s pravdépodobnosti aspon 0,9.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor o 3 proménnych a 5 ptipadech. Do 1. proménné X napiSeme hodnoty pro 1. metodu, do 2.
proménné Y hodnoty pro 2. metodu a do 3. proménné Z rozdily mezi X a Y.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky, OK - Proménné Z, Detailni vysledky — zaskrtneme Meze
spolehl. Prim. — Interval 90% - Vypocet. Dostaneme tabulku:

Popisné statistiky (chemicka Iatkal
Int. spolehl. |Int. spolehl.
Proménna| -90,000% 90,000

y -0,08443: 0,12443

Vidime tedy, Ze -0,0844 < u < 0,1244 s pravdépodobnosti aspon 0,9.



Parovy t-test

2
Necht’ [éj(é”] je nahodny vybér z rozlozeni N, [(Ml j{% 6122 D, pfi¢emz n > 2. Testujeme Hp: py - o =c¢ (4. p=¢)

1 n [ ) G Oy

proti Hy: pg - 1o # ¢ (tj. p# c) nebo testujeme nulovou hypotézu proti jedné z jednostrannych alternativ. Tento test se nazyva

Provedeni paroveho t-testu

Vypocteme realizaci testového kritéria t, = % . Stanovime kriticky obor W. Pokud ty € W, Hy zamitadme na hladiné
Jn

vyznamnosti a a pfijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Ho: u = ¢ proti Hy: p # c. Kriticky obor ma tvar: W=(o0,~t, ,(n—1)) U(t, , ,(n-1)0).

Levostranny test: Testujeme Hy: u = ¢ proti Hy: p < c. Kriticky obor ma tvar: W= (—oo,—tH (n-1)).
Pravostranny test: Testujeme Ho: = ¢ proti Hy: p > c. Kriticky obor ma tvar: W=(t,_, (n-1)x).



Priklad: V nasledujici tabulce jsou udaje o vynosnosti dosazené 12 ndhodné vybranymi firmami pfi investovani do
mezindrodniho podnikani (veli¢ina X) a do domaciho podnikani (veli¢ina Y):
Cfirmy|1|2|3|4[5|6|7|8|9]101112
X 10[12/14/1212]17|9 |15/ 9 [11] 7 |15
Y 11/1415[11)113]16/10(13|11{17|9 119
(Vynosnost je vyjadiena v procentech a predstavuje podil na zisku vlozenych investic za rok.)

Za predpokladu, Ze data pochazeji z dvourozmérného rozloZeni a jejich rozdil se fidi norméalnim rozloZenim, na hladiné
vyznamnosti 0,1 testujte hypotézu, Ze neexistuje rozdil mezi stiedni hodnotou vynosnosti investic do mezinarodniho a
domaciho podnikéni proti oboustranné alternative.

Testovani proved’te

a) pomoci intervalu spolehlivosti, b) pomoci kritického oboru.

(Pro tsporu &asu zname realizace vyb&rového praiméru m = —1,3 a vybérového rozptylu s* = 4,78 rozdilového nahodného
V}"bél'u Zi=X;— Yi, 1= 1, cees 12.)

Reseni:

Testujeme Hy: u=0 proti Hy: un#0

ad a) 90% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p pti nezndmém rozptylu 6° ma meze:

d=m-—t,,.(n-1)=-13-Y*"%1 7050 - 2 4677

Jn V12
h=m+—Sot, o (n—1)= 13+ Y% 81 7950 - _0.1989
Vn V12
Protoze ¢islo ¢ = 0 nelezi v intervalu (-2,4677; -0,1989), Hy zamitame na hladiné vyznamnosti 0,1.
ad b) Vypo¢itime realizaci testové statistiky t, = - = _1’3 = -2,11085
S 478
n e

Stanovime kriticky obor W = (—oo,— .05 (1)) U (tg,65(11),00) =( o0, - 1,7959) L (1,7959, )

Protoze testova statistika se realizuje v kritickém oboru, Hy zamitame na hladiné vyznamnosti 0,1.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor o 2 proménnych a 12 ptipadech. Do 1. proménné X napiSeme hodnoty pro mezinarodni
podnikani, do 2. proménné hodnoty pro doméci podnikani.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — t-test pro zavislé vzorky, OK - Proménné X, Y — OK — Vypocet. Dostaneme
tabulku:

t-test pro zavislé vzorky (investovani)
Oznac. rozdily jsou vyznamné na hlad. p <,05000

Prdmér |Sm.odch. | N | Rozdil |Sm.odch. t v p
Proménna rozdilu
X 11,9166 2,93748
Y 13,2500 3,04884(12 -1,3333:] 2,18812; -2,1108! 11 0,05849

Vypoctenou p-hodnotu 0,05849 porovname se zvolenou hladinou vyznamnosti o = 0,1. Protoze p < a, zamitame nulovou
hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,1.



ﬁlohy o parametru 3 alternativniho rozlozeni

S ndhodnym vybérem rozsahu n z alternativniho rozlozeni se setkavame v situaci, kdy provadime n opakovanych
nezavislych pokust a v kazdém z téchto pokust sledujeme nastoupeni uspéchu. Pravdépodobnost tispéchu je pro vSechny
pokusy stejnd. Nahodna veli¢ina X; nabude hodnoty 1, pokud v i-tém pokusu nastal ispéch a hodnoty 0, pokud v i-tém
pokusu uspéch nenastal, i =1, 2, ..., n. Realizaci nahodného vybéru Xy, ..., X, je tedy posloupnost 0 a 1.

Opakovani:
Nahodna veli¢ina X udava pocet tispéchti v jednom pokusu, pti¢emz pravdépodobnost uspéchu je
9. PisSeme X ~ A(9).

1-9prox=0 S s} 01
n(x) = {9 prox=1 nebolin(x):{ __(_ ) prox=0,
i 0 jinak
0 jinak

Nahodna veli¢ina X udava pocet ispéchti v posloupnosti n nezavislych opakovanych pokust,
pti¢emz pravdépodobnost uspéchu je v kazdém pokusu 9. Piseme X ~ Bi(n, 9 ).

_ (nJSX(l—S)”X prox=0,...,n
(x) = <(x
0 jinak
E(X)=n3,D(X)=n9 (1-9)
(Alternativni rozlozeni je specialnim pfipadem binomického rozlozeni pro n = 1.

Jsou-li Xy, ..., X, stochasticky nezavislé ndhodné veli¢iny, X; ~ A(8),i=1, .., n, pak X = > X; ~ Bi(n, 9).)

i=1



Centralni limitni véta:
Jsou-1li ndhodné veliciny Xj, ..., X, stochasticky nezavislé a vSechny maji stejné rozloZeni se stfedni hodnotou p a rozptylem

n
o°, pak pro velka n (n > 30) Ize rozloZeni souétu > X; aproximovat normalnim rozlozenim N(ny, nc’). Zkracend piseme

i=1
n n Z Xi —nu
> X~ N(nu, ncsz). Pokud soucet )’ X; standardizujeme, tj. vytvofime ndhodnou veli¢inu U, == , pak rozloZeni této
i=1

=l o/n

nahodné veli¢iny lze aproximovat standardizovanym normalnim rozlozenim. Zkracené piseme U, =~ N(0,1)

Véta: Asymptotické rozlozeni statistiky odvozené z vybérového primeéru.

Necht’ Xy, ..., X, je ndhodny vybér z rozloZeni A(9) a necht’ je splnéna podminka n38(1-9)>9. Pak statistika U = %
n

konverguje v distribuci k ndhodné veli¢iné se standardizovanym normalnim rozlozenim. (Rikame, ze U mé asymptoticky

rozloZeni N(0,1) a piSeme U = N(0,1).)

Diikaz:

Protoze Xy, ..., Xy je ndhodny vybér z rozlozeni A(9), bude mit statistika Y, = > X; (vybérovy uhrn) rozlozeni Bi(n, 9). Y,
i=1
ma stiedni hodnotu E(Y,) =ng arozptyl D(Y,) = nS(1-9). Podle centralni limitni v&ty se standardizovana statistika

U=_Yo NS asymptoticky tidi standardizovanym normélnim rozlozenim N(0,1). Pokud citatele i jmenovatele pod€lime n,

,/nSil—Si

L_‘g 1Z:Xi—{} M-
dostaneme vyjadieni: U=——" L= = ~N(0,1)

\/nS(l—S) \/9(1—9) \/9(1—9)

n’ n n




Véta: Vzorec pro meze 100(1-a)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro parametr 9.
Meze 100(1-a)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro parametr § jsou:
m(l—m) m(l—m)

d=m- l-a/2"

ul_alz,h =M+

Dukaz:

Pokud rozptyl D(M)= 8(=35)

nahradime odhadem

M(l—_M), konvergence nahodné veli¢iny U k veli¢iné s rozlozenim
n
N(0,1) se neporusi. Tedy

M-3

—— <\ =
M(l—M) 1-a/2
n
A= MEM o MEMD,, )

VieEZ:l-a<P|-u_,, <



Priklad:
Nahodné¢ bylo vybrano 100 osob a zjisténo, ze 34 z nich nakupuje v internetovych obchodech. Najdéte 95% asymptoticky

interval spolehlivosti pro pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrana osoba nakupuje v internetovych obchodech.

Reseni:

Zavedeme nahodné veliciny Xy, ..., X0, pfiemz X; = 1, kdyZ i-ta osoba nakupuje v internetovych obchodech a X; = 0 jinak,
i=1, ..., 100. Tyto nahodné veli¢iny tvofi nahodny vybér z rozlozeni A(9).

n =100, m = 34/100, a = 0,05, U1 = Ugg7s = 1,96.

Ovéfteni podminky n9 (1- 8) > 9: parametr 9 nezname, musime ho nahradit vybérovym primérem. Pak 100.0,34.0,66 =
22,44 > 9,

d=034— /wl,% —02472.h=034+ /wme —04328.
100 100

S pravdépodobnosti piiblizné 0,95 tedy 0,2472 < § < 0,4328. Znamena to, Ze s pravdépodobnosti piiblizn¢ 95% je

V uvazované populaci nejméné 24,7% a nejvice 43,3% osob, které nakupuji v internetovych obchodech.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor se dvéma proménnymi a jednom ptipadu.
Prvni proménnou nazveme d a do jejiho Dlouhého jména napiseme
=0,34-sqrt(0,34*0,66/100)*VNormal(0,975;0;1)

Druhou proménnou nazveme h a do jejiho Dlouhého jména napiSeme
=0,34+sqrt(0,34*0,66/100)*VNormal(0,975;0;1)

Dostaneme vysledek:

1 2
d h

1[0,24715. 0,43284
Vidime, ze s pravdépodobnosti aspoii 0,95 se pravdépodobnost nakupu v inetrnetovych obchodech bude pohybovat

vV mezich 0,2471 az 0,4328.

Do nového datového souboru o jedné proménné X a 100 piipadech ulozime 34 jednicek (nakupovani v internetovych ob-
chodech) a 66 nul.

Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK — Detailni vysledky — zaSkrtneme
Meze spolehl. prim. — ponechame implicitni hodnotu pro Interval 95,00 — Vypocet.

Dostaneme tabulku:

Popisné statistiky (Tabulka3)

N platnych | Primér |Int. spolehl. |Int. spolehl.
Proménna -95,000% 95,000

X 10C 0,340001  0,24553  0,43446!
Dospéli jsme k vysledku, ze s pravdépodobnosti asponi 0,95 se pravdépodobnost nakupu v inetrnetovych obchodech bude

pohybovat v mezich 0,2455 az 0,4345.




Testovani hypotézy o parametru 9
Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni A(9) a necht’ je splnéna podminka n9(1-9)>9.
Na asymptotické hladin€é vyznamnosti a testujeme hypotézu
Ho: 9 =c proti alternativé Hy: 9 #c (resp. Hy: 9 <cresp. H;: 9 >c).
M-c
c(l-c)
n
Kriticky obor mé tvar W = (=a0,— Uy ;) U(Uy_/5,00) (FeSP. W =(-c0,—u, ) resp. W =(u, ,,)).
(Testovani hypotézy o parametru 9 lze samoziejmé provést i pomoci 100(1-a)% asymptotického intervalu spolehlivosti ne-
bo pomoci p-hodnoty.)

Testovym kritériem je statistika T, = , kterd v ptipad¢ platnosti nulové hypotézy ma asymptoticky rozloZeni N(0,1).




Priklad: Podil zmetkd pii vyrobé uréité soucastky ¢ini 9 = 0,01. Bylo nahodné vybrano 1000 vyrobki a zjistilo se, Zze mezi nimi je 16 zmetkd.
Na asymptotické hlading vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu Ho: 3 = 0,01 proti oboustranné alternativé Hy: & # 0,01.

ReSeni:

Zavedeme nahodné veli¢iny Xy, ..., Xi000, pfi¢emz X; = 1, kdyz i-ty vyrobek byl zmetek a X; = 0 jinak, i = 1, ..., 1000. Tyto nahodné veli¢iny
tvoii nahodny vybér z rozlozeni A(3).

Testujeme hypotézu Ho: 9 = 0,01 proti alternativé Hy: 3 # 0,01.

Zname: n = 1000, m= % =0,016,¢=0,01, a =0,05, us-q» = Upg7s = 1,96

Ovéfeni podminky n9(1—9)>9:1000.0,01.0,99 =9,9 > 9.

m-c _ 0016-0,01

Jc«i—d Jopyos9_'

Realizace testového kritéria: t, = 1,907 .

n 1000
Kriticky obor: W = (— 00, — u0’975> U <uovg75, 0) = (oo, ~1,96) U (1,96,0). Protoze 1,907 & W, Ho nezamitdme na asymptotické hlading
vyznamnosti 0,05.

d:m—JE@%ﬂQwﬂm:ODM— Qﬂfgﬁﬁﬂﬂszammz

00
h=ma ME=My 0016+ [2016-0984 g6 4038
n 1000

Protoze ¢islo ¢ = 0,01 lezi v intervalu 0,0082 az 0,0238, Hy nezamitame na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Protoze testujeme nulovou hypotézu proti oboustranné alternativé, vypocteme p-hodnotu podle vzorce:
p =2 min{ ®(1,907), 1-®(1,907) } =2 min { 0,97104, 1 — 0,97104 } = 0,05792.
Protoze vypoctena p-hodnota je vétsi nez hladina vyznamnosti 0,05, Hp nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA (pouze priblizny):

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdila: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma poméry — do
policka P 1 napiseme 0,016, do policka N1 napiseme 1000, do policka P 2 napiseme 0,01, do policka N2 napiSeme 32767
(vetsi hodnotu systém neumozni) - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,0626, tedy nezamitame nulovou hypotézu na hladiné
vyznamnosti 0,05.

2[_1x
[ Starno
Fozdil mezi dvéma korelacnimi koeficienty
4 (T = B T = oy dednost _Yipaie!
r2 (0,00 EI Mz (10 EI P {* Oboustr.
Rozdil mezi dvéma primén [normalni rozdéleni]
P [o. @smndt 1, |§| N1:|T|§| p: 1,0000 Vipodet
Pz [0 [Esmodzfi. [ nefin [F ¢ Jednost
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Parametrické ilohy o dvou nezavislych nahodnych vybérech z normalnich rozloZeni

Motivace: V této situaci je nasim tkolem porovnat stfedni hodnoty ¢&i rozptyly dvou normalnich rozlozeni na zakladé znalosti dvou
nezavislych nahodnych vybéra potizenych z téchto rozlozeni. Zpravidla konstruujeme intervaly spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot
respektive hodnotime shodu stfednich hodnot pomoci dvouvyberového t-testu ¢i dvouvyberového z-testu a shodu rozptylti pomoci F-testu.

RozloZeni statistik odvozenych z vybérovych priaméra a vybérovych rozptylua

Méme dva nezavislé nahodné vybéry, prvni pochazi z rozlozeni N(p1, 61°) @ ma rozsah ny > 2, druhy pochazi z rozlozeni N(u,, 6,°) @ ma rozsah

(n, -DS,* +(n, - 1S,
n,+n,-2

Ny > 2. Oznacme Mj, M vybérové primery, S vybérové rozptyly a S vazeny primér vybérovych rozptyli.

Pak plati:
(n, -DS,° +(n, -8’

a) Statistiky My — My a S,.°= jsou stochasticky nezavislé.

n,+n, -2
M, —M, )= (u, -
b) U= ( 1 22) (le MZ) ~ N(0, 1). (Pivotova statistika U slouzi k feSeni uloh o pa- po, kdyz 61° a o,°zname.)
O %
nl n2

(n, +n, -2)S.’

2
(o)

2 _

¢) Necht 61% = 6,°=: ¢% pak K = ~%(ny+ nz- 2). (Pivotova statistika K slouzi k feseni uloh o nezndmém rozptylu 6°.)

(Ml_Mz)_(M_Hz)

d) Jestlize 61° = 6,2 = 6%, pak T = ~t(ny+ ny— 2). (Pivotova statistika T slouzi k feSeni tlloh o p3- po, kdyz ci’a 65

nezname, ale vime, zZe jsou shodné.)

= 812 /SZ2

2 2

; ~ F(ny — 1, n; — 1). (Pivotova statistika F slouzi k feSeni uloh o 612/ 022.)
G, /G,

e) F



Vysvétleni:

ad b) M;-M; je linearni kombinace nahodnych veli¢in s normalnim rozlozenim, ma tedy normalni rozlozeni s parametry
E(Mi-M2) = - po,

D(Ml-Mz) =01 2/n1+ (o) 2/n2.

U se ziska standardizaci M;-M,.

n n, -1)S ? . . T . v
adc) Ky = % v'(n-1) a K, = %~ v*(n,-1) jsou stochasticky nezavislé nadhodné veli¢iny, tedy K = Ky +Kj ~
7oy + Nz - 2).
(M, =M,)—(, —p,) n,+n, —2)S.’
add) U = : 022 621 = . N(0, 1), K= (n, ;2 ) ~ (N1 + Ny - 2) jsou stochasticky nezavislé, protoze My —
- + -
nl nZ
U M, -M,)—(p, —pn
M, a S.?jsou stochasticky nezavislé. T= K = (M, 21) ( i ) ~t(ny+ ny— 2).
- S* S R —
\n +n, -2 n, n,
2 2
(nl_l)Sl 2 (nz_l)Sz 2 c : 1 , ass
ad e) K; = T ~x°(n-1) a K = TN x"(n2-1) jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, tedy
1 2
e
= ?1S,°
K, —~F(n1 1, nz—l).
4 O1 lo,”



Priklad: Necht jsou dany dva nezavislé nahodné vybeéry, prvni pochazi z rozlozeni N(0,28; 0,09) a ma rozsah 16, druhy pochazi
z rozlozeni N(0,25; 0,04) a ma rozsah 25. Jaka je pravdépodobnost, ze vybérovy prumér 1. vybéru bude vétsi nez vybeérovy praimer

2. vyberu?
Reseni:
P(M, >M,)=P(M, ~M, >0)=1-P(M, - M, <0)=1-p| (M b 2) = ~ir) 0;*‘1 =
—1-p| U< 22202 |y by < 035204 =1- (-0,35) = ¥(0,35) = 0,63683
009 004
16 25

S pravdépodobnosti ptiblizné 63,7% je vyberovy praimér 1. vybéru vétsi nez vybérovy pramér 2. vybéru.
Vypocet pomoci systému STATISTICA:

2 2
(e} (o)
Statistika M; - M, se podle bodu (a) ¥idi rozloZenim N(p; — pa, n—l + n—z),
1 2

2 2

c,” _009 004
kde p; — pp = 0,28 — 0,25 = 0,03, n— n—z TR =0,007225 ;. statistika M; - M, ~ N(0,03;0,007225).
1 2

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom ptipadu. Do Dlouhého jména této proménné napiSeme
= 1-INormal(0;0,03;sqrt(0,007225)).
V proménné Prom1 se objevi hodnota 0,637934.




Intervaly spolehlivosti pro parametrické funkce -1, 6120, °
Uvedeme piehled vzorcii pro meze 100(1-0)% empirickych intervalti spolehlivosti pro parametrické funkce py - o , 617/ 65°.

a) Interval spolehlivosti pro ps-pip, kdyi 612 o,° zname (vVyuziti pivotové statistiky U)

Oboustranny (d h) (1’1’11 — My — ,— +——Upqp, M —My + , +— Us- 01/2)
Levostranny: (d, o) = (my — m, — f - +n— Ug-q, o)
1 2

Pravostranny: (-oo, h) = (-oo,m; — m; + o1 02 Uiq)

b) Interval spolehlivosti pro pi-piz, kdyZ 61> 6,° nezname, ale vime, Ze jsou shodné (vyuziti pivotové statistiky T)

Oboustranny:

1 1 1 1
(d,h) =(my—my —Sa [ —+— t1.an(N1+n2-2), My — my +s. |—+— t1.a2(N1+N2-2))
nl n2 nl nZ
Levostranny: (d, o) = (m; — m; —s. /niJrni t1-o(N1+Ny-2), o)
1 2

Pravostranny: (-oo, h) = (-0, my — m; + s. /i+i t1o(N1+N2-2))
nl n2



c) Interval spolehlivosti pro spoleny neznamy rozptyl o® (vyuziti pivotové statistiky K)

2 2
Oboustranny: (d, h) = ( (1 iy =2 (ny +n, —2)s. J

le—(x/Z(nl +Nn, —2)’X2a/2(n1 +N, _2)
2
(an +Nn, —2)s. o
,chx(nl +n, -2)
2

d) Interval spolehlivosti pro podil rozptylt 0—12 (vyuziti pivotové statistiky F)

G,

s,°1s,° s,°1s,° J

Frop (N =1n, -1) ’ Fun(Ng=1,n, 1)

Levostranny: (d, o) = (

Pravostranny: (-oo, h) = (—oo

Oboustranny: (d, h) = {

s,°1s,°
Levostranny: (d, o) = 12 , 00
Fo (N —1n, -1)

s,°1s,”
Pravostranny: (-oo, h) = | — o, L=z

Neni-li v bod¢ (b) splnén predpoklad o shod¢ rozptyll, lze sestrojit aspon priblizny 100(1-a)% interval
spolehlivosti pro p-o.

2 2 2
(s1 In; +s, /nZ) , 1 :
> . Neni-li v celé

(s.lzlnl)2 +(522/n2)
n, -1 n,-1

V tomto piipadé ma statistika T pfiblizn€ rozloZeni t( v ), kde pocet stupiti volnosti v =

Cislo, pouzijeme v tabulkach kvantilti Studentova rozlozeni linearni interpolaci.



Priklad: Ve dvou nadrzich se zkoumal obsah chloru (v g/1). Z prvni nadrze bylo odebrano 25 vzorku, z druhé nadrze 10
vzorkil. Byly vypo&teny realizace vyb&rovych praiméri a rozptyld: my = 34,48, m, = 35,59, s,° = 1,7482, s,* = 1,7121.
Hodnoty zjisténé z odebranych vzorkii povaZujeme za realizace dvou nezavislych nahodnych vybéra z rozloZeni N(w, ¢°) a
N(uo, 0°). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro rozdil stiednich hodnot p; - p,.

Reseni:
Uloha vede na vzorec z bodu (b). Vypoéteme vazeny priamér vybérovych rozptyli a najdeme odpovidajici kvantily
Studentova rozlozeni:

2 2
- (N, —1s," +(ny —1)s,”  24-17482+9-17121 _ 17384, to o75(33) = 2,035
ng+n,—2 33

Dosadime do vzorct pro dolni a horni mez intervalu spolehlivosti:

d= m;—My—s.. ’i+i tl_a/z(n1+n2-2) =
nl n2

= 34,48-35 59 - /17384 - %+%.2,035 =-2114

h = m;—my+ S«]/i+i t1-an(Ni+ne-2) =
nl nZ

= 34,48-35 59 +/17384 - /%+% 12,035 = -0.106

2,114 g/l < g - up < -0,106 g/l s pravdépodobnosti aspon 0,95.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych d a h a jednom ptipadu.

Do Dlouhého jména proménné d napiSeme
=34,48-35,59-sqrt((24*1,7482+9*1,7121)/33)*sqrt((1/25)+(1/10))*VStudent(0,975;33)
Do Dlouhého jména proménné h napiSeme

=34,48-35,59+
sqrt((24*1,7482+9*1,7121)/33)*sqrt((1/25)+(1/10))*V Student(0,975;33)

1 2
d h
1] -2,1136¢ -0,1063:.

S pravdépodobnosti aspon 0,95 tedy -2,114 g/l <, - pp <-0,106 g/l.




Piiklad: V piedeslém prikladd nyni predpokladame, Ze dané dva ndhodné vybéry pochazeji z rozloZzeni N(u, 61%) a
N(2, 62°). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro podil rozptyli.

Reseni:
Uloha vede na vzorec z bodu (d).
g 5,°/s,’ _L17482/1,7121 _17482/1,7121 _ .
B Fron (nl -1n, -1 Fo,975(2419) 3,6142 ’
. s’ /s,” _17482/17121 17482/17121 17482/17121 .

TF,( 1N, —1)  Fo(249)  1/F,..(9,24)  1/2,7027
2

0,28< 21 <2765 pravdépodobnosti aspon 0,95.

2
G,

Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych d a h a jednom piipadu.

Do Dlouhého jména proménné d napiSeme

=(1,7482/1,7121)/VF(0,975;24;9)

(Funkce VF(x;ny;omega) pocita x-kvantil Fisherova — Snedecorova rozlozeni F(ny, omega).)
Do Dlouhého jména proménné h napiSeme

=(1,7482/1,7121)/\VF(0,025;24;9)

1 2
d h
1] 0,28252 2,75969:

S pravddpodobnosti aspoti 0,95 tedy plati: 0,28 < 6,°/ 65> < 2,76.




Jednotlivé typy testii o parametrickych funkcich p;-pi,, 61°/05

a) Necht' X,y,..., Xy, je ndhodny vybér z rozlozeni N(yy, o1?)a Xype. oy X 2n, j€ Na ném nezavisly nahodny vybér z
rozlozeni N(up, 022), pfiCemZzn; >2,n,>2a 612, 022 zname. Necht ¢ je konstanta.

Test Ho: py — pp = ¢ proti Hy: py — pp #c¢ se nazyva

b) Necht X,;,..., Xy, je ndhodny vybér z rozlozeni N(s, 6°) @ Xq,-.., Xy, je na ném nezavisly nihodny vybér rozlozeni
N(ue, 02), pficemzn; >2an,>2a o° nezname. Necht’ ¢ je konstanta.

Test Ho: ny — pp = ¢ proti Hy: pg — pp #c¢ se nazyva

¢) Necht Xi;,..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni N(p, 612) a Xyppeens X 2n, j€ na ném nezavisly ndhodny vybér
rozlozeni N(up, 022), pricemz n; > 2 an,> 2. Test Hy: 6—122 =1 proti Hy: 6—12 # 1 se nazyva

2
G, G,



Provedeni testii o parametrickych funkcich p;-p,, 012/02 2 pomoci kritického oboru

Vypocteme realizaci testového kritéria t, = w :

Stanovime kriticky obor W.
Pokud ty € W, Hy zamitdme na hladin¢€ vyznamnosti o a pfijimame Hj.

Oboustranny test: Testujeme Ho: py - po = ¢ proti Hy: py - pp = C. Kriticky obor ma tvar: W = (— 0, — Ul,a/2> O <U1,a,2,00).
Levostranny test: Testujeme Ho: py - pp = ¢ proti Hy: py - pp < ¢. Kriticky obor ma tvar: W = (— 00, — Ul_a> :

Pravostranny test: Testujeme Hg: py - pz = € proti Hy: yy - pp > c. Kriticky obor ma tvar: W = <U1_a,00).



Vypocteme realizaci testoveho kritéria L= 1 1

Stanovime kriticky obor W.
Pokud ty € W, Hg zamitame na hladiné vyznamnosti o a pfijimame Hj.

Oboustranny test: Testujeme Ho: py - g = € proti Hy: py - pp = . Kriticky obor ma tvar:
W= (_Oor_tl—a/z(nl +Nn, - 2)> U<t1—a/2(nl +Nn, - 2),00).

Levostranny test: Testujeme Ho: py - po = ¢ proti Hy: py - po < ¢. Kriticky obor ma tvar: W= (— o,—1,_, (nl +n, —2)> :
Pravostranny test: Testujeme Hg: ps - pp = ¢ proti Hy: py - pp > ¢. Kriticky obor ma tvar: W = <t1_a (nl +n, —2), 00).



2

Vypocteme realizaci testoveho kritéria t, == .

SZ
Stanovime kriticky obor W.
Pokud ty € W, Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti o a ptijim. . . . .
(o) 2 (@) 2
Oboustranny test: Testujeme Ho: — = 1 proti Hy: — = 1. Kriticky obor ma tvar:
o )

W= (O’F(x/Z( —1n, - 1)>U<F1 212(Ny =1,n, —1),e0).
2 2
Levostranny test: Testujeme Ho: —L- =1 proti Hy: 2L < 1. Kriticky obor ma tvar: W = (0, F,(n,-1n, —1)>.
52 52
2 2
Pravostranny test: Testujeme Ho: 6—12 =1 proti Hy: 6—12 > 1. Kriticky obor m4 tvar: W= <F1_a (nl -1n, —1),00).

G, G,



Priklad: V restauraci "U bilého konic¢ka" méfili ve 20 piipadech ¢as obsluhy zdkaznika. Vysledky v minutach: 6, 8, 11,4, 7, 6, 10,6, 9, 8, 5, 12,
13,10,9,8,7, 11, 10, 5. V restauraci "Zlaty lev" bylo dané pozorovani uskutecnéno v 15 ptipadech s témito vysledky: 9, 11, 10, 7, 6, 4, 8, 13, 5,
15,8, 5, 6, 8 7. Za ptedpokladu, Ze uvedené hodnoty pochazeji ze dvou normalnich rozlozeni, na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze
sttedni hodnoty doby obsluhy jsou v obou restauracich stejné.

ReSeni:
Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme nulovou hypotézu Ho: p1 - po = 0 proti oboustranné alternativé Hiy: py — pp # 0. Je to tilloha na dvouvybé-
rovy t-test. Pfed provedenim tohoto testu je vSak nutné pomoci F-testu ovétit shodu rozptyla. Na hladiné vyznamnosti 0,05 tedy testujeme Ho:

2 2

OL =1proti Hy 21 # 1. Nejprve vypocteme m; = 8,25, m, = 8,13, 5> = 6,307, 5> = 9,41,

G2 o)
n,—1s,” +(n, -1)s,’ - :
s.2 = (n, =Bs, +(n, ~1)s, _19-6,307+14-9,41 7,623. Podle vzorce z bodu (c) vypodteme realizaci testové statistiky:
n,+n,-2 33
2
S »
t,=—= G07 =0,6702. Stanovime kriticky obor:
S, 9,41

W= <0’ Fa/2(nl -1n, _1)> U<Fl—a/2(nl -1n, —l), OO) = <0’ Fo,025(19'14)> Y <F0,975(19’14)’ OO)Z

=(0,1/F, 4,5(14,19)) U (F, 4;5(19,14),0) = (0,1/ 2,6469) L (2,8607, 0) = (0;0,3778) L (2,8607, )
Protoze se testova statistika nerealizuje v kritickém oboru, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05. Rozptyly tedy mizeme

povazovat za shodné.
Nyni se vratime k dvouvybérovému t-testu. Podle vzorce z bodu (b) vypocteme realizaci testové statistiky:

_m-m,—¢c_ 8,25-813 0124

1 1 1 1
e —+— 7,623 | —+—
> n, ’ n, 20 ’ 15
Stanovime kriticky obor:
W= (_ 0, =1 4/ (nl +N, — 2)> Y <tl—a/2 (n1 +n, - 2)’ oo) = (_ %0, = to,975(33)> Y <to,975(33)1 OO) =

= (~ 00, 2,035) (2,035, )
ProtoZe testova statistika se nerealizuje v Kritickém oboru, nulovou hypotézu nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

t,



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych a 35 ptipadech. Prvni proménnou nazveme OBSLUHA, druhou ID. Do promé&nné
OBSLUHA napiSeme nejprve doby obsluhy v prvni restauraci a poté doby obsluhy ve druhé restauraci. Do proménné ID, ktera slouZi k rozliSeni
prvni a druhé restaurace, napiSeme 20 krat jednicku a 15 krat dvojku.

Provedeme dvouvybérovy t-test soucasné s testem o shodé rozptyla: Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — t-test, nezavislé, dle skupin — OK,
Proménné —Zavislé proménné OBSLUHA, Grupovaci proménna ID — OK.

Po Kkliknuti na tla¢itko Souhrn dostaneme tabulku

t-testy; grupovano: ID (restaurace)

Skup. 1:1

Skup. 2: 2

Primér | Primér t sV p Poc¢.plat|Poc.plat.|Sm.odch. [Sm.odch. |F-pomér p
Proménna 1 2 1 2 1 2 rozptyly | rozptyly
OBSLUHA| 8,25000' 8,13333. 0,12373 33 0,90227 20 15 2,51050. 3,06749 1,49295; 0,41044

Vidime, Ze testova statistika pro test shody rozptylu se realizuje hodnotou 1,492952 (je to pfevracena hodnota k ¢islu 0,6702, které jsme
vypocitali pti ruénim postupu), odpovidajici p-hodnota je 0,41044, tedy na hladin¢ vyznamnosti 0,05 nezamitadme hypotézu o shod¢ rozptyl.
(Upozornéni: v piipadé zamitnuti hypotézy o shodé rozptyli je zapotiebi v tabulce t-testu pro nezavislé vzorky dle skupin zaskrtnout volbu Test
se samostatnymi odhady rozptylu.)

Dale z tabulky plyne, Ze testova statistika pro test shody stfednich hodnot se realizuje hodnotou 0,12373, pocet stupiii volnosti je 33,
odpovidajici p-hodnota 0,902279, tedy hypotézu o shodé sttednich hodnot nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05. Znamena to, Ze s rizikem
omylu nejvyse 5% se neprokazal rozdil ve stiednich hodnotach dob obsluhy v restauracich "U bilého konicka" a ,,Zlaty lev*.

Tabulku jesté doplnime krabicovymi diagramy. Na zaloZce Detaily zaskrtneme krabicovy graf a vybereme volbu Pramér/SmOdch/Min-Max.

Krabicovy graf z obsiuha seskupeny id
restaurace.ta 2v-35¢

S

L T ,

o Pramér
O Pramér:SmOdch
T Min-Max
© Odlehlé
:t Extrémy

1 2

Z grafu je vidét, ze primérna doba obsluhy v prvni restauraci je nepatrné del$i a ma mensi variabilitu nez ve druhé restauraci. Extrémni ani
odlehlé hodnoty se zde nevyskytuji.



