Analyza rozptylu jednoduchého tiridéni

Motivace: Zajimame se o problém, zda Ize urcitym faktorem (tj. nominalni nahodnou veli¢inou A) vysvétlit variabilitu po-
zorovanych hodnot nahodné veli€iny X, ktera je intervalového ¢1 pomérového typu. Napi. zkoumame, zda metoda vyuky
urcitého predmétu (faktor A) ovlivituje poc€et bodilt dosazenych studenty v zavére€ném testu (ndhodna velicina X).
Ptedpokladame, ze faktor A ma r > 3 Grovni a pfitom i-t¢ trovni odpovida n; pozorovani X,...,X;, , které tvofi nahodny
vybér z rozlozeni N(wi, 6°), 1= 1, ..., r a jednotlivé ndhodné vybdry jsou stochasticky nezavislé, tedy Xij = Wi T &ij, kde & jsou
stochasticky nezavislé ndhodné veliiny s rozloZzenim N(O, (52), 1i=1,..,r,)j=1, ..., n;

Vysledky lze zapsat do tabulky

faktor A | vysledky
uroven 1 | X;,,..., Xy,

uroven 2 | X,y,.., Xy,

aroven r | X,..., X,
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Na hladiné vyznamnosti o testujeme nulovou hypotézu, ktera tvrdi, Ze vSechny stfedni hodnoty jsou stejné, tj.
Ho: wy = ... = W, proti alternativni hypotéze Hy, ktera tvrdi, Ze aspon jedna dvojice stiednich hodnot se lisi.
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Jedna se tedy o zobecnéni dvouvybéroveho t-testu a na prvni pohled se zda, ze staci utvorit (2} dvojic ndhodnych vybéru a

na kazdou dvojici aplikovat dvouvybérovy t-test. Hypotézu o shodé vsech stiednich hodnot bychom pak zamitli, pokud
aspon v jednom piipad¢ z (;j porovnavani se prokaze odlisnost stfednich hodnot. Odtud je vidét, Ze k neopravnénému za-

mitnuti nulové hypotézy (tj. k chybé 1. druhu) mize dojit s pravdépodobnosti vétsi nez a. Proto ve 30. letech 20. stoleti vy-
tvofil R. A. Fisher metodu ANOVA (analyza rozptylu, v popsané situaci konkrétné analyza rozptylu jednoduchého tfidéni),
ktera uvedenou podminku spliiuje.

Pokud na hladin€ vyznamnosti o zamitneme nulovou hypotézu, zajima nas, které dvojice sttednich hodnot se od sebe 1isi.

K feseni tohoto problému slouzi metody mnohonasobného porovnavani, napt. Scheff¢ho nebo Tukeyova metoda.
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Oznaceni:
V analyze rozptylu jednoduchého tiidéni se pouziva tzv. teckova notace.

r
n=>n,; ... celkovy rozsah vSech r vybéri
i=1

X, = lelxii ... soucet hodnot v i-tém vybéru
j=

M, = iXi_ ... vybérovy pramér v i-tém vybéru
n;

r o n;

X = Z;Zl:xij ... souCet hodnot v8ech vybéra
i=1 j=
1

M ==X ... celkovy pramér vSech r vybéra
n



Zavedeme soucty ¢tvercii

S, = ZZ(Xij - M._)2 ... celkovy soucet ¢tvercu (charakterizuje variabilitu jednotlivych pozorovani kolem celkového primé-
i=1 j=1

ru),

pocet stupni volnosti fr =n—1,

S, =>.n; (M, =M _)* ... skupinovy soucet ¢tvercti (charakterizuje variabilitu mezi jednotlivymi ndhodnymi vybeéry),
i=1

pocet stupiii volnosti fa =r— 1.
S¢itanec (M, —M ) piedstavuje bodovy odhad efektu a;.

Se =3 > (X, —M, J ... rezidudlni soucet &tvercii (charakterizuje variabilitu uvniti jednotlivych vybéra),
i=1 j=1

pocet stupiii volnosti fe =n - .

Lze dokazat, ze St = Sa + Sk.
(Dtikaz je proveden napt. ve skriptech Budikova, Mikolas, Osecky: Popisna statistika v poznamce 5.20.)



Testovani hypotézy o shodé strednich hodnot

Nahodné veli¢iny Xj; se fidi modelem
MO: Xij =pnto;t &jj
proi=1,...,r,j=1, ..., nj, pficemz
&ij Jsou stochasticky nezavislé nahodné veliCiny s rozlozenim N(O, o),
1 je spole¢na Cast stiedni hodnoty zavisle proménné veliciny,
a; je efekt faktoru A na arovni 1.
Parametry ., o nezname.
Pozadujeme, aby platila tzv. reparametrizacni rovnice: » ‘no; =0.
i=1
(Pokud je tfidéni vyvazeng, tj. pokud maji vSechny vybéry stejny rozsah: n; = n, = ... = n,, pak lze pouzit zjednodusenou
podminku » o; =0.)

i=1



Kdyby nezalezelo na faktoru A, platila by hypotéza a; = ... = a, = 0 a dostali bychom model

M1: Xij =pu+ Eij-

Béhem analyzy rozptylu tedy zkoumame, zda vybérové priiméry My, ..., M; se od sebe lisi pouze v mezich nahodného ko-
lisani kolem celkového priméru M nebo zda se projevuje vliv faktoru A.

Rozdil mezi modely MO a M1 ovéfujeme pomoci testove statistiky
S, /f,
S /f.
neme na hladiné vyznamnosti o, kdyz plati: Fo> Fy_,(r-1,n-r).

I:A

, ktera se fidi rozlozenim F(r-1,n-r), je-li model M1 spravny. Hypotézu o nevyznamnosti faktoru A tedy zamit-

Vysledky vypocti zapisujeme do tabulky analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni.

Zdroj variability | soucet ¢tvercti | stupné volnosti | podil Fa
Skupiny Sa fA =r-1 SA/fA M
SE /fE
rezidualni Sk fE =Nn-r SE/fE =
celkovy St fr=n-1 - -

14 14 . . /4 /4 W O W Wwe 14 4 . S 4 14
Silu zavislosti nahodné veli¢iny X na faktoru A mizeme méfit pomoci poméru determinace: P? = =2, Nabyva hodnot
T

z intervalu (0,1).



Testovani hypotézy o shodé rozptyli
Pted provedenim analyzy rozptylu je zapotiebi ovéfit predpoklad o shodé rozptylt v danych r vybérech.

Polozme Z; = ‘Xij — Mi.‘. Oznacime

1y
MZI __Zzij’
n; =1
M, :l I Zip
L
SZE = (Zij - Mz. 1

Plati-1i hypotéza o shod¢ rozptylt, pak statistika
Fou = Sp/l=1) F(r-1, n-r).
SZE / (I’l - I‘)
Hypotézu o shodé rozptylt tedy zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti a, kdyz Fza > F1.,(r-1, n-r).
(Leventv test je vlastné zaloZen na analyze rozptylu absolutnich hodnot centrovanych pozorovani. Vzhledem k tomu, Ze
nahodné veli¢iny Xj; — M; nejsou stochasticky nezavislé a absolutni hodnoty téchto veli¢in nemaji normalni rozlozeni, je

Leventv test pouze aproximativni.)



je modifikaci Levenova testu. Modifikace spoc¢iva v tom, ze misto vybérového pruméru i-tého
vybéru se pii vypoctu veliCiny Z; pouziva median i-t€ho vybéru.

Plati-1i hypotéza o shod¢ rozptylli a rozsahy vSech vybéri jsou vEtsi nez 6, pak statistika

B—L (n—r)InS*z—zr:(ni—l)ln S’ | se asymptoticky fidi rozlozenim y?(r —1). Pfitom konstanta C =1+ 1 zr: 1 11,
C = (r-)\&n, -1 n-r

S.2 je vazeny pramér vybérovych rozptyli.
Hy zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz B se realizuje v kritickém oboru W = <x21_a (r-1),00).



Post — hoc metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li na hladiné vyznamnosti a hypotézu o shod¢ stiednich hodnot, chceme zjistit, které dvojice stfednich hodnot se
1i§i na dané hladin€ vyznamnosti a, tj. na hladiné vyznamnosti o testujeme Hg: = p proti Hy: py # pk pro vSechna l, k=1,
L 1T£k

a) Maji-li vSechny vybeéry tyz rozsah p (fikame, Ze tfidéni je vyvazené), pouzijeme

My =M,
Testova statistika ma tvar S. . Rovnost stfednich hodnot p a py zamitneme na hlading vyznamnosti a, kdyz

Jp
My —M,|

S, >q,,(rn- r)’ kde hodnoty q;.,(r, n-r) jsou kvantily studentizovaného rozpéti a najdeme je ve statistickych ta-

Jp

Xy —X
bulkach. (Studentizované rozpéti je nahodna veli¢ina Q = % )
Existuje modifikace Tukeyovy metody pro nestejné rozsahy vybéri, nazyva se Tukeyova HSD metoda. V tomto ptipadé ma
» LA | |
testova statistika tvar (1 1\ Rovnost sttednich hodnot i a w zamitneme na hladiné vyznamnosti a, kdyz
S* N - -
2 L n, n j
M, -M
MM, (=)

5*1(1+1j
2{n, n,



b) Nemaji-li vSechny vybéry stejny rozsah, pouzijeme : rovnost stfednich hodnot ik a | zamitneme na
hladin€ vyznamnosti a, kdyz

M, —M,| ZS*\/(r—l)(i+iJFla(r—l, n—r),

n, N

Vyhodou Scheffého testu je, ze k jeho provedeni nepotiebujeme specialni statistické tabulky s hodnotami kvantilti studenti-
zovaného rozpéti, ale staci bézné statistické tabulky s kvantily Fisherova — Snedecorova rozlozeni.

V piipade vyvazeného tiidéni, kdy Ize aplikovat Tukeyovu i1 Scheffého metodu, pouzijeme tu, kterd je citlivéjsi. Tukeyova
metoda tedy bude vyhodnéjsi, kdyz
Qo (r, N-r) < 2(r-1)F1.4(r-1, n-r).

Metody mnohonasobného porovnavani maji obecné mensi silu nez ANOVA.

Mtuze nastat situace, kdy pfi zamitnuti Hy nenajdeme metodami mnohonasobného porovnavani vyznamny rozdil u zadné
dvojice stfednich hodnot. K tomu dochazi zvlasté tehdy, kdyz p-hodnota pro ANOVU je jen o malo niz$i nez zvolena hladi-
na vyznamnosti. Pak slabsi test patiici do skupiny metod mnohonasobného porovnavani nemusi odhalit Zadny rozdil.



Doporuceny postup pri provadéni analyzy rozptylu:

a) Oveéreni normality danych r ndhodnych vybéra (grafické metody - NP plot, Q-Q plot, histogram, testy hypotéz o normal-
nim rozlozeni - Lilieforsova varianta Kolmogorovova — Smirnovova testu nebo Shapirtv — Wilkiv test).

Doporucuje se kombinace obou zptisobll. Zavéry uc¢inime az na zéklad¢ posouzeni obou vysledki.

Obecné lze fici, Ze analyza rozptylu neni ptili§ citliva na poruseni predpokladu normality, zvlasté pti vétSich rozsazich vybé-
i (nad 20), coz je dusledek plisobeni centralni limitni véty. Mirné poruseni normality tedy neni na zavadu, pii1 vétSim poru-
Seni pouzijeme napft. Kruskaltiv — Wallistiv test jako neparametrickou obdobu analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni.

b) Po ovéfeni normality se testuje homogenitu rozptylu, tj. piedpoklad, ze vSechny nahodné vybéry pochazeji z normalnich
rozloZeni S tymZ rozpylem. Graficky ovéfujeme shodu rozptyli pomoci krabicovych diagramii, kdy sledujeme, zda je Sitka
krabic stejna. Numericky testujeme homogenitu rozptyli pomoci Levenova testu, Brownova — Forsytheova testu (oba jsou
implementovany ve STATISTICE, Browniiv — Forsythetv test v MINITABu) ¢i Bartlettova testu (je k dispozici

v MINITABU).

Slabé poruseni homogenity rozptyld nevadi, pfi vétSim se doporucuje medianovy test.

c¢) Pokud jsou splnény piedpoklady normality a homogenity rozptylli, miizeme ptistoupit k testovani shody stiednich hodnot.
Pfedtim je samoziejmé vhodné vypocitat priiméry a smérodatné odchylky ¢1 rozptyly v jednotlivych skupinach.

d) Dojde-li na zvolené hladin€ vyznamnosti k zamitnuti hypotézy o shod¢ stiednich hodnot, zajima nas, které dvojice stied-
nich hodnot se od sebe lisi. K feSeni tohoto problému slouzi post-hoc metody mnohonasobného porovnavani, napi. Scheffé-
ho nebo Tukeyova metoda.



Piiklad: U ¢tyt odriid brambor (oznacenych symboly A, B, C, D) se zjistovala celkova hmotnost brambor vyrostlych vzdy
Z jednoho trsu. Vysledky (v kg):

odrada hmotnost

A 0,9 0,8 0,6 0,9

B 1,3 10 1,3

C 131516 1115
D 1,1 1,2 1,0

Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze sttedni hodnota hmotnosti trsu brambor nezavisi na odrid¢. Zamitnete-li
nulovou hypotézu, zjistéte, které dvojice odriid se lisi na hladin¢ vyznamnosti 0,05.



Reseni:
Data povazujeme za realizace Ctyt nezavislych ndhodnych vybéra ze ctyt normélnich rozloZeni se stejnym rozptylem.
Testujeme hypotézu, Ze vSechny Ctyii sttedni hodnoty jsou stejné.

Vypo&itame ‘M, =0,8,M, =12, My =14, M, = 1,1,
M =114,
:$,2=0,02, S, =0,03, S5 = 0,04, S, = 0,01,

r

2
> (n; -1), _3:0,02+2:0,03+4-004+2.001 _ 3

:S*Z = = 20’027!
n—r 11 110
3
.S =(n-rB8,°*=11-—> =03
- E ( )S 110 )

S, = Zr:ni(Mi_ ~M ) =4-(08-114)" +3-(1.2-114)* +5-(1,4-114)* +3-(11-114)* = 0,816
i=1
:St=Sa+Sg=0,816 + 0,3 =1,116,
S,/f, 0816/3
oA A ) =9,97,
S./fe  03/11

Kriticky obor W = <F0’95(3,11), o) = (359, ). ProtoZe testové statistika se realizuje v kritickém oboru, Hy zamitame na

hladin¢€ vyznamnosti 0,05.
Vypocteme . p2->a 0816 0,7312
s, 1116



Vysledky zapiSeme do tabulky ANOVA:

Zdroj variability | Soucet étverci | Stupné volnosti | podil Fa

skupiny Sa=0,816 3 Sal3=0,272 Sp/(r-1) _ a6
Sg/(n-r)

rezidualni Se=0,3 11 Sg/11 =0,02727 | -

celkovy St=1,116 14 - -

Nyni pomoci Scheffého metody zjistime, které dvojice odrid se lisi na hladiné vyznamnosti 0,05.

Srovnévané odriidy | Rozdily [M, —M,| | Pravé strana vzorce
A, B 0,4 0,41
A, C 0,67 0,36
A, D 0,3 0,41
B, C 0,2 0,40
B, D 0,1 0,44
C,D 0,3 0,40

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 se liSi odridy A a C.




Reseni pomoci systému STATISTICA

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych X a odrtida a 15 ptipadech. Do proménné X zapiSeme zjiSténé hmotnosti,
do proménné odrtida kody pro dané odriidy (1 pro A, 2 pro B, 3 pro C a 4 pro D).

1 2
X odruda

1 0,9 A

2 0,8 A

3 0,6 A

4 0,9 A

5 1,3B

6 1B

7 1,3/B

8 1,3C

9 1,5C

10 1,6 C

11 1,1C

12 1,5C

13 1,1D

14 1,2D

15 1D




Ovéfime normalitu danych ¢tyt nahodnych vybérti pomoci N-P plotu:

Ocekavana normalni hodnota

04 0,6 08 10 12 14 16 18 04 0,6 08 10 12

odruda: A odruda: B

Ocekavana normalni hodnota

04 0,6 08 10 12 14 16 18 04 0,6 08 10 12

odruda: C odruda: D

Odchylky od normality jsou jen nepatrné.



Vypocteme vyberové primeéry a vyberové rozptyly:
Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Rozklad & jednofakt. ANOVA — OK — Proménné — Zavislé — X, Grupovaci -
odrida — OK — Skupiny tabulek - zaskrtneme Rozptyly - Vypocet.

RozkKadova tabulka popisnych statistik (priklad83!

N=15 (V seznamu zav. prom. nejsou ChD)

odruda X X X X
pramér | N [Sm.odch. | Rozptyl

A 0,800001 4/ 0,141420,02000¢
B 1,200001 3/ 0,17320' 0,03000:¢
C 1,400001 5 0,200001 0,040001
D 1,100001 3 0,10000¢ 0,01000:!
V§.skup. 1,140001 15 0,28233 0,07971.

Nyni ovéfime predpoklad shody rozptyld.
Na zaloZce Skupiny tabulek zaSkrtneme Leventiv test — Vypocet.

Levenelyv test homogenity rozpyll (prikad8301)
Oznac. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC S\, PC sC S\Y; PC F p
Proménna| efek |efek | efekt chyba |chyba | chyba
X 0,01866 3 0,00622; 0,06533. 11 0,00593'1,04761' 0,41002

Vidime, ze p-hodnota Levenova testu je 0,41, tedy vétsi nez hladina vyznamnosti 0,05. Hypotézu o shod¢ rozptyli
nezamitadme na hladin€ vyznamnosti 0,05.



Ptistoupime k testu hypotézy o shod¢ sttednich hodnot.
Na zalozce Skupiny tabulek zaSkrtneme Analyza rozptylu — Vypocet.

Analyza rozptylu (priklad8301)
Oznac. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC SV PC sC 5V, PC F p
Proménna| efek |efek | efek chyba |chyba | chyba
X 0,81600! 3/ 0,272001 0,30000! 11/0,027279,97333: 0,00180!

Jelikoz p-hodnota = 0,001805 je mensi nez hladina vyznamnosti 0,05, hypotézu o shod¢ sttednich hodnot zamitdme na
hladin¢€ vyznamnosti 0,05.






Nyni aplikujeme Scheffého metodu mnohondsobného porovnavani, abychom zjistili, ktere dvojice odriid se lisi na hladiné
vyznamnosti 0,05. Na zaloZce Post — hoc zvolime Scheffetv test.

Scheffeho test; promén.:X (prikad8301)
Oznac. rozdily jsou vyznamné na hlad. p <,05
{1} 2} {3} {4}
odruda M=,8000(/M=1,200(|M=1,400(|M=1,100(
A {1} 0,05916! 0,00195/| 0,19046:
B {2} | 0,05916! 0,46453  0,90550:
C {3} | 0,00195/ 0,46453 0,16349

D {4} | 0,19046:. 0,90550. 0,16349

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro vzajemné porovnani stiednich hodnot hmotnosti vSech ¢tyt odrid. Vidime, ze na hladiné
vyznamnosti 0,05 se lisi odridy A, C.



Vyznam piedpokladi v analyze rozptylu

a) — velmi dalezity predpoklad, musi byt splnén, jinak dostaneme nesmysiné
vysledky.
b) — ANOVA neni ptilis$ citlivd na poruSeni normality, zvlast’ pokud maji vSechny vybéry rozsah nad 20

(dtsledek centralni limitni véty). Pfi vyraznéjSim poruseni normality se doporucuje Kruskaliiv — Wallisiv test.

C) — mirné poruseni nevadi, pfi vétSim se doporucuje Kruskaltiv — Wallistv test. Test shody rozptyld ma
smysl provadét az po ovéreni predpokladu normality.



Neparametrické testy o medianech

Motivace: Pti aplikaci t-testt ¢i analyzy rozptylu by mély byt splnény urcité predpoklady:

- normalita dat (pro vybéry vétSich rozsahti (n > 30) nema mirné poruseni normality zdvazny dopad na vysledky)

- homogenita rozptyla

- intervalovy ¢i pomérovy charakter dat

Pokud nejsou tyto predpoklady splnény, pouzijeme tzv. neparametrické testy, které nevyzaduji predpoklad o konkrétnim
typu rozlozeni (napf. normalnim), staci napt. predpokladat, Ze distribu¢ni funkce rozlozeni, z néhoz ndhodny vybér pochazi,
j€ spojita.

Nevyhoda - Ve srovnani s klasickymi parametrickymi testy jsou neparametrické testy slabsi, tzn., Ze nepravdivou hypotézu
zamitaji s mensi pravdépodobnosti nez testy parametrické.

V této kapitole se omezime na ty neparametrickeé testy, které se tykaji medianti.



Jednovybérové testy (Jde o neparametrické obdoby jednovybérového t-testu a parového t-testu.)

Znaménkovy test a jeho asymptoticka varianta

Necht’ X,,...,X, je ndhodny vybér ze spojitého rozlozeni. Necht’ x,, je medidnem tohoto rozloZeni a c je realna konstanta.
Testujeme hypotézu H, : x, -, =c proti oboustranné alternativé H, : x,, # ¢ (resp. proti levostranné alternativé

H, : Xy, < CTesp. proti pravostranné alternativé H, : x,., > c).

Znaménkovy test se nejcastéji pouziva jako parovy test, kdy mame nahodny vybér ze spojitého dvourozmérného rozlozeni
(éjj(é:} a testujeme hypotézu o rozdilu medianti, tj. H; :Xqs0 — Vo5 =C Proti H, : X5, —Yos0 =€ (resp. proti jednostran-
nym alternativam). Pfejdeme k rozdilim zZ, =X, -Y,,...,Z, =X, - Y, atestujeme hypotézu o medianu téchto rozdilu, t;.
H,:z,5 =C.

a) Utvorime rozdily D, = X, —cpro jednovybérovy test resp. D, = Z, —cpro parovy test, i =1,...,n. (Jsou-li nékteré rozdily nu-
lové, pak za n bereme jen pocet nenulovych hodnot.)

b) Zavedeme statistiku S,", ktera udava pocet téch rozdilt D;, které jsou kladné. S, je souc¢tem nahodnych veli¢in

s alternativnim rozlozenim (i-t4 veli¢ina nabyva hodnoty 1, kdyz i-ty rozdil je kladny a hodnoty 0, kdyZ je zaporny). Plati-li
Ho, pak pravdépodobnost kladného i zdporného rozdilu je stejnd, tedy S, ~ Bi(n,). Z vlastnosti binomického rozlozeni
plyne, ze E(Sz*)z 1, D(S;)z a,

c¢) Stanovime kriticky obor.

Pro oboustrannou alternativu: W =(0,k;) u(k,,n), pro levostrannou alternativu: W =(0,k,), pro pravostrannou alternativu:
W=(k,,n).

(Nezaporna cela c¢isla kj, k; pro oboustranny test i pro jednostranné testy lze najit v tabulkové ptiloze. Pozor — ¢isla ky, K,
pro oboustrannou alternativu jsou jina nez pro jednostranné alternativy! )

d) Ho zamitdme na hladin€ vyznamnosti o, kdyz S," e W.



Pro velka n (prakticky n > 20) Ize vyuzit asymptotické normality statistiky S,".

s, —E[S,") S, -1 : : L
Z jz = 2 ma za platnosti Hy asymptoticky rozlozeni N(0,1).

\/%

Kriticky obor pro oboustranny test: W = (— 00,—Uy_y /5 ) U(Uy_g/5,9).

Testova statistika U, =

Kriticky obor pro levostranny test: W = (— 00, — Uy ).
Kriticky obor pro pravostranny test: W =(u,_,,).

Aproximace rozlozenim N(0,1)se zlepsi, kdyZ pouZijeme tzv. . Testova statistika pak ma

4

ﬂ i i v W W W W W W r w7 W
tvaru, =—%2—2—2% pricemz i pficteme, kdyz S,” <2 a odecteme v opa¢ném piipade.

INE)



Priklad
U 9 ndhodn¢ vybranych manzelskych parti byl zjistén priméerny ro¢ni piijem (v tisicich K¢).

Cislo paru 1 (2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9
piijem manzela | 216 | 336 | 384 | 432 | 456 | 528 | 552 | 600 | 1872
ptijem manzelky | 336 | 240 | 192 | 336 | 384 | 288 | 960 | 312 | 576

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze medidny piijmi manzelt a manzelek jsou stejné.

ReSeni:

Jedna se o parovy test. Vypocteme rozdily mezi piijmy manzelli a manzelek, ¢imz ulohu pirevedeme na jednovybérovy test.
Testujeme H, :z,, = 0 proti oboustranné alternativé H, :z,, =0, kde z,, je medidn rozlozeni, z n¢hoz pochazi rozdilovy
nahodny vybér Z, =X, -Y,,....,Zg =X, - Y,.

Vypoctené rozdily x; —y,:-120 96 192 96 72 240 -408 288 1296

Testova statistika S," = 7.

Ve statistickych tabulkach najdeme pro n=9a o =0,05 kritické hodnoty k, =1, k, =8.

Protoze kriticky obor W =(0,1)(89) neobsahuje hodnotu 7, nemizeme Hy zamitnout na hladiné vyznamnosti 0,05.

Neprokazaly se tedy vyznamné rozdily v medidnech pfijmii manZelli a manzelek.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 9 ptipady. Do proménné X napiSeme piijmy manzell,, do proménné
Y pfijmy manzelek.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorki — OK — 1. seznam proménnych X, 2. seznam
proménnych Y — OK — Znaménkovy test.

Poget | procent z Uroveri p
Dvojice proménnyc|rdznych | v<V
X &Y 9 22,2222 1,33333: 0,18242.

Vidime, ze nenulovych hodnot n = 9. Z nich zapornych je 22,2%, tj. 2. Hodnota testové statistiky S," =9-2=7.
Asymptoticka testova statistika U,(zde oznacena jako z) se realizuje hodnotou 1,3. Odpovidajici asymptoticka p-hodnota je

0,1824, tedy na asymptotické hladin€¢ vyznamnosti 0,05 nezamitdme hypotézu, Ze medidny pfijmi manzelt a manzelek jsou
stejné.

Upozornéni: V tomto piipad¢ neni splnéna podminka pro vyuziti asymptotické normality statistiky S,", tj. n>20. Je tedy
vhodné;jsi najit v tabulkach kritické hodnoty pro znaménkovy test. Pro n =9 a o = 0,05 jsou kritické hodnoty k; =1, k, = 8.
Protoze kriticky obor W =(0,1)U(8,9) neobsahuje hodnotu 7, nezamitdme H, na hladin¢ vyznamnosti 0,05. Dostavame tyz

vysledek jako pii pouziti asymptotického testu.



Jednovybérovy Wilcoxoniiv test a jeho asymptoticka varianta

e 3 e
Frank Wilcoxon (1892 — 1965): Americky statistik a chemik

Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér ze spojitého rozlozeni s hustotou ¢(x), ktera je symetricka kolem medianu Xg s, {j.
0(Xo50 + X) = ©(Xg 50 - X). Necht’ ¢ je realna konstanta.

Testujeme hypotézu Ho: Xg50 = C

proti oboustranné alternativé Hi: Xo 50 # ¢ nebo

proti levostranné alternativé Hy: Xg50 < C nebo

proti pravostrann¢ alternativé Hj: Xo 50 > C.



a) Utvorime rozdily D; = X;—c, 1 =1, ..., n. (Jsou-li nékteré rozdily nulové, pak za n bereme jen pocet nenulovych hodnot.)
b) Absolutni hodnoty | Di | usporadame vzestupné podle velikosti a spocteme poradi R;.

c) Zavedeme statistiky
Sw' = > R;", coz je soucet poradi ptes kladné hodnoty D;,
D;>0
Sw =D R, , coz je soucet poradi ptes zaporné hodnoty D;.
D;<0
Pfitom plati, Ze soudet Sy’ + Sw = n(n+1)/2.
Je-li Hg pravdiva, pak E(Sw") = n(n+1)/4 a D(Sw") = n(n+1)(2n+1)/24.

d) Testova statistika = min(Sw", Sw’) pro oboustrannou alternativu,
= Sy pro levostrannou alternativu,
= Sw pro pravostrannou alternativu.

e) Hp zamitame na hladin¢ vyznamnosti a, kdyz testova statistika je mensi nebo rovna tabelované kritické hodnot¢.



Pro n > 30 lze vyuzit asymptotické normality statistiky Sy

S, - E(Sw+): Sw' - n(Tl) =~ N(0,1).

/D‘SWJr ) ln(n+1g£(12n+1)
Kriticky obor:

pro oboustrannou alternativu W = (- oo, — Uggr2) D {Us_g/2,90),
pro levostrannou alternativu W = (— o0, — Uy, ),
pro pravostrannou alternativu W = (u,_,,»)

Plati-li Ho, pak U, =

Hy zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti a, kdyz U, e W.

- rozlozeni, z n¢hoz dany ndhodny vybér pochazi, je spojité

- hustota tohoto rozlozeni je symetricka kolem medianu

- sledovana veli¢ina X ma aspon ordinalni charakter

(Neni-li splnén predpoklad o symetrii hustoty kolem medianu, 1ze pouzit napt. znaménkovy test.)



Priklad: U 12 nahodné vybranych zemi bylo zji§téno procento populace starsi 60 let:
49 6,0 6,9 17,6 45 12,3 5,7 53 9,6 13,5 15,7 7,7.

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze median procenta populace starsi 60 let je 12 proti oboustranné alternative.

Reseni:

Testujeme hypotézu Hy: Xg50 = 12 proti oboustranné alternativé Hi: Xo 50 # 12.

Vypocteme rozdily pozorovanych hodnot od ¢isla 12: -7,1 -6,0 -5,1 5,6 -7,5 0,3 -6,3 -6,7 -2,4 1,5 3,7 -4,3.
Absolutni hodnoty téchto rozdili usporadame vzestupné podle velikosti. Kladné rozdily pfitom oznacime Cervene:

usp. | x;—12| 03 15 24 37 43 51 56 6 63 67 71 75

poradi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Sw =1+2+4+7=14,

Sw=3+5+6+8+9+10+ 11+ 12 =064,

n=12, o= 0,05, tabelovana kriticka hodnota pron =12 a o= 0,05 je 13,

testova statistika = min(Sw", Sw’) = min(14,64) = 14.

Protoze 14 > 13, Hyg nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05. Znamena to, ze na hladin¢ vyznamnosti 0,05 se nepodafilo
prokazat, ze aspon v polovin¢ zemi by se podil populace nad 60 let odliSoval od 12 %.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Utvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 12 ptipady. Do proménné procento napiseme zjisténé hodnoty a do
proménné konst ulozime ¢islo 12.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorkd — OK — 1. seznam proménnych rozdil, Druhy
seznam proménnych konst — OK — Wilcoxontv parovy test.

Wilcoxonuv parovy test (populace_nad_60)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,0¢

Poget T z Uroveri p
Dvojice proménnyc|platnych
procento & konst 12/ 14,0000/ 1,96116 | 0,04986.

Vystupni tabulka poskytne hodnotu testové statistiky SW* (zde oznacena T), hodnotu asymptotické testové statistiky Ug a p-
hodnotu pro Uy. V tomto ptipadé je p-hodnota 0,049861, tedy nulova hypotéza se zamita na asymptotické hladiné
vyznamnosti 0,05. Tento vysledek je v rozporu s vysledkem, ke kterému jsme dospéli pfi pfesném vypoctu. Je to zplisobeno
tim, Ze neni splnéna podminka pro vyuziti asymptotické normality statistiky SW™, tj. n > 30.



Dvouvybérové testy (Jedna se o neparametrickou obdobu dvouvybérového t-testu)

Dvouvybérovy Wilcoxoniiv test a jeho asymptoticka varianta

Necht’ Xy, ..., Xpa Yy, ..., Yy jsou dva nezavislé nahodné vybéry ze dvou spojitych rozlozeni, jejichz distribu¢ni funkce se
mohou liSit pouze posunutim. Ozna¢me x5 median prvniho rozlozeni a yq 5o medidn druhého rozlozeni. Na hladiné
vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu, ze distribu¢ni funkce téchto rozloZeni jsou shodne neboli mediany jsou shodné proti
alternative, Ze jsou rozdilné, tj.

Ho: Xo,50 - Yo,50 = 0 proti Hi: Xos0 - Yoso # 0.

a) VSechn + m hodnot Xj, ..., X,a Yy, ..., Y, uspofadame vzestupné podle velikosti.
b) Zjistime soucet potadi hodnot X4, ..., X,a ozna¢ime ho T;.
Soucet potadi hodnot Yy, ..., Y, 0znacime Ts.
¢) Vypocteme statistiky U, = mn + n(n+1)/2 - T, , U, =mn + m(m+1)/2 - T,
Pfitom plati U, + U, = mn.
d) Pokud min(U,,U,) < tabelovana kriticka hodnota (pro dané rozsahy vybéri m, n a dané o)), pak nulovou hypotézu o
totoznosti obou distribu¢nich funkci zamitdme na hladin€ vyznamnosti a. V tabulkach: n = min{m,n} a m = max{m,n}.



Pro velka n, m (n, m > 30) Ize vyuzit asymptotické normality statistiky Uj.

— mn
1 2

Plati-li Hy, pak Uo = W N(0,1), kde U; = min(U_,U,).
12

Kriticky obor:

pro oboustrannou alternativu W = (—o0,—u; o, ) U(Uy_,5,),

pro levostrannou alternativu W = (— oo, — Uy ),

pro pravostrannou alternativu W = (u,_,)

Hp zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz U, e W.

- dané dva ndhodné vybéry jsou nezavislé

- rozlozeni, z nichz dané dva ndhodné vybéry pochézeji, jsou spojita

- distribucni funkce téchto rozlozeni se mohou liSit pouze posunutim

- sledovana velic¢ina ma aspon ordinalni charakter

(Neni-li splnén predpoklad, ze distribu¢ni funkce se mohou liSit pouze posunutim, 1ze pouzit napt. dvouvybérovy
Kolmogoroviiv — Smirnoviiv test.)



Priklad:

Bylo vybréano 10 poli stejné kvality. Na ¢tyfech z nich se zkouSel novy zplisob hnojeni, zbylych Sest bylo oSetfeno starym
zpusobem. Pole byla oseta pSenici a sledoval se jeji hektarovy vynos. Je tfeba zjistit, zda novy zptsob hnojeni ma tyz vliv na
prumérné hektarové vynosy psenice jako stary zptisob hnojeni.

hektarové vynosy pii novém zpisobu: 51 52 49 55

hektarové vynosy pii starém zpusobu: 45 54 48 44 53 50

Test proved’te na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Reseni:

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme Hy: Xg 50 - Yo,50 = O proti oboustranné alternativé Hi: Xos0 - Yoso # 0.

usp. hodnoty 44 45 48 49 50 51 52 53 54 55
potadi x-ovych hodnot 4 6 7 10
potadi y-ovych hodnot 1 2 3 3) 8 9

T,=4+6+7+10=27,T,=1+2+3+5+8+9=28

U =46+45/2-271=7,U,=46+6.7/2-28=17

Kriticka hodnota pro a = 0,05, min(4,6) = 4, max(4,6) = 6 je 2. Protoze min(7,17) = 7 > 2, nemlizeme na hladiné
vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, ze novy zplisob hnojeni ma na hektarové vynosy psenice stejny vliv jako stary
zpusob.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Utvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 10 ptipady. Do proménné vynos napiSeme zjisténé hodnoty a do
proménné hnojeni napiSeme 4x Cislo 1 pro novy zpiisob hnojeni a 6x ¢islo 2 pro stary zptisob hnojeni.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou nezavislych vzorkti — OK — Proménné — Seznam zavislych
proménnych vynos, Nezav. (grupov.) proménna hnojeni — OK — M-W U test.

Ve STATISTICE je dvouvybérovy Wilcoxontv test uveden pod ndzvem Manniv — Whitneytv test.
Mann-Whitneylv U test (vynos)
Dle promé&nhnojeni
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

Sét pof. | S&t pof. U z Uroven p z Uroveii p [N platn. |N platn. | 2*1str.
Proménna| skup. 1 | skup. 2 upravené skup. 1 | skup. 2 |pfesné p
Vynos 27,0000 28,0000 7,00000! 1,06600. 0,28642.| 1,06600. 0,28642: 4 6 0,35238

Ve vystupni tabulce jsou soucty potadi T, T,, hodnota testové statistiky

min(U;, U,) oznacena U, hodnota asymptotické testové statistiky Uy (oznacena Z), asymptoticka p-hodnota pro Upa piesna
p-hodnota (ozn. 2*Istr. pfesné p — ta se pouziva pro rozsahy vybéri pod 30). V nasem ptipadé ptesna p-hodnota = 0,352381,
tedy Hy nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Vypocet je vhodné doplnit krabicovym diagramem.

Proménnavynos

Je zieymé, ze vynosy pii novém zplsobu hnojeni jsou vesmes ni
variabilitu.
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Dvouvybérovy Kolmogorovuv - Smirnoviv test

Necht’ X,,...,X, a Y,,...,Y, jsou dva nezavislé nahodné vybéry ze dvou spojitych rozlozZeni, jejichz distribu¢ni funkce se mo-
hou lisit nejenom posunutim, ale také tvarem. Testujeme hypotézu, Ze distribuéni funkce téchto rozlozeni jsou shodné, tj., ze
vSech n+m veli¢in pochazi z téhoz rozlozeni proti alternativé, Ze distribucni funkce jsou rozdilné.

Necht’ F,(x) je vybérova distribuéni funkce 1. vybérua F,(y) je vybérova distribu¢ni funkce 2. vybéru. Jako testova statisti-
ka slouzi D= max F,(X) - F, ()| . Ho zamitame na hlading vyznamnosti a, kdyz D>D, (o), kde D, (o) je tabelovana kritic-

n+m, 2
In—.

ka hodnota. Pro vétsi rozsahy n,mlze kritickou hodnotu aproximovat vzorcem 5
nm o



Priklad: Vyrobce urcitého vyrobku se méa rozhodnout mezi dvéma dodavateli polotovari vyrabé&jicich je riznymi technolo-
giemi. Rozhodujici je procentni obsah urcité latky.

1. technologie: 1,52 1,57 1,71 1,34 1,68

2. technologie: 1,75 1,67 156 1,66 1,72 1,79 1,64 1,55

Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 posud’te pomoci dvouvybérového K-S testu, zda je opravnény predpoklad, ze ob¢ technologie
poskytuji stejné procento ucinne latky.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Utvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 13 ptipady. Do proménné X napiSeme zjisténé hodnoty a do pro-
ménné ID napiSeme 5x ¢islo 1 pro prvni technologii a 8x ¢islo 2 pro stary druhou technologii.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou nezavislych vzorki — OK — Proménné — Seznam zavislych promén-
nych X, Nezav. (grupov.) proménna ID — OK — Kolmogorov-Smirnoviv 2-vybérovy test.

Max zap |Max Kad |Uroveri p | Primé&r | Pramé&r |Sm.odch. |Sm.odch. [N platn. [N platn.
Proménnd| rozdil rozdil skup. 1 | skup. 2 | skup.1 SKup. 2 | skup. 1 | skup. 2
obsah -0,40000' 0,025001 p >.1C 1,56400' 1,66750" 0,14741 0,08514 5 8

Ve vystupni tabulce pro dvouvybérovy K-S test dostaneme maximalni zdporny a maximalni kladny rozdil mezi hodnotami
obou vybérovych distribu¢nich funkei, dolni omezeni pro p-hodnotu (p > 0,1), priméry, smérodatné odchylky a rozsahy
obou vybért. JelikoZ p-hodnota ptevysuje hladinu vyznamnosti 0,05, na této hladin€ nelze nulovou hypotézu zamitnout.



Kruskalav - Wallisuv test

William Kruskal (1919 — 2005): Wilson Allen Wallis (1912 - 1988):
Americky matematik Americky matematik
Necht’ je dano r > 3 nezavislych ndhodnych vybéri o rozsazich ny, ..., n.. Pfedpokladame, Ze tyto vybéry pochazeji ze

spojitych rozlozeni. Ozna¢me N =n, + ... + n.. Na asymptotické hladin€ vyznamnosti o. chceme testovat hypotézu, ze
vSechny tyto vybéry pochazeji z t€hoz rozlozeni.



a) Vsech n hodnot sefadime do rostouci posloupnosti.
b) Ur¢ime poradi kazdé hodnoty v tomto sdruzeném vybéru.
¢) Oznacme Tj souCet pofadi t€ch hodnot, které patii do j-t€ho vybéru, j =1, ..., r (kontrola: musi platit T, + ... + T =
n(n+1)/2).
2

r T,
Z L —3(n+1). Plati-li Ho, m4 statistika Q asymptoticky rozlozeni y°(r-1).
(n +1) o N;

e) Kriticky obor: W = <X21—a (r—1),0).
f) H, zamitneme na asymptotické hladin€¢ vyznamnosti a, kdyz Q > y1., 2(r-1).

d) Testova statistika ma tvar: Q =



Priklad: V roce 1980 byly ziskany tfi nezavislé vybéry obsahujici idaje o priimérnych roc¢nich piijmech (v tisicich dolart)
Ctyt socialnich skupin ve tfech riznych oblastech USA.

JiZzni oblast: 6 10 15 29

pacifickd oblast: 11 13 17 131

severovychodni oblast: 7 14 28 25

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze ptijmy v téchto oblastech se nelisi.

Reseni:

Vypocty uspoiradame do tabulky

Usp. hodnoty |6]7/10/11]|13]|14|15|17|25|28|29|131
Poradi 1.vybéru|l| |3 7 11
Potadi 2.vybéru 4 |5 8 12
Poradi 3.vybéru| |2 6 9 |10
T =1+3+7+11=22,
T,=4+5+8+ 12 =29,
T3=2+6+9+10=27,
r T.2 2 2 2
Q=1 > L -3(n+1 = 12 (227 297 27" ) 3.13-05,
n(n+1) 45 n; 12-13( 4 4 4

W= <X21—m (r —l), oo) = <X20,95(2), oo) = <5,991, OO)

Protoze Q < 5,991, Hy nezamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.
Rozdily mezi primérnymi ro¢nimi ptijmy v uvedenych tiech oblastech se neprokézaly.



Medianovy test
Vychozi situace je stejna jako u K-W testu

a) Vsech n hodnot uspofadame do rostouci posloupnosti.
b) Najdeme median xg 5o téchto n hodnot.

c) Oznac¢me P;j pocet hodnot v j-tém vyberu, které jsou vétsi nebo rovny medianu Xo so.
2

‘P . . : .

d) Testova statistika ma tvar Q,, =4> ——n. Plati-li Ho, ma statistika Qu asymptoticky rozlozeni v*(r-1).
= n.
L

d) Kriticky obor: W = <x217q (r—1),0).

e) H, zamitneme na asymptotické hladin€ vyznamnosti o, kdyZ Qm > 1. 2(r-1).



Priklad:
Pro data o primé&rnych ro¢nich piijmech proved’te medianovy test. Hladinu vyznamnosti volte 0,05.
ReSeni:
Usp. hodnoty 6 710111314 1517 2528 29 131
14 +15

Median je pramér 6. a 7. uspofadané hodnoty: x,, = == 14,5.
V prvnim vybéru existuji 2 hodnoty, které jsou vétsi nebo rovny 14,5, stejné tak i ve druhém a tfetim vybcru,
tedy Pl = P2 = P3 =2.

r P.2
Testova statistika: Qy, = 4Zn4 -n= 4{%(22 +2%+ 22)} ~-12=0
1
Kritick}'/ obor: W = <X21—a (I’ —1), OO) = <X20,95(2), OO) = <5,991, OO)

Protoze Qu < 5,991, Hy nezamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



Metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li hypotézu, Ze vSechny nahodné vybéry pochazeji z téhoz rozloZeni, zajima nas, které dvojice nahodnych
vybéru se lisi na zvolené hlading vyznamnosti. Testujeme Hy: k-ty a 1-ty nahodny vybér pochazeji z téhoz rozlozeni, k, 1 = 1,
., I, K# 1 proti Hy: aspon jedna dvojice vybéru pochazi z riznych rozloZeni.

a) Neményiho metoda (Peter Neményi 1927 — 2002: Americky matematik mad’arského ptuvodu)

- VSechny vybéry maji tyz rozsah p (tfidéni je vyvazené).

- Vypocteme | T - Tk| .

-V tabulkach najdeme kritickou hodnotu (pro dané p, r, a ).

- Pokud | T - Tk | > tabelovana kriticka hodnota, pak na hladin¢ vyznamnosti a zamitdme hypotézu, ze I-ty a k-ty vybér
pochézeji z téhoz rozlozeni.

b) Obecna metoda mnohonasobneého porovnavani

. T, T
- Vypocteme —K .
n | n k

- Ve specidlnich statistickych tabulkdch najdeme kritickou hodnotu hxw(a ). Pii vétSich rozsazich vybéri je mozno ji
nahradit kvantilem y1., *(r-1).

T T

n. Ny

- Jestlize > \/ 1 (i - i]n(n +1)h,, (o), pak na hladin€ vyznamnosti o zamitdme hypotézu, Ze -ty a k-ty vybér

12{n, n,

pochazeji z téhoz rozlozeni.




Priklad:

Ctyfi laboranti provedli analytické stanoveni procenta niklu v oceli. Kazdy hodnotil p&t vzork®.

Laborant A: 4,15 4,26 4,10 4,30 4,25

Laborant B: 4,38 4,40 4,29 4,39 4,45

Laborant C: 4,23 4,16 4,20 4,24 4,27

Laborant D: 4,41 4,31 4,42 4,37 4,43

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze vSechny Ctyfi ndhodné vybéry pochazeji ze stejneho
rozloZeni. Pokud nulovou hypotézu zamitnete, zjistéte, které dvojice vybéri se lisi.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime novy datovy soubor o dvou proménnych a 20 ptipadech. Do proménné nikl napiSeme zmétené hodnoty, do
proménné laborant napiSeme 5x1 pro 1. laboranta atd. az 5x4 pro 4. laboranta.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani vice nezavislych vzorki - OK — Seznam zavislych proménnych nikl,
Nezav. (grupovaci) proménna laborant — OK — Summary: Kruskal-Wallis ANOVA & Median test. Ve dvou vystupnich
tabulkach se objevi vysledky K-W testu a medidnového testu.



Kruskal-Wallisova ANOV A zaloz. na poiiik (nik v ocel
Nezavida (grupovaci) proménndaborant
Kruskal-WallisQv test: H ( 3, N=20)=13,77714 p =,003

Zavida:|Kod | Pocet | Soucet
nik platnych | poradi

1 1 5 29,00001
2 2 5 75,00001
3 3 5 27,0000
4 4 5 79,0000

Medianovy test, celk median = 4,29500iK (nikl v ocel
Nezavisla (grupovaci) proménnalaborant
Zavida: Chi-Kvadr. = 13,60000 sv =3 p =,0035
nik 1 2 3 4 Celkem
<= Median: pozorov. | 4,0000( 1,0000( 5,0000( 0,0000( 10,0000¢(
ocekav.| 2,5000C 2,5000( 2,5000( 2,5000(
poz.-o¢| 1,5000( -1,5000C 2,5000( -2,5000C
> Median: pozorov. | 1,0000( 4,0000( 0,0000( 5,0000( 10,0000¢(
ocekav.[ 2,5000( 2,5000( 2,5000( 2,5000(
poz.-o¢| -1,5000( 1,5000( -2,5000(C 2,5000(
Celkem: ocek| 5,0000( 5,0000( 5,0000( 5,0000( 20,0000¢(

Oba testy zamitaji hypotézu o shodé¢ medianti v danych ctyfech skupinach na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



Nyni provedeme mnohonasobné porovnavani, abychom zjistili, které¢ dvojice laboranti se 1isi. Zvolime Vicenas. porovnani
prumérného poradi pro vs. skupiny.

Vicenasobné porovnani p hodnot (oboustmi}l (nik v ocel
Nezavisa (grupovaci) proménnéaborant
Kruskal-Wallisliv test: H (3, N=20)=13,77714 p =,0032

Zavida: 1 2 3 4

nik R:5,800C| R:15,00C| R:5,400(C| R:15,80C

1 0,08364. 1,00000' 0,04515:

2 0,08364 0,06177' 1,00000

3 1,000001 0,06177" 0,03266.

4 0,04515: 1,000001 0,03266.

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro porovnani dvojic skupin. Vidime, ze na hladin¢ vyznamnosti 0,05 se lisi laboranti A, D a
laboranti C, D.

Grafické znazornéni vysledki

Krabicovy graf dle skupi

Proménnanik
4,50

4,45

4,40
4,35

4,30

4,25
4,20

4,15

nikl

O Median
e [ 25%-75%
1 2 3 4 N
T Min-Max

laborant



Hodnoceni kontingenc¢nich tabulek

Motivace
Pti zpracovani dat se velmi Casto setkdme s tkolem zjistit, zda dvé ndhodné veli¢iny nominalniho typu jsou stochasticky ne-

zavislé. Napf. nds muze zajimat, zda ve sledované populaci je barva o¢i a barva vlasti nezdvisla.

Zpravidla chceme také zjistit intenzitu ptipadné zavislosti sledovanych dvou veli¢in. K tomuto ucelu byly zkonstruovany
rizné koeficienty, které nabyvaji hodnot od 0 do 1. Cim je takovy koeficient blizsi 1, tim je zavislost mezi danymi dvéma
veli¢inami silngj$i a ¢im je blizsi 0, tim je slabsi.

Kontingen¢ni tabulky
Necht’ X,Y jsou dv€ nominélni ndhodné veli¢iny (tj. obsahové interpretace je mozna jenom u relace rovnosti). Necht’ X na-

byva variant Xy}, ..., X @ Y nabyva variant ypyy, ..., Y[s.

Oznacme:

Ty = P(X =XpAY = y[k]) ... simultanni pravdépodobnost dvojice variant (X, Yx)
T = P(X = X[j]) ... marginalni pravdépodobnost varianty x

T, = P(Y = y[k]) ... marginalni pravdépodobnost varianty ypq

Simultanni a marginalni pravdépodobnosti zapiSeme do kontingencni tabulky:

Y Y - Y@ |7

X | Tk
X1 M1 ... Tgs |T,
X Tl e s | T,

Tk T, ... ws |1




Poridime dvourozmérny nahodny vybér (Xi, Y1), ..., (Xp, Yp) rozsahu n z rozlozeni, kterym se fidi dvourozmérny diskrétni

nahodny vektor (X, Y). Zjisténé absolutni simultanni etnosti nj dvojice variant (X, Yik) uspofddame do kontingencni ta-
bulky:

Y Y - Y |
X | Njk
X[1] Ny ... Ny | Ng.
X N1 ... Ns | Ny,
Nk nN: .. Ns [N

Nj. = Nji + ... + Njs Je marginalni absolutni Cetnost varianty Xp;
Nk =Ny + ... + Ny je marginalni absolutni Cetnost varianty Yy

n.
. /4 14 W 4 * /4 14 b W . Jk * /4 14 4 .
Simultanni pravdépodobnost mj odhadneme pomoci simultanni relativni Cetnosti Py = o marginalni pravdépodobnosti m;

n.
r s r ° r W y J
a my odhadneme pomoci marginalnich relativnich ¢etnosti p; =—

Ny
apy=—.
L



Testovani hypotézy o nezavislosti

Testujeme nulovou hypotézu Hy: X, Y jsou stochasticky nezavislé nahodné veliciny proti alternativé Hy: X, Y nejsou

stochasticky nezavislé ndhodné veliCiny.

Kdyby nahodné veli¢iny X, Y byly stochasticky nezavislé, pak by platil multiplikativni vztah

i n.k nj-n-k n'.n.k
n

. n'k v
Vi=1,...,r, Vk=1...,s: my = m;, y neboli Tj= . Cislo my, =

2
LY
r s ik n

Testové statistika: | = Z nn
j=1 k=1 ik

n
Plati-li Ho, pak K se asymptoticky fidi rozloZenim y*((r-1)(s-1)).
Kriticky obor: W = ("1« ((r —1)s 1)), ).

Hypotézu o nezavislosti veli¢in X, Y tedy zamitame na asymptotické hlading vyznamnosti a, kdyz K > y°1.((r-1)(s-1)).

j. . _
" . Ny = se nazyva

dvojice variant (X, Yix)-

Podminky dobré aproximace

njlnlk

RozloZeni statistiky K lze aproximovat rozlozenim y°((r-1)(s-1)), pokud teoretické etnosti aspon v 80% pripada

nabyvaji hodnoty vétsi nebo rovné 5 a ve zbylych 20% neklesnou pod 2. Neni-li splnéna podminka dobre aproximace,
doporucuje se sluCovani ne¢kterych variant.



Méreni sily zavislosti
Cramérav koeficient: V = ﬁ , kde m = min{r,s}. Tento koeficient nabyva hodnot mezi 0 a 1. Cim bliZze je k 1, tim je
\ n(m -

vvvvvv

Vyznam hodnot Cramérova koeficientu:
mezi 0 az 0,1 ... zanedbatelna zavislost,
mezi 0,1 az 0,3 ... slaba zavislost,

mezi 0,3 az 0,7 ... stfedni zavislost,
mezi 0,7 az 1 ... silna zavislost.

Carl Harald Cramér (1893 — 1985): Svédsky matematik



Priklad
V sociologickém prizkumu byl z uchazecti o studium na vysokych Skolach potizen ndhodny vybér rozsahu 360. Mimo jiné
se zjiStovala socidlni skupina, ze které uchaze¢ pochézi (velic¢ina X) a typ Skoly, na kterou se hlasi (veli¢ina Y). Vysledky

Jsou zaznamenany v kontingenc¢ni tabulce:

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu o nezéavislosti typu Skoly a sociélni skupiny. Vypoctéte Cramé-

rav koeficient.

Socialni skupina Typ Skoly n;.
univerzitni | technicky | ekonomicky

I 50 30 10 90

1 30 50 20 100

i 10 20 30 60

Y/ 50 10 50 110

Nk 140 110 110 360




ReSent:

Nejprve vypocteme vSech 12 teoretickych Cetnosti:

Socialni skupina Typ Skoly n. | n,n, 90-140 35 n,n, 90-110 975 n,n, 90-110 275
univerzitni | technicky | ekonomicky 30 ' n 3% 7 n 380 7
[ 50 30 10 90 n.n 100-140 n,n 100-110 n,n 100-110
2N _ ~389, 22 _ =306, “212 = = 30,6,
|I|I| ig 5238 gg 16000 n 360 n 360 n 360
n.n . n.n o .
v, 0 10 =0 110 aNy _ 60-140 _933 Nala _ 60-110 _183 NaNs _ 60-110 _183,
e 140 110 110 [3s0] " 300 n 360 n 60
Ny, _110-140 0 NN, 110110 o0 ngng _110-110 oo
n 360 n 360 n 360

Vidime, Ze podminky dobré aproximace jsou splnény, vSechny teoretické cetnosti prevysuji Cislo 5.

Dosadime do vzorce pro testovou statistiku K:

. (50-35)° s (30-27,5)° . (50-33,6)°
35 27,5 33,6

Daéle stanovime kriticky obor:

W = (710 ((r =1)s —1))0) = ( %005((4 - 1)(3-1)), %0) = (¥ *0.95(6), ) = (12,6, )

Protoze K € W, hypotézu o nezavislosti typu Skoly a socidlni skupiny zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vypocteme Cramériiv koeficient: V = ‘/% =0,3267.

=76,84.

Hodnota Cramérova koeficientu svédc¢i o tom, Ze mezi veli¢inami X a Y existuje sttedné silna zavislost.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:
Vytvotime novy datovy soubor o tfech proménnych (X - socidlni skupina, Y — typ Skoly, ¢etnost) a 12 ptipadech:

1 2 3
X Y Cetnost
1|1 univerzitni 50
2|1 technicky 30
3|l ekonomicky 10
4111 univerzitni 30
5/I |technicky 50
6[Il ekonomicky 20
{1l univerzitni 10
8|11l |technicky 20
9|lll  |ekonomicky 30
10|V | univerzitni 50
11|V  technicky 10
12|V ekonomicky 50




Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — OK — Specif. Tabulky — List 1 X, List 2 Y — OK, zapneme proménnou vah ¢etnost

— OK, Vypocet — na zaloZce MoZnosti zaSkrtneme Ocekavané Cetnosti. Dostaneme kontingencni tabulku teoretickych cCet-
nosti:

Souhrnna tab.: O¢ekdvané Cetnosti (typ skoly)
Cetnost ozna&enych bunék> 10
Pearsonuv chi-kv. : 76,8359, sv=6, p=,000000

X Y Y Y Radk.
univerzitni |[technicky lekonomicky | soucty
| 35,000¢ 27,500( 27,500( 90,000¢
Il 38,888! 30,555t 30,555 100,000
11 23,333 18,333: 18,333 60,000t
[\ 42, 777¢ 33,611 33,611)110,000¢
VS§.skup. 140,000! 110,0001 110,000( 360,000

Vsechny teoretické Cetnosti jsou vétsi nez 5, podminky dobré aproximace jsou splnény. V zahlavi tabulky je uvedena hod-
nota testové statistiky K = 76,8359, pocet stupiii volnosti 6 a odpovidajici p-hodnota. Je velmi blizka 0, tedy na asymptotic-
ké hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu o nezéavislosti typu Skoly a socidlni skupiny.

Hodnotu testové statistiky a Cramértiv koeficient dostaneme také tak, Ze na na zalozce Moznosti zaSkrtneme Pearsontiiv &
M-V chi kvadrat a Cramérovo V, na zalozce Detailni vysledky vybereme Detailni 2 rozm. tabulky.

Statist. Chi-kvadr.| sv p
Pearsonuv chi-kv. 76,8358 df=€ p=,0000(
M-V chi-kvadr. 84,5352 df=€ p=,0000¢
Fi ,461988

Kontingen¢ni koeficient ,419394
Cramér. V , 326674




Ctyipolni tabulky
Necht’ r = s = 2. Pak hovofime o a pouzivame oznaceni: nj; = @, Nj; = b, Ny = ¢, Ny =d.

X Y n;.
Y | Yi2)
Xpy] a b |at+b
X1l C d |c+d
nyla+c|b+d]| n

Test nezavislosti ve ¢tyrpolni tabulce
Testovou statistiku pro ¢tyipolni kontingencni tabulku Ize zjednodusit do tvaru:

n(ad —bc)?
(a+b)c+dYa+c)b+d)’
Plati-1i hypotéza o nezavislosti veli¢in X, Y, pak K se asymptoticky fidi rozlozenim y°(1).
Kriticky obor: W = <x217a (2),0)
Nulovou hypotézu zamitadme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz KeW.
Povsimnéte si, ze za platnosti hypotézy o nezéavislosti ad = bc.

K:




Pro ¢tyfpolni tabulku navrhl R. A. Fisher piesny (exaktni) test nezavislosti zndmy jako

Sir Ronald Aylmer Fisher (1890 — 1962): Britsky statistik a genetik.

(Fisherlv pfesny test je popsan napt. v knize K. Zvara: Biostatistika, Karolinum, Praha 1998. Princip spociva v tom, Ze
pomoci kombinatorickych uvah se vypocitaji pravdépodobnosti toho, Ze pii danych marginalnich ¢etnostech dostaneme
tabulky, které se od nulové hypotézy odchyluji aspon tak, jako dana tabulka.)

STATISTICA poskytuje p-hodnotu pro Fishertiv ptesny test. Jestlize vyjde p < a, pak hypotézu o nezavislosti
zamitdme na hladin€ vyznamnosti a.



Piiklad: V ndhodném vybéru 50 obéznich déti ve véku 6 — 14 let byla zjistovana obezita rodic¢t. Veli¢ina X — obezita mat-
ky, veli¢ina Y — obezita otce. Vysledky prizkumu jsou uvedeny v kontingen¢ni tabulce:

X Y n;.
ano|ne
ano| 15| 9 |24
ne| 7 |19]26
N | 22 |28]50

Pomoci Fisherova exaktniho testu ovéite, zda 1ze na hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu o nezavislosti nahodnych
velicin X a'Y.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvotime datovy soubor o tfech proménnych X, Y (varianty 0 — neobézni, 1 — obézni) a Cetnost a Ctyfech ptipadech:

1 2 3

X Y Cetnost
1lobézni |obézni 15
2|obézni neobézn 9
3|neobézn obézni 7
4\neobézn neobézn 19

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — OK — Specif. Tabulky — List 1 X, List 2 Y — OK, zapneme proménnou vah ¢etnost
— OK, Vypocet — na zalozce Moznosti zaskrtneme Fisher exakt., Yates, McNemar (2x2). Dostaneme vystupni tabulku:

Statist. : X(2) x Y(2) (obezita rodi{

Statist. Chi-kvadr. | sv p

Pearson(v chi-kv. 6,41077 df=1 p=,0113:
M-V chi-kvadr. 6,54834 df=1 p=,0105!
Yatesuv chi-kv. 5,04820 df=1 p=,0246!
Fisherdv pfesny, 1-str. p=,0118!
2-stranny p=,0216:
McNemardv chi-kv. (A/D) ,264705' df=1 p=,6069:.
(B/C) ,062500 df=1 p=,8025!

Vidime, ze p-hodnota pro Fisheriv exaktni oboustranny test je 0,02163, tedy na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitame
hypotézu, Ze obezita matky a otce spolu nesouvisi.




Podil Sanci ve ¢tyFpolni kontingenéni tabulce

Ve ctyfpolnich tabulkach pouzivame charakteristiku OR = E—i, ktera se nazyva vyberovy (odds ratio). Povazuje-

/4 14 . 14 14 W 14 TE Tc O W . A b W /4 14 b4
me ho za odhad neznamého teoretickeho podilu Sanci op=—-% . Miizeme si ptedstavit, Ze pokus se provadi za dvojich
U

riznych okolnosti a miize skoncit bud’ ispéchem nebo netispéchem.

Vysledek pokusu | okolnosti | n;

I ]
uspéch a |b Jatb
neuspech c |d |ctd
N at+c |b+d[n

Pomér poctu uspéchti k poctu netuspéchii (tzv. Sance) za 1. okolnosti je 3, za druhych okolnosti je % Podil Sanci je tedy
c

OR = ﬂ .

bc
Jsou-li veliCiny X,Y nezavisle, pak =, ==, m,, tudiZ teoreticky podil Sanci op=1. Zavislost veli¢in X,Y bude tim siln&js,
¢im vice se opbude lisit od 1. AvSak ope(0,), tedy hodnoty op jsou kolem I rozmistény nesymetricky. Z tohoto diivodu

radéji pouzivame logaritmus teoretického ¢i vybérového podilu Sanci.



Testovani nezavislosti ve ¢tyrpolnich tabulkach pomoci podilu Sanci
Na asymptotické hladin€ vyznamnosti a testujeme hypotézu Hy: X, Y jsou stochasticky nezéavislé ndhodné veli¢iny (tj.
Inop = 0) proti alternativé Hy: X,Y nejsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny (tj. Inop = 0).

Testova statistika T, = - InlORl se asymptoticky fidi rozloZzenim N(01), kdyZ nulova hypotéza plati.
S+ 442
a b c d

Kriticky obor: W = (— oo, Uy gs2) I{Uypo/2,9)-

Nulovou hypotézu tedy zamitame na asymtotické hladin€ vyznamnosti o, kdyZ se testova statistika realizuje v kritickém
oboru W.

Testovani nezavislosti 1ze provést t¢Z pomoci 100(1-a)% asymptotického intervalu spolehlivosti pro logaritmus podilu Sanci
op, ktery je dan vzorcem:

(d,h)= InOR—W/l+1+1+1u1_u,2,anI?+1/1+1+£+1u1_m,2
a b c d a b c d

Jestlize interval spolehlivosti neobsahuje 0, pak hypotézu o nezdvislosti zamitneme na asymptotické hladin€ vyznamnosti o .



Piiklad (testovani nezavislosti pomoci podilu $anci a pomoci statistiky K):
U 135 uchazeci o studium na jistou fakultu byl hodnocen dojem, jakym zaplisobili na komisi u Ustni piijimaci zkouSky. Na
asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze piijeti na fakultu nezavisi na dojmu u pfijimaci zkousky.

piijeti dojem n;.
dobry | Spatny
ano | 17 11 | 28
ne 39 58 | 97
Nk 56 69 125

Reseni:
ad 17-58 R S SV L . - o . . . . . ;- o
e 2,298 . Podil Sanci nam tika, Ze uchazec, ktery zaplisobil na komisi dobrym dojmem, ma asi 2,3 x vétsi

Sanci na ptijeti nez uchazec, ktery zaptisobil Spatnym dojmem.

Provedeme dal$i pomocné vypocty:

In OR =0,832,
\/1+£+l+1 1 1 1 i—0439 Ugg75 =1,96
a b ¢ d 17 11 39 58

Dosadime do vzorct pro meze asymptotického intervalu spolehlivosti pro podil Sanci:

Ind = InOR—‘/§+%+%+%ula,z—OS32 0,439-1,96 =-0,028,Inh = InOR+‘/§+i+i+; u, ,,,=0832+0,439-1,96 =1,692

Protoze interval (-0,028; 1,692) obsahuje Cislo 0, na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 nezamitdme hypotézu o neza-
vislosti dojmu u pfijimaci zkousky a piijeti na fakultu.



ptijeti dojem n;.
dobry | Spatny
ano | 17 11 | 28
ne 39 58 |97
ng | 56 69 |125

Ovétime splnéni podminek dobré aproximace:

NNy 2856155, MmNz 28695 56,
n 125 n 125

NoNy _ 97-56 = 43,456, N2Na _ S5 =53,544
n 125 n 125

Podminky dobré aproximace jsou splnény.

Dosadime do zjednoduseného vzorce pro testovou statistiku K:
n(ad - bc)’ _ 125.(17-58-11-39)’

(@a+bYc+d)a+c)kb+d)  28-97-56-69

Kriticky obor: W = (x0ss(1),0) = (3841,c0).

Protoze testova statistika se nerealizuje k kritickém oboru, nulovou hypotézu nezamitdme na asymptotické hladiné vyznam-

nosti 0,05.

=3,6953

Vypocteme jesté¢ Cramérav koeficient: V = \/ K \/ 36983 _ 01719

n(m-1) \125(2-1)
Vidime, ze mezi dojmem u ptijimaci zkousky a ptijetim na fakultu je pouze slaba zavislost.



Jednoducha korela¢ni analyza

Motivace
Uvazme nahodné veli¢iny X, Y, které jsou aspon ordinalniho typu. Tyto ndhodné veli¢iny mohou mit rizny vztah:

- : jedna ndhodn4 veliina je spjata s druhou nahodnou veli¢inou funkéni zavislosti vy-
jadrenou predpisem Y = g(X), napt. X — polomér ndhodn¢ vybrané sériové vyrabéné kulicky do kulickovych lozisek, Y =
gnx3 - objem této kulicky. Kazdé realizaci nahodné veli¢iny X (vysvétlujici proménna) je pfifazena prave jedna realiza-

ce ndhodné veli¢iny Y (vysvétlovand proménna).

funkéni zavislost

20 H .

vysvétlovana
proménna
-
o
1
*

vysvétlujici proménna




: jedna ndhodna veli¢ina ovliviiuje v rizné mife druhou ndhodnou veli¢inu, napt. X — vék pracov-
nika v letech, Y — pocet dnil absence za rok. Kazdé realizaci nahodné veli¢iny X muze byt pfifazeno vice realizaci na-
hodné veli¢iny Y. Zavislost miize byt jednostranna i1 oboustranna.

stochasticka zavislost

N
o
1

vysvétlovana
proménna
N
o
L
*

vysvétlujici proménna




: ndhodné veli€iny se navzajem neovliviiuji, napt. hazime-li nardz dvéma kostkami a oznac¢ime X
— pocet ok padlych na jedné kostce, Y — pocet ok padlych na druhé kostce, pak ndhodné veliCiny X, Y jsou stochasticky
nezavislé.

nezavislost

-
o

IS
.

vysvétlovana
Rroménna
4

o v wm
-
-

vysvétlujici proménna

X a'Y jsou stochasticky nezavislé, kdyz plati: ¥(x,y)e R? : ®(x,y)=®,(x)D,(y)
X a 'Y jsou nekorelované, kdyz plati C(X, Y) =0 (tj. mezi X a Y neni zadny linearni vztah).
Ze stochastické nezavislosti vyplyva nekorelovanost, avSak z nekorelovanosti nevyplyva stochastickd nezavislost.



Korelac¢ni analyza:

e zkouma, zda existuje zavislost mezi dvéma ndhodnymi velicinami X, Y, které jsou bud’ ordinalniho nebo intervalového
¢i pomérového typu. — nelze se spokojit s formalnim matematickym popisem zavislosti, zavislost musi byt
logicky zdivodnitelna!

e pomoci Pearsonova ¢i Spearmanova koeficientu korelace méfi tésnost této zavislosti

e pro nahodné veli¢iny intervalového a pomérového typu je zaloZzena na piedpokladu, Ze dvourozmérny nahodny vektor

X 2
( ] se Fidi dvourozmérnym normalnim rozlozenim N, (“1 j{ 1 pclczng , kde
Y H2 )\ po10; O,
M1 = E(X)a Ho = E(Y)a G12 = D(X)) 022 = D(Y)a p= R(X,Y)
e pii vyrazngjSim poruSeni predpokladu dvourozmérné normality doporucuje pouziti metod, které jsou urceny pro ndhodné
veli¢iny ordindlniho typu



Charles Edward Spearman (1863 — 1945): Britsky psycholog a statistik, zakladatel faktorové analyzy

Necht’ X,Y jsou nahodné veli¢iny ordinalniho typu (tj. obsahova interpretace je mozna jenom u relace rovnosti a relace
usporadani).

Potidime dvourozmérny nahodny vybér (X, Y1), ..., (Xs, Y1) Z rozlozeni, jimz se fidi nahodny vektor (X, Y). Oznacime R;
poradi nahodné veli¢iny X; a Q; pofadi nahodné veli¢iny Y, i1 =1, ..., n.

6 . 2
S =1- R -Q. ).
S n(n 2 _1)21‘,( i i )
Tento koeficient nabyva hodnot mezi —1 a 1. Cim je blizsi 1, tim je siln&jsi pfima pofadova zavislost mezi veli¢inami X a Y,

¢im je blizsi —1, tim je siln€jSi nepiimé potadova zavislost mezi veliCinami X a Y. Teoretickd hodnota Spearmanova
koeficientu se znaci ps.



Vlastnosti Spearmanova koeficientu poradové korelace
Pro Spearmantiv koeficient pofadové korelace plati —1<r, <1. Cim je blizsi 1, tim je siln€j$i pfima potadova zavislost mezi
veli¢inami X a Y, ¢im je bliz§i —1, tim je siln¢j$i nepfima potradova zavislost mezi velicinami X a Y.

Je-li r, =1 resp. r, =1, pak realizace (x,,y;)i=1...,n daného ndhodného vybéru lezi na n&jaké rostouci resp. klesajici funk-
ci.

Hodnoty rs se nezméni, kdyZ provedeme vzestupnou transformaci ptivodnich dat.
Hodnoty rg se vynasobi -1, kdyZ provedeme sestupnou transformaci ptivodnich dat.
Koeficient je symetricky.

Koeficient je rezistentni vii¢i odlehlym hodnotam.

Vyznam absolutni hodnoty Spearmanova koeficientu:
mezi 0 az 0,1 ... zanedbatelna poradova zavislost,
mezi 0,1 az 0,3 ... slaba potadova zavislost,

mezi 0,3 az 0,7 ... stfedni pofadova zavislost,

mezi 0,7 az 1 ... silna potadova zavislost.

Spearmantv koeficient pofadové korelace se pouziva v situacich, kdy
- zkoumana data maji ordindlni charakter

- nelze ptedpokladat, ze vztah mezi veli¢inami X, Y je linearni

- nahodny vybér nepochazi z dvourozmérného normalniho rozlozeni



Testovani nezavislosti ordinalnich veli¢in

Na hladiné vyznamnosti a testujeme hypotézu Hp: X, Y jsou potadové nezavislé nahodné veli¢iny proti
- oboustranné alternativé H;: X, Y jsou potfadové zavislé ndhodné veliiny

- levostranné alternativé H;: mezi X a Y existuje nepiima poradova zavislost

- pravostranné alternativé H;: mezi X a Y existuje pfima poradova zavislost).

Jako testova statistika slouzi Spearmantiv koeficient pofadové korelace rs.

Nulovou hypotézu zamitame na hladin€ vyznamnosti o ve prospéch

- oboustranné alternativy, kdyz | I's | > 15,1-0/2(N)

- levostranné alternativy, kdyz rs < - rs1.4(n)

- pravostranné alternativy, kdyz rs > rs1.4(n),

kde rs 1.4(n) je kriticka hodnota, kterou pro a = 0,05 nebo 0,01 a n < 30 najdeme v tabulkach.



Asymptotické varianty testu

o oy vn-2 . N . . . NP
Pro n > 20 lze pouzit testovou statistiku T, = sV —, ktera se v pfipadé platnosti nulové hypotézy asymptoticky tidi
1- S

rozlozenim t(n-2).

Kriticky obor pro oboustrannou alternativu: W = (— 0,—t, ./ (n — 2)> Y <t1—a /2 (n — 2), 00)
Kriticky obor pro levostrannou alternativu:

W =(~o0,~t, ,(n—2))

Kriticky obor pro pravostrannou alternativu:

W = <t17a (n — 2), oo).

Hypotézu o potadové nezavislosti ndhodnych veli¢in X, Y zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz ty € W.
Systém STATISTICA pouziva tuto variantu testu poradové nezavislosti bez ohledu na rozsah ndhodného

vybéru.

Pro n > 30 Ize pouzit testovou statistiku r,+/n —1_Plati-li Ho, pak r,«/n =1 = N(0, 1). Nulovou hypotézu tedy zamitdme na

asymptotické hladin¢ vyznamnosti a ve prospéch
oboustranné alternativy, kdyZ r;vn—1e(-o,—u,_, 12) DUy ,0)

levostranné alternativy, kdyz r,vn-1e (— 00, = Uy ),
pravostranné alternativy, kdyz rsvn-1e(u,_,, o)



Priklad na testovani poradové nezavislosti (jsou znama poradi):

Y VW

ptipad.

|
N
w
iSS
(€]
»
~

Cislo pacienta
Hodnoceni 1. 1ékare | 4
Hodnoceni 2. 1ékare |4 (2|5(6|1|3|7

=
»
ol
w
N
~

Vypoctéte Spearmantiv koeficient a na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze hodnoceni obou Iékafti jsou poradoveé
nezavisla.

Reseni:

Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujeme Hp: X, Y jsou porfadoveé nezdvislé ndhodné veliCiny proti oboustranné alternativé Hj:
X, Y jsou potadové zavislé ndhodné¢ veliiny. V tomto ptikladé pfimo zname potadi R;(tj. hodnoceni 1. Iekate) a potadi Q;
(t. hodnoceni 2. I€kare). Vypocteme

2 :1—ﬂ7§—_1)[(4—4)2 +(1-2 +(6-5P +(5-6 +(3-17 +(2-3 +(7-7)?]=0857.

Kritickd hodnota: rsg95(7) = 0,745. Protoze 0,857 > 0,745, nulovou hypotézu zamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA
Vytvoiime datovy soubor o dvou proménnych X (hodnoceni 1. Iékate), Y (hodnoceni 2. 1ékafe) a sedmi ptipadech. Do
proménnych X a Y zapiSeme zjiSténa hodnoceni.

N[OOI WIN|(F
~N N W oo A
~N W R O 01N DS

Statistiky — Neparametrické statistiky — Korelace — OK — vybereme Vytvofit detailni report - Proménné X, Y — OK —
Spearmantiv koef. R. Dostaneme tabulku

Spearmanovy korelace (dva lekari.sta)
ChD vynechany paroveé

Oznac. korelace jsou vyznamné na hl. p <,05
Podet|Spearman | t(N-2) |Urover p
Dvojice proménnyc| plat. R

X &Y 7 0,85714:) 3,72104; 0,01369

Spearmantiv koeficient pofadové korelace nabyva hodnoty 0,857, testova statistika se realizuje hodnotou 3,721, odpovidajici
p-hodnota je 0,0137, tedy na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu o poradové nezévislosti hodnoceni
dvou Iékait ve prospéch oboustranné alternativy.



Priklad na testovani poradové nezavislosti (poradi musime stanovit):

Jsou dany realizace nahodného vybéru z dvourozmérného rozlozeni, kterym se fidi ndhodny vektor (X,Y): (2,5 13.,4), (3.4
15,2), (1,3 11,8), (5,8 13,1), (3,6 14,5). Na hladin¢€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze nahodné veli¢iny jsou poradové
nezavislé proti oboustranné alternative.

ReSeni:
Xi 25 34 1,3 |58 [3,6
Vi 13,4]15,2]11,8/13,1]14,5
R 2 13 |1 |5 |4
Q; 3 |5 |1 |2 |4
(R-Q)?/1 [4 o |9 o

.. 6
Testova statistika: r :1—72—)2 (R,-Q,) 210 4o 0,3
nin° -1 5-24

Kriticka hodnota: pro n =5 a a = 0,05 je kritickd hodnota 0,9. Protoze testova statistika se realizuje hodnotou 0,3, hypotézu
o poradové nezavislosti veli¢in X a Y nezamitdme na hladin€é vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA
Postupujeme Uplné stejné jako v predeslém ptripade. Vystupni tabulka ma tvar:

Spearmanovy korelace (poradova korelace.ste
ChD vynechany paroveé

Oznac. korelace jsou vyznamné na hl. p <,05
Podet|Spearman | t(N-2) |Urover p
Dvojice proménnyc| plat. R

X &Y 5 0,30000' 0,54470! 0,62383!

Spearmantiv koeficient pofadové korelace nabyva hodnoty 0,3, testova statistika se realizuje hodnotou 0,5447, odpovidajici

p-hodnota je 0,6238, tedy na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu o poradové nezéavislosti velicin
X, Y.



Pearsonuv koeficient korelace

Karl Pearson (1857 — 1936): Britsky statistik

Cislo

X-E(X) Y-E(Y) c(X,Y)

E pro,/D(X)/D(Y) >0
R(X,Y)= { J/oX) /DY) ) JDX)D(Y)

0 jinak
se nazyva Pearsoniv koeficient korelace.
(Pro vypocet Pearsonova koeficentu korelace musime znat simultanni distribuc¢ni funkci ®(x,y) v obecném piipade resp.
simultanni hustotu pravdépodobnosti @(X,y) ve spojitém piipadé resp. simultanni pravdépodobnostni funkci n(x,y)
Vv diskrétnim ptipadé.)



Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace
a) R(a;, Y)=R(X,a) =R(a;,a) =0
R(X,Y)prob,b, >0

R(a; + by X, a; + byY) =sgn R(X,Y) =

) R + X, 2 +DrY) = san(bubs) ROX, ) = {0 R0 70

c) R(X, X)=1 pro D(X) # 0, R(X, X) = 0 jinak

d) R(X,Y)=R(Y, X)

e) |R(X,Y) <1 arovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyZ mezi veli¢inami X, Y existuje s pravdépodobnosti 1 GipIna linearni
zavislost, tj. existuji konstanty a, b tak, ze pravdépodobnost P(Y =a + bX) = 1. Pfitom R(X, Y) =1, kdyzb >0 a R(X, Y)

= -1, kdyz b < 0. (Uvedena nerovnost se nazyva Cauchyova — Schwarzova — Bunakovského nerovnost.)

Z vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace vyplyva, Ze se hodi pouze k méfeni té€snosti linearniho vztahu velicin X a Y.

b 24

lustrace:
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Definice nekorelovanosti

Je-1i R(X, Y) = 0, pak fekneme, Ze nahodné¢ veliCiny jsou . (Znamena to, Ze mezi X a Y neexistuje zadna
linearni zavislost. Jsou-li nahodné veliciny X,Y stochasticky nezavislé, pak jsou samoziejme i nekorelované.)

Je-1i R(X, Y) > 0, pak fekneme, Ze ndhodné veliiny jsou . (Znamena to, ze s riistem hodnot veli¢iny X
rostou hodnoty veli¢iny Y a s poklesem hodnot veli¢iny X klesaji hodnoty veli¢iny Y.)

Je-li R(X, Y) <0, pak fekneme, ze nahodné veli¢iny . (Znamena to, ze s ruastem hodnot veliciny X

klesaji hodnoty veliCiny Y a s poklesem hodnot veli¢iny X rostou hodnoty veli¢iny Y.)



Vybérovy koeficient korelace
Necht’ (Xy, Y1), ..., (X, Yy) ndhodny vybér rozsahu n z dvourozmérného rozlozeni daného distribu¢ni funkci ®(x,y).
Z tohoto dvourozmérného ndhodného vybéru miizeme stanovit:

n n
vybérové praiméry M, :EZXi , M, :EZYi :
n< n<

vybérové rozptyly S, :nilz(xi -M,), S, =ni12(Yi ~-M, ),

i=1 =il

n
vybé&rovou kovarianci S, = ﬁ (X; =M, XY; =M,) a s jejich pomoci zavedeme
-13

LX-M, Y-M
L > 1. 2 _ Siz proS,S, >

vybérovy koeficient korelace R,, ={n-14F S, S, S5,
0 jinak

prenaseji i na vybérovy koeficient korelace.

(Spearmaniiv koeficient poradové korelace odpovida Pearsonovu koeficientu korelace aplikovanému na poradi.)

0 ) ..
. Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace se



Pearsoniiv koeficient korelace dvourozmérného normalniho rozloZeni
Jak bylo uvedeno v motivaci, korela¢ni analyza predpoklada, ze dany nahodny vybér pochazi z dvourozmérného normalniho
rozloZeni. Proc€ je tento predpoklad tak dualezity? Odpoveéd’ poskytne néasledujici véta.

Necht’ nahodny vektor (X, Y) ma dvourozmérné normalni rozlozeni s hustotou

1wl
o(x,y)= e LT 2 pfigemz iy = E(X), we = E(Y), 01 = D(X), o,°=D(Y), p=R(X,Y).
21G,G,4/1- p°
_(X‘Hl)z 1 _(y—uzz)z
Marginalni hustoty jsou: (P1 I(px y)dy— = ﬂe o ,(p2 I(ny)dx_ :G Me 2%
2

Je-1i p =0, pak pro V(x,y) e R? : 9(x,y) = ¢, (X)}p, (y), tedy ndhodné veli¢iny X, Y jsou stochasticky nezavislé. Jinymi slovy:
stochasticka nezavislost slozek X, Y normaln¢ rozlozeného nahodného vektoru je ekvivalentni jejich nekorelovanosti. Pro
jina dvourozmérna rozlozeni to neplati!



nadale budeme predpokladat, ze (X1, Y1), ..., (Xn, Yy) je nahodny vybér rozsahu n z dvourozmérného
2
normalniho rozloZeni Ng{(ul ]( °r P 61(252)}.
H2/)\poi0, O,
Ptedpoklad dvourozmérné normality 1ze orientacné ovéfit pomoci dvourozmérného teckového diagramu: tecky by mély
zhruba rovnomérné vyplnit vnitfek elipsovitého obrazce. Vrstevnice hustoty dvourozmérného normalniho rozlozeni jsou
totiz elipsy:
Graf hustoty a vrstevnice dvourozmérného normalniho rozloZeni s parametry u, =0, p, = 0, 6:° = 1, 06,° = 1, p = -0,75:

i
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Do dvourozmérného teckového diagramu mizeme jesté zakreslit 100(1-a)% elipsu konstantni hustoty pravdépodobnosti.
Bude-li vice nez 1000% tecek lezet vné této elipsy, sveédci to o poruseni dvourozmérné normality. Bude-1i mit hlavni osa
elipsy kladnou resp. zdpornou smérnici, znamena to, Ze mezi veli€¢inami X a Y existuje urcity stupen pfimé resp. nepfimeé
linearni zavislosti.



Testovani hypotézy o nezavislosti

Na hladin€ vyznamnosti a testujeme Hy: X, Y jsou stochasticky nezavislé nahodné veliCiny (tj. p = 0) proti
- oboustranné alternativé H;: X, Y nejsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny (tj. p # 0)

- levostranné alternativé Hy: X, Y jsou zaporné korelované nahodné veli¢iny (tj. p <0)

- pravostranné alternativé H;: X, Y jsou kladné korelované ndhodné veliCiny (tj. p > 0).

R,vn-2
J1-R.’

Plati-1i nulova hypotéza, pak Ty ~ t(n-2).
Kriticky obor pro test Hy proti
- oboustranné alternativé: W =(—o0,—t, (0 —2)) U(t, ;»(n - 2),0),

Testova statistika mé tvar: T, =

- levostranné alternativé: W = (-co,—t, ,(n—2)),
- pravostranné alternativé: W =(t,_,(n—2) ).
Hp zamitdme na hladin€ vyznamnosti a, kdyz t, e W.



Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti proti oboustranné alternativé
V diln€ pracuje 15 délnikd. Byl u nich zjistén pocet smén odpracovanych za mésic (ndhodna veli¢ina X) a pocet
zhotovenych vyrobki (ndhodna veli¢ina Y):

X202118172018192120141619211515
Y 92 93 83 80 91 85 82 98 90 60 73 86 96 64 81.

Predpokladejte, ze data pochazeji z dvourozmérného normalniho rozlozeni. Vypoctéte vybérovy koeficient korelace mezi X
a Y ana hlading 0,01 testujte hypotézu o nezavislosti X a Y proti oboustranné alternativé.
ReSeni:
Vypocteme realizace
vybérovych priméri: my == > x, = 18,267, my = 1Yy, = 83,6,
Nz Nz

n

L Sy, —m,) = 1214,
i=1l

vybérovych rozptyli: §°= — (x,-m,)* =5,6381, 5 = 1
n-143 n-1
vybérové kovariance: i, = ﬁ n (x, =m, Xy, -m,) = 24,2571,
4=l

vybérového koeficientu korelace: r,, = 2= 0,927.
S152

r,vn—2
1-r,
kriticky obor W = (—o0,— t0,065(13)) Uty 065(13),00) =(~ 00,— 3,012) LU (3,012, 0)..

Protoze t, e W, hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y zamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,01. S rizikem omylu nejvyse 1%

Realizace testové statistiky: t, = =8,912,

L

jsme tedy prokazali, Ze mezi po¢tem smén odpracovanych za mésic a po¢tem zhotovenych vyrobki existuje zavislost.



Vypocet pomoci systému STATISTICA
Vytvotime datovy soubor o dvou proménnych X, Y a 15 ptipadech. Dvourozmérnou normalitu dat ovéfime pomoci dvou-

rozmérného te¢kového diagramu: Grafy — Bodové grafy — Proménné X, Y — OK — odskrtneme Typ prolozeni Linearni — na
zalozce Detaily zaskrtneme Elipsa Normalni - OK.

120

110

100

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Korela¢ni matice — OK — 1 seznam promén. — X, Y — OK — na zalozce MozZnosti
vybereme Zobrazit detailni tabulku vysledk — Vypocet.

Korelace (smeny a vyrobky.sta)

Ozna¢. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000

(Celé pfipady vynechany u ChD)
Prom. X & Primér |Sm.Odch.| r(X,Y) r2 t p N | Konst. Smeér. Konst. [Smérmic
prom.Y zav..Y | zav:Y | zav.: X | zav.: X
X 18,2666 2,3744°
X 18,2666 2,374471,00000' 1,00000! 15 0,00000' 1,00000! 0,00000! 1,00000!
X 18,2666 2,3744°
Y 83,6000 11,01810,927181 0,85966: 8,92379! 0,00000 15 5,01013 4,30236. 1,56240 0,19981.
Y 83,6000 11,0181
X 18,2666 2,3744710,927181 0,85966: 8,92379! 0,00000 15 1,56240/0,19981./5,01013: 4,30236
Y 83,6000 11,0181
Y 83,6000 11,0181 1,00000' 1,00000" 15 0,00000' 1,00000! 0,00000! 1,00000!

Vybérovy koeficient korelace se realizoval hodnotou 0,92718, testova statistika nabyla hodnoty 8,924, odpovidajici p-
hodnota je 0,000001, tedy na hladin€¢ vyznamnosti 0,01 zamitdme hypotézu o nezavislosti veli¢in X, Y.



