
1 Strategiké hry a Nashova rovnováha

1. Práe na spole£ném projektu. Praujete s kolegou na spole£ném projektu. M·ºete praovat bu¤

hodn¥ nebo málo. Výsledek projektu závisí na va²em spole£ném úsilí. Výsledek, který nastane, kdyº

oba praujete málo je pro vás lep²í neº výsledek, kdy vy praujete hodn¥ a kolega málo, ale hor²í

neº výsledek, který nastane, kdy oba praujete hodn¥. Nejlep²í výsledek je, kdyº vy praujete málo a

kolega hodn¥. Kolegovi preferene jsou stejné. Formulujte strategikou hru, která modeluje tuto situai.

2. Holubie a jest°áb. Dv¥ zví°ata bojují o ko°ist. Kaºdé z nih m·ºe být pasivní nebo agresivní. Kaºdé

z nih preferuje být agresivní, kdyº je soupe° pasivní a být pasivní, kdyº je soupe° agresivní. P°i své

dané aki zví°e vºdy preferuje, kdyº je soupe° pasivní neº kdyº je agresivní.

3. Dva lidé vkro£í do autobusu, ve kterém jsou dv¥ volná sousední sedadla. Kaºdá osoba se rozhoduje,

zda z·stane stát nebo si sedne. Sed¥t sám je pohodln¥j²í neº sed¥t vedle n¥koho, oº je pohodln¥j²í neº

stát.

• P°edpokládejme, ºe kaºdá osoba se stará jen o své vlastní pohodlí. Formulujte hru a najd¥te Nashovu

rovnováhu.

• P°edpokládejme, ºe kaºdá osoba se stará o pohodlí druhé osoby. Pokud druhá osoba stojí, pak

preferuje ze zdvo°ilostníh d·vod· také stát. Formulujte hru a najd¥te Nashovu rovnováhu.

• Srovnejte výsledky v obou situaíh.

4. Ryba hermafordit. N¥které hermaforditiké ryby si p°i setkání druhého jedine téhoº druhu vybírají,

zdali budou hrát roli same nebo sami£ky. Kaºdá ryba má preferované pohlaví. Ryba obdrºí výplatu

H, pokud se pá°í ve své preferovaném pohlaví a L v opa£ném p°ípad¥. Platí, ºe H > L. Uvaºujme

setkání dvou ryb se stejným preferovaným pohlavím. Pokud se ob¥ rozhodnou pro své nepreferované

pohlaví, pak jsou pohlaví p°id¥lena náhodn¥ a kaºdá ryba obdrºí výplatu
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(H + L). Pokud se ob¥

rozhodnou pro pá°ení ve svém preferovaném pohlaví, pak se rozejdou bez pá°ení, hledají si nového

partnera a obdrºí výplatu S (oen¥ní ²ane na nového vhodného partnera). Formulujte tuto situai

jako strategikou hru. Najd¥te pro dané hodnoty H a L rozsah hodnot S, pro které je hra shodná s

v¥z¬ovým dilematem.

5. V¥z¬ovo dilema s altruistikými preferenemi. Uvaºujme situai podobnou v¥z¬ovu dilematu. �ísla

v tabule ov²em nereprezentují preferene hrá£·, ale pen¥ºní výplaty, které hrá£i obdrºí. Hrá£i jsou

D C

D 1,1 3,0

C 0,3 2,2

Table 1: V¥z¬ovo dilema

altruisti£tí a preferene hrá£e i mohou být vyjád°eny výplatní funkí ve tvaru mi(a) + αmj(a), kde
mi(a) je pen¥ºní £ástka, kterou obdrºí hrá£ i p°i pro�lu akí a a α je kladné £íslo.

• Pro p°ípad α = 1 formulujte strategikou hru, která modeluje tuto situai. Je tato hra v¥z¬ovým

dilematem?

• Najd¥te rozsah hodnot α pro n¥º tato hra není v¥z¬ovým dilematem. Najd¥te pro tyto hodnoty

Nashovy rovnováhy.

6. Varianta hry Lov jelena. M¥jme hru lov jelena s n hrá£i, ve které je pot°eba jen m lov· k ulovení

jelena, kde 2 ≦ m < n. Uloveného jelena si rozd¥lí jen lovi, kte°í se na jeho ulovení podíleli. Najd¥te

Nashovy rovnováhy pro dané dva p°ípady preferení.

• Kaºdý love preferuje
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n
jelena p°ed zajíem

• Kaºdý love preferuje
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k
jelena p°ed zajíem, kde m ≦ k ≦ n. Ale preferuje zajíe, p°ed jakoukoliv

men²í £ástí jelena.

7. Varianta hry Lov jelena. (Tato hra byla navrhnuto k ilustrai Keynesovy my²lenky, ºe ekonomika m·ºe

dosahovat neefektivníh rovnováh, Bryant (1983, 1994)). Uvaºujme hru lov jelena s n hrá£i. Kaºdý

hrá£ má K jednotek svýh zdroj·, které m·ºe alokovat mezi lov jelena £i zajíe. Ozna£me ei mnoºství



zdroj· investované do lovu jelena hrá£em i. �ane, ºe hrá£i hytí jelena, závisí na nejniº²í hodnot¥

zdroj· investovanýh do lovu jelena ur£itým hrá£em. Ozna£me tuto hodnotu minj ej. Výplata hrá£e i

p°i pro�lu akí (e1, .., en) je 2minj ej − ei. Je pro�l akí (e, e, ..., e) v n¥mº v²ihni hrá£i investují stejné

mnoºství zdroj· do lovu jelena Nashovou rovnováhou? Pro jaké hodnoty e to platí? Existují n¥jaké

jiné Nashovy rovnováhy?

8. Hádání

2

3
pr·m¥ru. Kaºdý z n > 2 lidí °ekne elé £íslo od 0 do 100. Poté si z °e£enýh £ísel vypo£ítá

pr·m¥r a kdo °ekl £íslo nejblíºe
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pr·m¥ru získává danou £ástku pen¥z. Pokud je k lidí stejn¥ daleko,

pak si danou £ástku d¥lí rovným dílem. Zformulujte hru, která modeluje tuto situai a nalezn¥te

Nashovu rovnováhu. Pouºijte metodu odstra¬ování striktn¥ dominovanýh strategií.

9. Voli£ská ú£ast. Dva kandidáti A a B kandidují ve volbáh. Z n voli£· jih k podporuje kandidáta A

a m = n − k podporuje kandidáta B. Hlasování je pro voli£e nákladné, náklady jsou ve vý²i −c, kde

0 < c < 1. Pokud vyhraje preferovaný kandidát obdrºí voli£ výplatu 2, pokud skon£í volby remízou

obdrºí výplatu 1. Najd¥te Nashovy rovnováhy pro p°ípad, kdy k = m a pro p°ípad kdy k < m.

10. D¥lení pen¥z. Dva lidé se mají mezi sebe rozd¥lit 10 K£ následujíím zp·sobem. Kaºdý °ekne elé

£íslo do 10. Pokud je sou£et jejih £ísel maximáln¥ 10, pak kaºdý dostane takovou £ástku, jaké £íslo

jmenoval. Pokud je sou£et jejih £ísel v¥t²í neº 10 a kaºdý °ekl jiné £íslo, pak osoba, která °ekla men²í

£íslo obdrºí tuto £ástku a druhý obdrºí zbytek. Pokud je sou£et jejih £ísel v¥t²í neº 10 a kaºdý °ekl ste-

jné £íslo, pak kaºdý obdrºí 5 K£. Najd¥te optimální odpov¥di obou hrá£· a najd¥te Nashovu rovnováhu.

11. Synergie. Dva jedini spolupraují na projektu a rozhodují se o tom kolik úsilí investovat do

spole£ného projektu. Úsilí osoby i reprezentujeme pomoí kladného £ísla ai. Výsledek projektu a

zárove¬ i preferene jsou reprezentovány výplatní funkí ui(ai) = ai(c + aj − ai). Najd¥te Nashovu

rovnováhu této hry.

12. Spole£ný projekt. Dva jedini spolupraují na projektu a rozhodují se o tom kolik úsilí investovat do

spole£ného projektu. Úsilí osoby i reprezentujeme pomoí kladného £ísla ai. Výsledek projektu je dán

funkí 3aiaj a kaºdý ú£astník podstupuje náklady ci(ai) = a2i . Výsledek projektu si ú£astníi d¥lí na

p·l a obdrºená £ást mínus jejih náklady reprezentuje jejih preferene. Najd¥te Nashovu rovnováhu

této hry. Existuje n¥jaká hodnota úsilí, která je pro oba ú£astníky výhodn¥j²í neº Nashova rovnováha?

13. P°ispívání na ve°ejný statek �xní £ástkou. Kaºdý z n lidí se rozhoduje, zda p°isp¥je �xní £ástku na

ve°ejný statek. Statek bude poskytnut jen pokud p°isp¥je alespo¬ k lidí, kde 2 ≦ k ≦ n. P°ísp¥vky

nejsou vratné. Kaºdý £lov¥k °adí výsledky v následujíím po°adí (i) nep°isp¥ji a statek je poskytnut

(ii) p°isp¥ji a statek je poskytnut (iii) nep°isp¥ji a statek není poskytnut (iv) p°isp¥ji a statek není

poskytnut. Formulujte hru, která modeluje tuto situai a najd¥te Nashovu rovnováhu.

14. P°ispívání na ve°ejný statek s rozhodováním kolik p°isp¥t. Ozna£me wi bohatství osoby i a ci
p°ísp¥vek na ve°ejný statek. Zbytek wi − ci je vydán za soukromou spot°ebu. Mnoºství poskytnutýh

ve°ejnýh statk· je rovno mnoºství poskytnutýh p°ísp¥vk·. P°edpokládejme, ºe hrá£i jsou 2 a jejih

výplatní funke mají tvar u1(c1) =
√
c1 + c2 + w1 − c1 a u2(c2) = 2

√
c1 + c2 + w2 − c2 (V²imn¥te si,

ºe hrá£i si ení ve°ejnýh i soukromýh statk·, p°i£emº platí, ºe ví statk· mají tím vy²²í výplata a

mezní uºitek z ve°ejnýh statk· klesá). Nalezn¥te optimální odpov¥di hrá£· a Nashovu rovnováhu.

15. P°ispívání na ve°ejný statek, kdy spot°eba ve°ejného statku ovliv¬uje uºitek ze spot°eby soukromého

statku. P°edpokládejme, ºe hru hrají 2 hrá£i výplatní funke vypadá následovn¥ c1 + c2 + (wi − ci) +
(c1 + c2)(wi − ci) (poslední £len ukazuje, ºe £ím víe ve°ejného statku je poskytnuto, tím víe si lidé

uºijí soukromé spot°eby). P°edpokládejme, ºe w1 = w2 = w. Najd¥te Nashovu rovnováhu této hry.

Ukaºte, ºe v Nashov¥ rovnováze jsou na tom hrá£i h·°e oproti situai, kdy oba p°isp¥jí polovinu. Jak

vypadá Nashova rovnováha v p°ípad¥, ºe hru hraje n hrá£·?

16. Kolektivní rozhodování. Skupina lidí se rozhoduje, jakou politiku budou provád¥t. Jednotlivé politiky

m·ºeme modelovat jako £ísla. Kaºdý £lov¥k nejvíe preferuje ur£itou politiku x∗

i , politiku y preferuje

p°ed politikou z práv¥ v tom p°ípad¥, kdy z je blíºe x∗

i neº y. Hlasování probíhá tak, ºe kaºdý dá hlas

ur£ité politie a vybrána je ta politika pro kterou hlasuje mediánový voli£. Jak vypadá strategiká hra



modelujíí tuto situai? Mají v této situai voli£i motivai lhát o svýh prefereníh?

17. Jaké jsou Nashovy rovnováhy hry zadané následujíí tabulkou? Která rovnováha odpovídá stálému

stavu, pokud hra modeluje dvoustranné interake v populai sloºené z totoºnýh jedin·?

A B C

A 1,1 2,1 4,1

B 1,2 5,5 3,6

C 1,4 6,3 0,0

Table 2:

18. Cournotova hra a tehnologiký pokrok. Co se stane s Nashovou rovnováhou a výstupem �rem v

Cournotov¥ oligopolu se dv¥ma �rmami, lineární inverzní poptávkou a konstantními pr·m¥rnými nák-

lady, pokud jedna z �rem zaºije tehnologiký pokrok, který sníºí její náklady.

19. Cournot·v oligopol s �xními náklady. Najd¥te Nashovu rovnováhu v Cournotov¥ oligopolu se dv¥ma

�rmami v p°ípad¥, kdy inverzní poptávková funke je P (Q) = α − Q a nákladová funke �rmy i má

tvar

Ci(qi) =

{

0 pokud qi = 0

f + cqi pokud qi > 0

kde c > 0, f > 0 a c < α. Jak ovliv¬ují �xní náklady rozhodování �rmy?

20. Zoben¥ní Cournotovy hry pro n identikýh �rem. Uvaºujte Cournotovu hru s lineární inverzní

poptávkovou k°ivkou, konstantními pr·m¥rnými náklady a n identikými �rmami. Najd¥te optimální

odpov¥di �rem a Nashovu rovnováhu. Vyjád°ete enu za kterou �rmy prodávají a °ekn¥te, jak se m¥ní

s po£tem �rem na trhu.

21. Na trhu jsou 2 �rmy A a B, které si konkurují bertrandovským zp·sobem. Firmy neprodávají zela

totoºný produkt. Poptávka po produkteh �rmy A je dána rovnií qa = 24 − 2pa + pb. Poptávka po

produkteh �rmy B je qb = 24−2pb+pa. Ob¥ �rmy mají konstantní mezní náklady ve vý²i 3. Odvo¤te

a nakreslete optimální odpov¥di obou �rem. Najd¥te Nashovu rovnováhu.

22. Uºívání spole£ného zdroje. N subjekt· vyuºívá spole£ný zdroj k produki. Kdyº se zvy²uje mnoºství

zdroj· vyuºívané v²emi subjekty, kaºdý subjekt m·ºe vyráb¥t men²í mnoºství. Ozna£me xi mnoºství

zdroj· vyuºívané subjektem i. P°edpokládejme, ºe výstup je dán rovnií xi(1− (x1 + ...+ xn)) pokud
x1 + ...+ xn ≦ 1, v opa£ném p°ípad¥ je výstup 0. Kaºdý subjekt si volí xi tak, aby maximalizoval sv·j

výstup. Zformulujte hru, která modeluje tuto situai a najd¥te Nashovu rovnováhu. Naházíte n¥jakou

podobnost mezi touto hrou a Cournotovým oligopolem? Najd¥te pro�l akí (x1, ..., xn) p°i n¥mº je

výstup kaºdé �rmy v¥t²í neº v Nashov¥ rovnováze.

23. Auke víe p°edm¥t·. Draºí se 2 jednotky. Auke má n ú£astník·. Ú£astník i si ení první jednotku

na vi a druhou na wi, p°i£emº vi > wi. Ukaºte ºe v p°ípad¥ Vikrey auke hrá£ova ake, kdy nabídne

vi a wi, slab¥ dominuje ostatní ake.

24. �ekání ve front¥. 200 lidí he jít na konert, ale kapaita klubu je jen 100 míst. Ozna£me vi £ástku

na kolik si osoba i ení konertu nad enu lístku vyjád°enou v jednotkáh £asu, tzn. daný £lov¥k je

ohoten £ekat ve front¥ po dobu vi. P°edpokládejme, ºe v1 > v2 > v3 > ... > v200. Kaºdý £lov¥k si volí

jak dlouho p°ijde p°ed otev°ením pokladny s lístky, tj. jak dlouho je ohoten £ekat ve front¥. Pokud

víe lidí p°ijde ve stejný £as, pak dostane p°ednost £lov¥k s niº²ím indexem. Modelujte tuto situai

jako auki, kde se draºí víe jednotek s diskrimina£ní enou a najd¥te Nashovu rovnováhu. Odpovídá

výsledek hry p°edpokládané skute£nosti? Pokud ne pro£?

25. Lobby. Vláda uvaºuje nad zavedením jedné ze t°í politik x, y a z. Existují 2 zájmové skupiny, jejihº

pen¥ºní oen¥ní uvedenýh politik uvádí tabulka. Vláda zavede politiku dle plateb, které obdrºí od

zájmovýh skupin. Uvaºujme 2 mehanismy:



x y z

skupina A 0 3 -100

skupina B 0 -100 3

Table 3:

• First-prie auke. Kaºdá skupina si vybere politiku a £ástku, kterou zaplatí. Vláda zavede tu politiku,

kterou si vybrala skupina, která zaplatí nejvíe. Tato skupina zaplatí, druhá skupina nemusí platit

ni.

• Menu auke. Kaºdá skupina si vybere £ástku, kterou je ohotna zaplatit za kaºdou politiku. Vláda

zavede tu politiku, pro kterou je sou£et plateb obou skupin nejvy²²í. Ob¥ skupiny zaplatí £ástku,

kterou p°islíbily.

P°edpokládejte ºe v p°ípad¥ remízy, vybere vláda tu politiku, jejíº název je d°íve v abeed¥. Ukaºte, ºe

�rst-prie auke má Nashovu rovnováhu ve které lobby A nabídne 103 za politiku y a lobby B nabídne

103 za politiku z. Ukaºte, ºe menu auke má Nashovu rovnováhu, ve které lobby A nabídne 3 za x, 6

za y, 0 za z a lobby B nabídne 3 za x, 0 za y, 6 za z.

26. Volební sout¥º a asymetrikými preferenemi. Uvaºujme Hotelling·v model volební sout¥ºe, kde jsou

preferene voli£· asymetriké. Konkrétn¥, p°edpokládejme, ºe kaºdý voli£ je indiferentní mezi ur£itou

pozií nalevo od své preferované pozie a dvojnásobn¥ vzdálenou pozií sm¥rem doprava od své prefer-

ované pozie. Jak to ovlivní Nashovu rovnováhu?

27. Ameriké prezidentské volby. Uvaºujme následujíí variantu Hotellingova modelu. Voli£i jsou rozd¥leny

mezi 2 státy. Stát 1 disponuje v¥t²ím po£tem zastupitel· neº stát 2. Vít¥zem se stane kandidát, který

obdrºí v¥t²inu zastupitelskýh hlas·. Ozna£memi pozii mediánového voli£e státu i, p°i£emºm2 < m1.

Kaºdý ze dvou kandidátu si vybírá jedinou pozii pro oba státy. Kandidát, který získá v¥t²inu hlas·

v daném stát¥, obdrºí hlasy v²eh zastupitel·. Pokud kandidáti získají stejný po£et voli£skýh hlas·,

pak se hlasy zastupitel· rozd¥lí na p·l. Najd¥te Nashovy rovnováhy hry, která modeluje tuto situai.

28. Volební sout¥º mezi ideologikými kandidáty. Uvaºujme následujíí variantu Hotellingova modelu.

Jsou dva kandidáti, kte°í se nezajímají o to, zda vyhrají, ale mají rovn¥º svou preferovanou pozii.

Ostatní pozie jsou pro n¥j tím hor²í, £ím dále jsou od preferované pozie. P°edpokládejme, ºe prefer-

ovaná pozie jednoho kandidáta je nalevo od mediánu a preferovaná pozie druhého kandidáta je napravo

od mediánu. Dále p°edpokládejme, ºe pokud oba kandidáti dostanou stejn¥ hlas·, pak se dohodnou

na zavedení kompromisní politiky
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(x1 + x2), kde x1 a x2 jsou pozie kandidát·. Najd¥te Nashovu

rovnováhu.

29. Válka do vy£erpání. Dva hrá£i bojují o objekt, kterého si ení na vi a 50% ²ani na získání objektu

si ení na

vi
2
. Hrá£i se rozhodují o tom, kdy vzdají boj. �as, který stráví v boji, je pro n¥ nákladný.

Tzn., ºe výplata hrá£e, který bojoval po dobu ti a získal objekt je vi − ti. V p°ípad¥ nezískání objektu

je jeho výplata −ti. Pokud oba dva hrá£i vzdají boj ve stejný okamºik, pak kaºdý získá objekt s

pravd¥podobností 50 %. �as hápeme jako spojitou prom¥nou. Zformulujte hru, která modeluje tuto

situai a nalezn¥te Nashovy rovnováhy.

30. All-pay auke. Uvaºujte auki, ve které platí v²ihni ú£astníi auke. Najd¥te Nashovu rovnováhu

pro seond-prie auki. Ukaºte, ºe �rst-prie auke nemá ºádnou Nashovu rovnovávhu.

31. Uvedení produktu na trh. Dv¥ �rmy vyvíjejí konkuren£ní produkty pro trh s �xní velikostí. �ím

déle stráví �rma vývojem, tím lep²í je její produkt. Ale �rma, která uvede sv·j produkt na trh první,

získá výhodu, protoºe zákazníi nemohou po koupi produktu p°ejít ke konkuren£nímu. Firma, která

uvede sv·j produkt na trh první v £ase t získá podíl na trhu h(t). h(t) je rostouí funke, pro niº platí,
h(0) = 0 a h(T ) = 1. Druhá �rma získá zbytek trhu. Cílem �rem je získat o nejvy²²í podíl na trhu.

Zformulujte hru, která modeluje tuto situai a nalezn¥te Nashovy rovnováhy.

32. Odpov¥dnost za ²kodu. �k·de m·ºe vynaloºit náklady a1 k odvráení ²kody. Po²kozený m·ºe

vynaloºit náklady a2 k odvráení ²kody. O£ekávaná vý²e ²kody je dána funkí

1000

a1a2

.

• Jaká je spole£ensky optimální úrove¬ náklad· vynaloºenýh k odvráení ²kody?



• Uvaºujme zákon, který stanoví, ºe ²k·de nemusí platit ºádnou ²kodu, pokud vynaloºí náklady

alespo¬ ve vý²i 10 a naopak musí zaplatit elou ²kodu, pokud vynaloºil náklady men²í neº 10. Jak

vypadá rovnováha této hry? Je tato rovnováha spole£ensky optimální?

• Uvaºujme tzv. objektivní odpov¥dnost za ²kodu. Tzn. ²k·de je vºdy zodpov¥dný za ²kodu bez

ohledu na vynaloºené náklady. Jak vypadá rovnováha této hry?

33. Prostorová konkurene. M¥jme vesnii ve které jsou lidé rovnom¥rn¥ rozmíst¥ni kolem esty. Na

kaºdém koni vesnie je jeden obhod. Délku vesnie m·ºeme normalizovat na hodnotu 1. Kaºdý

£lov¥k má transportní náklady s dopravou zboºí z obhodu a nakupujte tedy tam, kde je sou£et eny

a transportníh náklad· men²í. Sou£et eny a náklad· m·ºe být vyjád°en jako p + t(xi − xo), kde t

jsou náklady na jednotku esty, xi je pozie spot°ebitele a xo je pozie obhodu. Obhody se simultán¥

rozhodují o en¥. Ur£ete rovnováºnou enu. Jak tato eny závisí na transportníh nákladeh?


