
1 Smí²ené strategie

1. Holubie a jest°áb. Dva hrá£i bojují o ko°ist. Kaºdý hrá£ m·ºe být pasivní (P) nebo agresivní

(A). Preferene hrá£· nad deterministikými výsledky jsou následujíí: kaºdý preferuje být agresivní,

pokud je soupe° pasivní; kaºdý preferuje být pasivní, pokud je soupe° agresivní; p°i své strategii je

pro hrá£e lep²í, pokud je oponent pasivní neº agresivní. Uvaºujme hrá£e s vNM preferenemi, které

spl¬ují následujíí podmínky (i) kaºdý hrá£ je indiferentní mezi výsledkem (P,P) a loterií, která p°ip-

isuje pravd¥podobnost

1

2
pro�lu (A,A) a pravd¥podobnost

1

2
loterii v níº je daný hrá£ A a protivník

P; (ii) kaºdý hrá£ je indiferentní mezi výsledkem v níº je daný hrá£ P a protivník A a loterií která

p°ipisuje pravd¥podobnost

2

3
pro�lu (A,A) a pravd¥podobnost

1

3
pro�lu (P,P). Najd¥te výplatní funki,

která reprezentuje tyto preferene. Najd¥te Nashovu rovnováhu této hry.

2. Obrana území. Generál A brání území p°ed armádou B. Generál A má k dispozii 3 jednotky, generál

B 2 jednotky. Území je hrán¥no horami a bitvy se mohou odehrávat jen ve dvou údolíh. Generál A

vyhraje bitvu v kaºdém údolí, pokud tam po²le alespo¬ tolik jednotek jako generál B; území ubrání jen,

pokud vyhraje bitvy v obou údolíh. Zformulujte hru, která modeluje tuto situai a najd¥te Nashovu

rovnováhu.

3. Plavání se ºraloky. Vy a vá² p°ítel jste se rozhodli strávit dva dny u mo°e. Oba dva v¥°íte, ºe s

pravd¥podobností π jsou ve vod¥ ºraloi. Oba máte stejné preferene, které p°ipisují hodnotu −c

situai, kdy se koupete se ºraloky; 0 situai, kdy jste na pláºi a nejdete do mo°e a 1 situai, kdy jdete

do mo°e a nejsou v n¥m ºraloi. Pokud je plave napaden ºraloky první den, pak s jistotou víte, ºe

ºraloi budou v mo°i i druhý den. Pokud je první den mo°e bez ºralok·, pak bude takové i druhý

den. Pokud ani jeden z vás dvou nejde první den plavat, pak stále o£ekáváte, ºe ºraloi jsou v mo°i s

pravd¥podobností π. Modelujte tuto situai jako strategikou hru. (V²imn¥te si, ºe pokud první den

zjistíte, ºe ºraloi v mo°i nejsou, pak jist¥ p·jdete plavat i druhý den. Va²e výplata, pokud jdete plavat

první den je π(−c+0)+ (1−π)(1+1)). Najd¥te Nashovu rovnováhu. Jak p°ítomnost p°ítele ovliv¬uje

va²e rozhodování?

4. K°iºovatka. Jedini z jedné populae °idi£· se náhodn¥ po dvou potkávají na k°iºovate. Kaºdý °idi£

na ní m·ºe bu¤ zastavit nebo jet dál. Preferene °idi£· jsou dány následujíí tabulkou, kde ǫ ∈ (0, 1).
Najd¥te symetrikou rovnováhu této hry.

Stop Jet dál

Stop 1, 1 1− ǫ, 2

Jet dál 2, 1− ǫ 0, 0

Table 1: K°iºovatka

Nyní p°edpokládejte, ºe °idi£i se ítí vinni, kdyº jedou dál a jejih výplata tím pádem klesne o δ > 0.
Ukaºte, ºe °idi£i jsou na tom v symetriké rovnováze této hry lépe neº v rovnováze p·vodní hry.

5. Hotelling·v model difereniae se t°emi �rmami. T°i �rmy sout¥ºí pomoí lokae obhodu. Firmy

si volí lokai n¥kterou z lokaí 0, 1
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, ..., 9

10
, 1 Zákazníi jsou rovnom¥rn¥ rozmíst¥ni na ²kále mezi [0, 1]

a nakupují u �rmy, která je jim nejblíºe. Kaºdá �rma se snaºí, aby k ní p°i²lo o nejvíe zákazník·.

Zformulujte hru, která modeluje tuto situai a najd¥te Nashovu rovnováhu.

6. Hlá²ení zlo£inu (Samaritán) s heterogenními agenty. Uvaºujme hru hlá²ení zlo£inu, ve které jsou dv¥

skupiny hrá£· li²ííh se náklady na ohlá²ení. n1 lidí má náklady c1 a n2 lidí má náklady c2. Platí, ºe

c1 < c2. Ukaºte, ºe pokud se c1 a c2 p°íli² neli²í, pak má hra smí²enou rovnováhu, ve které kaºdý hrá£

hraje ob¥ strategie s kladnou pravd¥podobností.

7. Zformulujte hru, která modeluje hru kámen, n·ºky, papír a najd¥te v²ehny Nashovy rovnováhy.

8. Hra na audit. Podnikatel p°iznává své p°íjmy. Má moºnost je p°iznat potiv¥ nebo je zatajit. Finan£ní

ú°ad má moºnost podnikateli d·v¥°ovat nebo jít k n¥mu na kontrolu. Výplaty jsou dány následujíí tab-

ulkou, náklady auditu jsou C, F je pokuta p°i odhalení zatajování p°íjm·. Najd¥te Nashovu rovnováhu

uvedené hry. Border a Sobel (1987) navrhují, aby £estní podnikatelé byli po kontrole, která neodhalí



D·v¥°ovat Kontrolovat

P°iznat −1, 4 −1, 4− C

Podvád¥t 0, 0 −F, 4− C

Table 2: Audit

podvod, odm¥n¥ni. Jaká je logika tohoto návrhu?

9. Patentový závod. Dv¥ �rmy se snaºí získat patent, kterého si ení na vi a 50% ²ani na získání objektu

si ení na

vi

2
. Hrá£i se rozhodují o tom, kolik investují do vývoje. Patent získá �rma, která investuje

víe. Tzn., ºe výplata hrá£e, který investoval £ástku ti a získal objekt je vi − ti. V p°ípad¥ nezískání

objektu je jeho výplata ti. Pokud oba dva hrá£i investují stejnou £ástku, pak kaºdý získá objekt s

pravd¥podobností 50 %. �as hápeme jako spojitou prom¥nou. Zformulujte hru, která modeluje tuto

situai a nalezn¥te Nashovy rovnováhy. Rogerson(1982) na podobné h°e ukazuje, kolik zdroj· se vy£erpá

v sout¥ºi o monopolní výsady.

2 Extenzivní hry

1. Najd¥te Nashovu rovnováhu následujíí hry. Dejte pozor, ºe vypí²ete v²ehny strategie.

2. De�nujme následujíí hru: hrá£i 1 a 2; kone£né historie (C,E) (C,F) (D,G) a (D,H); hrá£ská funke

P (∅) = 1 a P (C) = P (D) = 1; preferene hrá£e 1 (C,F ) ≻ (D,G) ≻ (C,E) ≻ (D,H); preferene
hrá£e 2 (D,G) ≻ (C,F ) ≻ (D,H) ≻ (C,E). Zapi²te tuto hru v diagramu. Najd¥te Nashovu rovnováhu

a SPE.

3. Volení pomoí veta. Dva lidé si volí z n¥kolika spole£nýh moºností následujíím zp·sobem: st°í-

dají se ve vy°azování jednotlivýh moºností dokud nez·stane jen jedna. P°edpokládejme, ºe existují

t°i moºnosti X,Y a Z. Preferene prvního £lov¥ka jsou X ≻ Y ≻ Z, preferene druhého £lov¥ka jsou

Z ≻ Y ≻ X . Modelujte tuto situai jako hru. Najd¥te Nashovu rovnováhu a SPE.

4. Spálení mostu. Armáda zem¥ 1 se rozhoduje, jestli zaúto£í na armádu zem¥ 2, která obsadila ostrov

mezi zem¥mi 1 a 2. V p°ípad¥ útoku se armáda 2 m·ºe bránit nebo p°es most opustit ostrov. Kaºdá

zem¥ preferuje obsazení ostrova p°ed jeho neobsazením. Boj je pro ob¥ armády nejhor²í moºností.

Modelujte tuto situai jako extenzivní hru. Co se stane, pokud armáda 2 spálí ostrov?

5. Doktor divnoláska. SSSR a USA mají jaderné zbran¥. USA se rozhodují, zda zaúto£í konven£ními

zbran¥mi na SSSR. Pokud to ud¥lají, pak SSSR m·ºe odpov¥d¥t konven£ním protiútokem, nebo

jaderným protiútokem. Pokud se SSSR rozhodne pro jaderný protiútok, pak USA m·ºe také zareago-

vat jaderným protiútokem. V p°ípad¥ jaderného útoku je zem¥ zni£ena. Preferene obou zemí jsou

stejné. Ob¥ zem¥ preferují výsledky, kdy nejsou zni£eny p°ed výsledky, kdy jsou zni£eny. Pokud uº

jsou zni£eny, pak preferují výsledek, kdy je zni£ena i druhá zem¥. USA mají vojenskou p°evahu a proto

preferují útok konven£ními zbran¥mi p°ed neúto£ením. Zformulujte hru, která modeluje tuto situai

a najd¥te SPE. Co se stane, pokud SSSR sestaví stroj, který vypustí na USA v p°ípad¥ jejih útoku

jaderné zbran¥ a který není moºné zastavit.



6. Holdup game. Hra je podobná ultimátní h°e s tím rozdílem, ºe na za£átku hry se hrá£ 1 rozhoduje

o investii. M·ºe investovat bu¤ hodn¥ nebo málo (H nebo L). �ím ví hrá£ 1 investuje, tím v¥t²í

je £ástka (cH ,cL), kterou hrá£ 2 poté rozd¥luje (nabídne x). Hrá£ 1 m·ºe nabídku hrá£e 1 zamítnout

nebo p°ijmout. Pokud nabídku odmítne, pak oba hrá£i obdrºí výplatu 0. Pokud nabídku p°ijme, pak

hrá£ 1 získá x−H nebo x−L a hrá£ 2 získá cH −x nebo cL−x. Formulujte hru, která modelujte tuto

situai a najd¥te Nashovy rovnováhy a SPE.

7. Rozmazlené dít¥ (Na podobné h°e zaloºil Beker(1981) sv·j model rozhodování v rodin¥). Ake dít¥te

a ovliv¬uje jeho osobní p°íjem c(a) i p°íjem rodi£· p(a). Vºdy platí c(a) < p(a). Dít¥ je sobeké, stará
se jen o c(a). Rodi£·m naopak záleºí jak na vlastním p°íjmu, tak na p°íjmu dít¥te. Jejih výplatní

funke je min{p(a), αc(a)}, kde α ukazuje nakolik jim záleºí na p°íjmu dít¥te. Pokud α = 1, pak jim

na p°íjmu dít¥te záleºí stejn¥ jako na vlastním. Rodi£e mohou, poté o si dít¥ volí aki a, transferovat

£ást p°íjmu k dít¥ti. (Jejih výplatní funke p°i transferu t je min{p(a)− t, α(c(a) + t)}) Formulujte
hru, která modeluje tuto situai pro α = 1 a ukaºte, ºe v SPE dít¥ maximalizuje spole£ný p°íjem sebe

a rodi£·. Jak se zm¥ní SPE, pokud α > 1?

8. Dolarová auke. Auke se ú£astní dva lidé a oba si draºeného objektu ení na v. Kaºdý z hrá£· na

koni musí zaplatit svou nabídku. Vít¥z tedy získá v − bi, poraºený −bi. Auke probíhá tak, ºe hrá£

bu¤ kon£í nebo nabídne o 1 K£ víe neº protivník. Kaºdý z hrá£· má bohatství w > v. Víe neº w

nem·ºe hrá£ nabídnout. Modelujte auki jako extenzivní hru a najd¥te SPE. (Zkuste nejprve n¥jaká

konkrétní £ísla, nap°. v = 3 a w = 4) Jaké výsledky auke byste o£ekávali v realit¥?

9. Vstupní hra s �nan£ními omezeními. Na trhu p·sobí jedna �rma (monopolista) a dal²í �rma se rozho-

duje o vstupu na trh (vyzyvatel). Pokud vyzyvatel nevstoupí, pak monopolista získá po T zbývajííh

period výplatu M a vyzyvatel 0. Pokud vyzyvatel vstoupí, pak zaplatí náklady vstupu f . V kaºdé z

T dal²íh period se monopolista rozhoduje, zda bude s vyzyvatelem bojovat nebo se s jeho vstupem

smí°í. V prvním p°ípad¥ obdrºí oba výplatu −F < 0, ve druhém p°ípad¥ obdrºí oba C > max{F, f}.
Pokud ve kterémkoliv dal²ím období vyzyvatel odejde z trhu, pak v daném období obdrºí ob¥ �rmy

výplatu 0. V dal²íh obdobíh dostane vyzyvatel výplatu 0 (nem·ºe znovu vstoupit) a monopolista

získá M > 2C. Najd¥te SPE hry modelujíí tuto situai. Jak se situae zm¥ní, pokud má vyzyvatel

omezené �nan£ní zdroje a m·ºe p°eºít jen T − 2 období boje (v období T-1 by musel odejít z trhu)?

10. Ultimátní hra s hrá£i preferujíími rovnost. Uvaºujme variantu ultimátní hry, ve které se hrá£i starají

nejen o své vlastní p°íjmy, ale i rovnost distribue p°íjm·. P°edpokládejme, ºe preferene hrá£· jsou

dány výplatní funkí ui(x1, x2) = xi − βi|x1 − x2|, kde βi > 0. Hrá£i si d¥lí £ástku 1. Najd¥te SPE a

srovnejte je. Existují n¥jaké hodnoty β1 a β2 pro n¥º je nabídka v rovnováze zamítnuta?

11. Agenda. (Romer, Rosenthal (1987)) P°i r·zném shvalování m·ºe ur£itý orgán návrh pouze p°ijmout

nebo odmítnout, nem·ºe jej m¥nit. P°edpokládejme, ºe máme komisi, která p°edkládá návrh a výbor,

který ho shvaluje. Komise i výbor mají r·zné preferene, které m·ºeme reprezentovat stejn¥ jako

preferene voli£· v Hotellingov¥ modelu. Konkrétn¥ ozna£me preferene výboru jako 0 a preferene

komise yk > 0. Komise p°edkládá návrh y. Pokud ho výbor neshválí, pak je z·stává platný dosavadní

stav y0. Najd¥te SPE. Jak závisí na y0?

12. Stakleberg s �xními náklady. Najd¥te SPE v Staklebergov¥ oligopolu se dv¥ma �rmami v p°ípad¥,

kdy inverzní poptávková funke je P (Q) = α−Q a nákladová funke �rmy i má tvar

Ci(qi) =

{

0 pokud qi = 0

f + cqi pokud qi > 0

kde c > 0, f > 0 a c < α. Ukaºte, ºe v p°ípad¥ c = 0, α = 12 a f = 4 má hra jedinou SPE.

13. Sekven£ní Hotelling·v model se dv¥ma a t°emi kandidáty. Uvaºujte variantu Hotellingova modelu

politiké sout¥ºe, ve které se kandidáti nerozhodují v jeden okamºik, ale postupn¥. Najd¥te SPE pro

n = 2 a n = 3. P°edpokládejte, ºe kaºdý z hrá£· má moºnost nevstoupit do volebního boje. Kaºdý

kandidát preferuje remízu p°ed nevstoupením a nevstoupení p°ed prohrou. Nejlep²í je pro kaºdého

pohopiteln¥ vít¥zství.



14. Hladoví lvi. Skupina lv· s hierarhikou strukturou narazí na zebru. Vedouí lev se rozhoduje zda

zebru sní. Pokud ji nesní, pak zebra ute£e. Pokud je vedouí lev sní, tak bude unaven a lev 2 ho m·ºe

sníst. Pokud lev 2 nesní lva 1, pak hra kon£í. Pokud ho sní, pak m·ºe být sn¥den lvem 3. Kaºdý

lev preferuje být sytý neº být hladový a být hladový p°ed být sn¥den. Najd¥te SPE pro p°ípad n lv·.

P°eºije zebra?

15. �ikanujíí ºaloba (Nuisane suits). �ikanujíí ºaloba je ºaloba, která má mizivou nad¥ji na úsp¥h a

jejím ú£elem je dosp¥t k �nan£nímu vyrovnání s protistranou. P°edstavme si následujíí hru. �alobe

se rozhoduje, zda vznese nárok nebo ne. Pokud ho nevznese, pak oba hrá£i kon£í s výplatou 0. Pokud

ho vznese, pak nese náklady c a navrhne obvin¥nému moºnost od²kodn¥ní s. Pokud obvin¥ný návrh

p°ijme, pak je ºalobe od²kodn¥n a obdrºí s−c, obvin¥ný má −c. Pokud návrh odmítne, pak se ºalobe

rozhoduje, zda p·jde k soudu. U soudu má ²ani na vít¥zství pX , kde X je £ástka, kterou vysoudí a

p → 0 je pravd¥podobnost, ºe vyhraje. �alujíí strana nese u soudu dal²í náklady ve vý²i d. Obvin¥ný

nese náklady e.

• Najd¥te SPE této hry. Jak je SPE ovlivn¥no velikostí náklad· e?

• Co se stane, pokud ºalujíí strana zaplatí soudní náklady d uº p°i podání návrhu na od²kodn¥ní?

Má smysl vytvo°it si takovým zp·sobem utopené náklady?

• M·ºe stejn¥ reagovat obvin¥ný? Jaké má jeho reake spole£enské náklady?

16. Auke se vstupními náklady. Dva lidé se ú£astní draºby domu. Auke probíhá formou seond-prie

auke. Oba dva ú£astníi si ení domu na 1 mil. K£. Vstup do auke je zatíºen náklady ve vý²i c

(nap°. na zaji²t¥ní �nanování nebo vstupní poplatek). Zformulujte hru, která modeluje tuto situai a

najd¥te v²ehny Nashovy rovnováhy.

17. Ultimátní hra s hrá£i preferujíími rovnost a nejistotou. Uvaºujme hru z p°íkladu 10, ve které β1 = 1
a hrá£ 2 pohází z populae ve které je pom¥r hrá£· s β2 = 0 roven p a podíl hrá£· s β2 = 1 je

1− p. Modelujte tuto situai jako extenzivní hru, ve které hraje náhoda. Najd¥te SPE. Existují n¥jaké

rovnováhy v nihº je nabídka zamítnuta?

18. Vyjednávání mezi �rmou a odbory. Vedení �rmy vyjednává s odbory o plateh. Vedení ví o kolik

budou p°íjmy vy²²í neº kapitálové výdaje. O tento p°ebytek vyjednává vedení �rmy s odbory. P°e-

bytek bude mít velikost H s pravd¥podobností p a L s pravd¥podobností 1 − p, H > L. Vyjednávání

má podobu ultimátní hry, kde odbory u£iní nabídku a vedení ji p°ijme nebo zamítne. Pokud odbory

poºadují x, velikost p°ebytku je z a vedení nabídku p°ijme, pak výplata vedení je z − x a výplata

odbor· je x. Pokud vedení nabídku odmítne, pak odbory zahájí stávku a v²ihni získají 0. Najd¥te

SPE. Najd¥te pravd¥podobnost, ºe odbory zahájí stávku.

19. Efekt dluhu na odhod z odv¥tví. Uvaºujme hru o odhod z odv¥tví. P°edpokládejme, ºe c = 10,
k1 = 40, k2 = 20 a Pt(Q) = 100 − t − Q. Najd¥te SPE. Jak velký dluh si m·ºe �rma 2 dovolit, aby

nalezené SPE bylo stále SPE?

20. Prinipál-agent. Agent má uºitkovou funki U =
√
w − e, kde e m·ºe nabývat hodnot 0 nebo 7. V

p°ípad¥ odmítnutí kontraktu získá agent uºitek U = 4. Jen agent pozoruje hodnotu svého úsilí, ale

mzda m·ºe být podmín¥na úrovní výstupu. Ozna£me w mzdu p°i výstupu 1000 a w mzdu p°i výstupu

0. Závislost výstupu na úsilí je dána tabulkou.

pravd¥podobnost výstupu 0 pravd¥podobnost výstupu 1000

e=0 0,9 0,1

e=7 0,2 0,8

• Jak vypadají v²ehna motiva£ní omezení a omezení ú£asti pro situai, kdy agent vyvine velkou snahu.

• Jak vypadá optimální kontrakt? Jaký je agent·v uºitek? Jaké jsou náklady prinipála?

• Jaký by byl agent·v uºitek p°i plnýh informaíh? Jaké jsou náklady prinipála?


