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Motivace

T H

T 1,-1 -1,1

H -1,1 1,-1

Table: Hlava nebo orel

Hra nemá Nashovu rovnováhu, pokud hrá£i mohou hrát

deterministicky jednu akci. Co kdyº jim dovolíme, aby hráli r·zné

akce s r·znou pravd¥podobností?
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Strategická hra se smí²enými strategiemi

Smí²enou strategií hrá£e ve strategické h°e je pravd¥podobnostní

rozd¥lení nad mnoºinou jeho akcí. Zna£íme jej αi , αi (ai ) je
pravd¥podobnost jakou p°ipisuje strategie hrá£e i akci ai .

Strategická hra s vNM preferencemi se skládá z

• mnoºiny hrá£·

• mnoºiny akcí kaºdého hrá£e

• preferencí kaºdého hrá£e de�novaných nad mnoºinou loterií

sloºených z pro�l· akcí takových, ºe mohou být reprezentovaný

o£ekávanou (st°ední) hodnotou Bernoulliho výplatní funkce
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von Neumann-Morgensternovi preference

• P°i smí²ených strategiích nemusí být výsledkem hry jeden pro�l

akcí, ale r·zné výsledky mohou nastat s r·znou

pravd¥podobností. Takovou situaci nazýváme loterie.

• P°edpokládáme, ºe hrá£i mají preference ohledn¥ loterií (vNM

preference) sloºených z výsledk· hry. Jakým zp·sobem

m·ºeme takové preference reprezentovat?

• Pokud se hrá£i chovají konzistentn¥ (nepodléhají Dutch book),

pak m·ºeme jednotlivé deterministické výsledky reprezentovat

takovou výplatní funkcí (Bernoulliho), ºe hrá£i hodnotí loterie

podle o£ekávané výplaty

Rostislav Stan¥k

Smí²ené strategie



von Neumann-Morgensternovi preference

• Bernoulliho výplatní funkce nejsou zcela ordinální

• Bernoulliho výplatní funkce u(a) a v(a) reprezentují stejné
preference, pokud platí, ºe u(a) = α+ βv(a), ∀a
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Nashova rovnováha ve smí²ených strategiích

Pro�l smí²ených strategií α∗ ve strategické h°e s vNM preferencemi

je Nashovou rovnováhou, pokud pro kaºdou smí²enou strategii αi

kaºdého hrá£e i platí Ui (α
∗) = Ui (αi , α

∗
−i ), kde Ui (α) p°edstavuje

o£ekávanou výplatu hrá£e i ze smí²eného pro�lu akcí α.

Kaºdá strategická hra s kone£ným po£tem akcí má Nashovu

rovnováhu ve smí²ených strategiích.

Jak ji ale najít?
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Nashova rovnováha ve smí²ených strategiích: Optimální

odpov¥di ve h°e hlava nebo orel
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Základní vlastnost smí²ených strategií

L(q) R(1-q)

T(p) pq p(1− q)
B(1-p) (1− p)q (1− p)(1− q)

Table:

O£ekávanou výplatu hrá£e 1 tak m·ºeme zapsat jako

pqu1(T , L)+p(1−q)u1(T ,R)+q(1−p)u1(B, L)+(1−p)(1−q)u1(B,R) =

= p[qu1(T , L)+(1−q)u1(T ,R)]+(1−p)[qu1(B, L)+(1−q)u1(B,R)] =

= pE1(T , α2) + (1− p)E1(B, α2))
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Základní vlastnost smí²ených strategií

Zobecn¥ní: Ui (α) =
∑n

j=1
αi (aj)Ei (aj , α−i )

α∗ je Nashovou rovnováhou práv¥ tehdy, kdyº

• o£ekávaná výplata kaºdé akce, které p°ipisuje strategie α∗i
kladnou pravd¥podobnost, je p°í daných strategiích α∗−i stejná

• o£ekávaná výplata kaºdé akce, které p°ipisuje strategie α∗i
nulovou pravd¥podobnost, není p°í daných strategiích α∗−i
vy²²í neº o£ekávaná výplata akce, které je p°ipsána kladná

pravd¥podobnost.
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Vy²krtání Dominovaných akcí

Ve strategické h°e s vNM preferencemi hrá£ova strategie αi ost°e

dominuje jeho akci a′i , pokud pro v²echny akce ostatních hrá£· a−i
platí Ui (αi , a−i ) > ui (a

′
i , a−i ). Akce a′i je ost°e dominovaná.

L R

T 3,1 0,1

C 0,3 3,2

B 1,1 1,0

Table: Hlava nebo orel
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Nashova rovnováha ve smí²ených strategiích: interpretace

• Lidé se rozhodují náhodn¥. Pro£? Ukázka

• Zastoupení jednotlivých strategií v populaci (tzv. puri�acation)

• Odráºejí faktory ovliv¬ující chování, které nejsou zahrnuty v

modelu
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Ilustrace: Volání policie neboli Samaritán

• Hrá£i: n lidí

• Akce: ai = {volat,nevolat}
• Preference: 0 nikdo nevolá, v − c já volám, v n¥kdo jiný volá,

v > c

Smí²ená rovnováha: výplaty z akcí se musí rovnat. p zna£í

pravd¥podobnost s níº kaºdý zavolá. Pravd¥podobnost, ºe nikdo

jiný nezavolá je (1− p)n−1.

v − c = (1− p)n−10+ (1− (1− p)n−1)v ⇒ (1− p)n−1 =
c

v

p = 1− (
c

v
)

1
n−1
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Ilustrace: Volání policie neboli Samaritán

Kaºdý £lov¥k volá s pravd¥podobností p = 1− ( cv )
1

n−1 . S rostoucím

n se sniºuje pravd¥podobnost, ºe £lov¥k zavolá.

Jak se m¥ní pravd¥podobnost, ºe alespo¬ n¥kdo zavolá.

Pr{nikdo nezavolá} = Pr{i nezavolá}Pr{nikdo jiný nezavolá}

Pr{nikdo nezavolá} = (
c

v
)

1
n−1

c

v

S rostoucím po£tem, lidí klesá pravd¥podobnost, ºe kdokoliv zavolá

policii.
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Ilustrace: Expertní hra

π...zisk experta p°i pravdivém reportu; π′...prodá velkou opravu p°i

existenci malé; r ...pravd¥podobnost existence velkého problému;

E ...platba za velkou opravu; I ...platba za malou opravu;

E ′,I ′...stejná platba u druhého experta; platí E > I ,E ′ > E ,I ′ > I

P°ijme velkou opravu(q) Odmítne velkou opravu(1-q)

Pravda(p) π, −rE − (1− r)I (1− r)π, −rE ′ − (1− r)I
Leº(1-p) rπ + (1− r)π′, −E 0, −rE ′ − (1− r)I ′

Table: Expertní odhad
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Ilustrace: Expertní hra: rovnováha

1 Pokud E < rE ′ + (1− r)I ′, pak je (Lºi,P°íjmy velkou opravu)

Nashovou rovnováhou

2 Pokud E > rE ′ + (1− r)I ′ pak je Nashovou rovnováhou

(p∗, q∗), kde

p∗ =
E − (rE ′ + (1− r)I ′)

(1− r)(E − I ′)
= 1− r(E − E ′)

(1− r)(E − I ′)

q∗ =
π

π′

Jak se m¥ní chování se zm¥nou r?
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