
Chapter 1

Východiska modelu

• Dva agenti - domácnosti a firmy.

• Agenti optimalizujı́, jsou racionálnı́, trhy se čistı́.

Domácnosti:

• Maximalizujı́ užitek daný užitkovou funkcı́, obecněU(ct, 1−lt) při daném rozpočtovém
omezenı́ (všechny veličiny jsou v reálném vyjádřenı́).

• Domácnosti volı́ ct (spotřeba, poptávka po zbožı́), lSt (nabı́dka práce), kSt (nabı́dka
kapitálu; domácnosti spořı́ formou nákupu kapitálu).

• Tvořı́ poptávkovou stranu na trhu zbožı́ a nabı́dkovou stranu na trzı́ch práce a
kapitálu.

Firmy:

• Maximalizujı́ zisk při daném omezenı́ zdrojů - kapitálu, práce a půdy (uvažujeme
jako konstantu).

• Tvořı́ nabı́dkovou stranu na trhu zbožı́ (yt) a poptávkovou stranu na trzı́ch práce
(lDt ) a kapitálu (kDt ).

V ekonomice jsou tedy tři trhy:

• Trh zbožı́: yt = ct.

• Trh práce: lDt = lSt .

• Trh práce: kDt = kSt .

• Trhy jsou vždy v rovnováze⇒ v DSGE modelech se těžko hledá kauzalita.
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Chapter 2

Odvozenı́ modelu

2.1 Domácnosti

Domácnosti maximalizujı́ očekávanou hodnotu součtu očekáváných diskontovaných
užitků daných užitkovou funkcı́

maxE0

∞∑
t=0

βtU(ct, 1− lt) (2.1)

při rozpočtovém omezenı́, které lze vyjádřit jako ”aktiva+přı́jmy = pasiva+výdaje”:

ltwt +Rtkt−1 + kt−1 + tt + πt−1 = ct + kt + δkt−1 (2.2)

kde wt je reálná mzda. Dále Rt je nominálnı́ (tady si nejsem jistý - jde o nominálnı́
úrokovou mı́ru, která je dı́ky absenci inflace zároveň rovna reálné?) úroková mı́ra, tt
jsou čisté vládnı́ transfery, o kterých budeme dále předpokládat, že jsou nulové. Zisky
plynoucı́ domácnostem vyjadřuje výraz πt−1 (v dokonalé konkurenci jsou zisky nulové)
a δ je parametr depreciace kapitálu.
Rozpočtové omezenı́ lze tedy zapsat:

ltwt + (1 +Rt − δ)kt−1 = ct + kt. (2.3)

Potřebujeme ještě počátečnı́ podmı́nky k0 > 0, ct, kt > 0∀t.

2.1.1 Užitkové funkce

2.1.2 Řešenı́ problému domácnostı́

Domácnosti řešı́ lagrangián:

Lt(ct, lt, kt) = E0

∞∑
t=0

βt [U(ct, 1− lt) + λt (ltwt + (1 +Rt − δ)kt−1 − ct − kt)] (2.4)
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2.1. DOMÁCNOSTI CHAPTER 2. ODVOZENÍ MODELU

Podmı́nky optimality:

∂Lt
∂ct

= Uct + λt = 0 (2.5)

∂Lt
∂lt

= −Ult + λtwt = 0 (2.6)

∂Lt
∂kt

= −λt + Et [λt+1(1 +Rt − δ)] = 0 (2.7)

∂Lt
∂λt

= 0⇒ BC. (2.8)

Kombinacı́ 2.5 s 2.7, tedy podmı́nek optimality pro spotřebu a kapitál, můžeme
zı́skat Eulerovu rovnici, která určuje optimálnı́ výši spotřeby. Nejprve přepı́šeme 2.7
do tvaru

λt
Etλt+1

= (1 +Rt − δ) (2.9)

a kombinacı́ rovnice 2.5 v čase t a t+ 1 zı́skáme

λt
Etλt+1

=
Uct

βEtUct+1

. (2.10)

Kombinacı́ předchozı́ho zı́skáme Eulerovu rovnici

(1 +Rt − δ) =
Uct

βEtUct+1

(2.11)

Tato rovnice popisuje rovnováhu na trhu statků. Předpokládejme, že užitková funkce
domácnostı́ má tvar

U(ct, 1− lt) = log ct + ψ log(1− lt). (2.12)

Parametr ψ lze interpretovat jako Frischovu elasticitu nabı́dky práce.
Eulerovu rovnici tedy zapı́šeme jako

(1 +Rt − δ) =
βEtct+1

ct
. (2.13)

Dále nás zajı́má rovnováha na trhu práce. Nabı́dku práce lze zı́skat kombinacı́ podmı́nek
optimality pro spotřebu a práci 2.5 a 2.6

ψ
ct

1− lt
= wt (2.14)

lt = 1− ψ ct
wt
. (2.15)
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2.2. FIRMY CHAPTER 2. ODVOZENÍ MODELU

2.2 Firmy

Firmy maximalizujı́ zisk daný výrazem

πt = yt −Rtkt−1 − ltwt (2.16)

při omezenı́ daném Cobb-Douglasovou produkčnı́ funkcı́

Yt = atk
1−α
t−1 l

α
t . (2.17)

Parametr α označuje podı́l výrobnı́ho faktoru práce na přı́jmu z produktu a at je exo-
genně daná úroveň technologie, jejı́ž logaritmus následuje AR(1) proces.
Firmy volı́ množstvı́ práce a kapitálu, které chtějı́ poptávat. Analogicky jako u domácnostı́
lze odvodit optimality k problému firem:

(1− α)atk
−α
t−1l

α
t = Rt (2.18)

αatk
1−α
t−1 l

α−1
t = wt (2.19)

Tyto rovnice udávajı́ poptávku firem po výrobnı́ch faktorech. Dosazenı́m obou podmı́nek
optimality do výrazu pro zisk firmy můžeme ověřit, že zisk je nulový.

2.3 Rovnováha

Rovnováha je definována jako stav, ve kterém

• Domácnosti maximalizujı́ užitek při daných at, πt.

• Firmy maximalizujı́ zisk při daných at, πt.

• Všechny trhy se čistı́.

2.3.1 Trh práce

Rovnici popisujı́cı́ rovnováhu na trhu práce zı́skáme kombinacı́ 2.19 a 2.14:

wt = wt (2.20)

ψ
ct

1− lt
= αatk

1−α
t lα−1

t (2.21)
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2.3. ROVNOVÁHA CHAPTER 2. ODVOZENÍ MODELU

2.3.2 Trh kapitálu

Rovnici popisujı́cı́ rovnováhu na trhu kapitálu zı́skáme dosazenı́m do rozpočtového
omezenı́ domácnostı́ za ceny (meznı́ produkty) výrobnı́ch faktorů z 2.18 a 2.19:

ltαatk
1−α
t−1 l

α−1
t + kt−1(1− α)atk

−α
t−1l

α
t + (1− δ)kt−1 = ct + kt (2.22)

αyt + (1− α)yt + (1− δ)kt−1 = ct + kt (2.23)
yt = ct + kt − (1− δ)kt−1 (2.24)
yt = ct + it (2.25)

Rovnice 2.24 popisuje akumulaci kapitálu.

2.3.3 Trh zbožı́

Rovnováhu trhu zbožı́ popisuje Eulerova rovnice 2.13, do které dosadı́me zaRt z rovnice
2.18.

2.3.4 Dynamická rovnováha

V modelu máme šest proměnných: ct, lt, kt, at, yt, Rt. Tady nerozumı́m tomu, proč
tu nenı́ zařazena i mzda wt - stejně jako Rt je i mzda určena jako meznı́ produkt, tedy
pro jejich určenı́ se použı́vajı́ ty samé veličiny a pokud do Eulerovi rovnice dosadı́me,
nepotřebujeme Rt vlastně vůbec.
Dynamickou rovnováhu popisuje těchto šest rovnic:

(1 +Rt − δ) =
βEtct+1

ct
(2.26)

ψ
ct

1− lt
= αatk

1−α
t lα−1

t (2.27)

yt = ct + kt − (1− δ)kt−1 (2.28)
yt = atk

1−α
t−1 l

α
t (2.29)

log at = ρ log at−1 + ε (2.30)
Rt = (1− α)atk

−α
t−1l

α
t (2.31)

Tedy Eulerova rovnice, rovnice trhu práce, proces akumulace kapitálu, produkčnı́ funkce,
exogennı́ proces pro technologii a výraz pro úrokovou mı́ru.
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Chapter 3

Vyřešenı́ modelu

Nynı́ potřebujeme model vyřešit. Budeme chtı́t zı́skat tzv. log-linearizované řešenı́.
Postup bude takovýto:

1. Najdeme steady state (dlouhodobou rovnováhu), tj. vyjádřı́me proměnné jako
funkce strukturálnı́ch parametrů. Model má steady state právě tehdy když je sta-
cionárnı́.

2. Log-linearizujeme model kolem steady statu pomocı́ Taylorova rozvoje prvnı́ho
stupně.

3. Vyřešı́me systém racionálnı́ch očekávánı́, čı́mž zı́skáme tzv. kanonickou reprezentaci
DSGE modelu.

4. Přepı́šeme model do stavové reprezentace.

3.1 Hledánı́ steady statu

Pro nalezenı́ steady statu odstranı́me časové indexy, vezmeme expektace (tady nerozumı́m,
co přesně znamená vzı́t expektace - znamená to, že prostě budeme brát očekávánı́ jako
100% přesná?) a řešı́me proměnné jako funkce strukturálnı́ch parametrů.
Z Eulerovi rovnice můžeme vyjádřit steady statovou hodnotu Rt. Položı́me

Etct+1 = ct = c (3.1)

a tı́m zı́skáme

c

c
= β(1 +R− δ) (3.2)

1

β
= 1 +R− δ (3.3)

R∗ = δ +
1

β
− 1. (3.4)
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3.2. LOG-LINEARIZACE CHAPTER 3. VYŘEŠENÍ MODELU

Z exogennı́ho procesu pro at při absenci exogennı́ch šoků plyne

log a = ρ log a. (3.5)

Pro ρ < 1 je řešenı́m této rovnice a = 1.
Steady stateové hodnoty dalšı́ch parametrů jsem sice spočı́tal, ale nejsem si jistý, jestli
správně. Pokud je to správně, tak sem přidám ještě i postup, jak jsem se k nim dobral.
S využitı́m toho, že R∗ už známe, a že a∗ = 1 je

k∗ =
R∗

ψ
[
δ + R∗

1−α(1 + α
ψ
)
]

c∗ =
R∗

ψ
[
δ + R∗

1−α(1 + α
ψ
)
](δ +

R∗

1− α
)

l∗ = (1− α)−
1
α

(R∗)1+ 1
α

ψ
[
δ + R∗

1−α(1 + α
ψ
)
]

y∗ =
(R∗)2

ψ(1− α)
[
δ + R∗

1−α(1 + α
ψ
)
]

3.2 Log-linearizace

Využijeme vzorce pro Taylorův rozvoj 1.řádu se středem v bodě x∗

f(x) = f(x∗) + f ′(x∗)(x− x∗) (3.6)

Dále využijeme ”zkratku”
∂f(x)

∂ log x
=
∂f(x)

∂x
x (3.7)

a zkusı́me zlog-linearizovat rovnici popisujı́cı́ akumulaci kapitálu

yt = ct + kt − (1− δ)kt−1. (3.8)

Nejprve zlog-linearizujeme levou stranu rovnice. Upravı́me na

yt =
y∗

y∗
elog yt = y∗elog yt−log y∗ (3.9)

a poté použijeme Taylorův rozvoj se středem v y∗:

yt ∼= y∗ +
(
y∗elog yt−log y∗

) ∣∣∣∣
yt=y∗

(log yt − log y∗) = y∗ + y∗ŷt = y∗(1 + ŷt) (3.10)

7



3.2. LOG-LINEARIZACE CHAPTER 3. VYŘEŠENÍ MODELU

kde výraz

ŷt = log yt − log y∗ (3.11)

je relativnı́ odchylka yt od steady statové hodnoty y∗. Tı́m jsme zlog-linearizovali levou
stranu rovnice.
Pravá strana rovnice je funkcı́ třı́ proměnných, ct, kt a kt−1. Upravı́me na

ct + kt − (1− δ)kt−1 = c∗elog ct−log c∗ + k∗elog kt−log k∗ − (1− δ)k∗elog kt−1−log k∗ (3.12)

Opět použijeme Taylorův rozvoj se středem v [c∗, k∗, k∗], kde provedeme tři parciálnı́
derivace:

ct + kt − (1− δ)kt−1 = c∗ + k∗ − (1− δ)k∗ + c∗elog ct−log c∗
∣∣∣∣
ct=c∗

(log ct − log c∗)(3.13)

+k∗elog kt−log k∗
∣∣∣∣
kt=k∗

(log kt − log k∗) (3.14)

−(1− δ)k∗elog kt−1−log k∗
∣∣∣∣
kt−1=k∗

(log kt−1 − log k∗) (3.15)

= c∗ + k∗ − (1− δ)k∗ + c∗ĉt + k∗k̂t − (1− δ)k∗k̂t−1 (3.16)
y∗(1 + ŷt) = c∗(1 + ĉt) + k∗(1 + k̂t)− (1− δ)(1 + k∗k̂t−1) (3.17)

Dále vı́me, že ve steady statu rovnice platı́, takže můžeme psát

y∗(1 + ŷt) = c∗(1 + ĉt) + k∗(1 + k̂t)− (1− δ)(1 + k∗k̂t−1) (3.18)
y∗ŷt = c∗ĉt + k∗k̂t − (1− δ)k∗k̂t−1 (3.19)

ŷt =
c∗

y∗
ĉt +

k∗

y∗
k̂t − (1− δ)k

∗

y∗
k̂t−1 (3.20)

Obdobně můžeme zloglinearizovat Eulerovu rovnici. Přepı́šeme ji do tvaru

c∗elog ct+1−log c∗ 1

c∗elog ct−log c∗
= β + βR∗elogRt−logR∗ − δβ (3.21)

a začneme s levou stranou. Provedeme Taylorův rozvoj 1.řádu se středem v [c∗, c∗]:

c∗elog ct+1−log c∗ 1

c∗elog ct−log c∗
∼=

c∗

c∗
+
c∗elog ct+1−log c∗

c∗elog ct−log c∗

∣∣∣∣
ct=c∗,ct+1=c∗

(log ct+1 − log c∗) +(3.22)

+
c∗elog ct+1−log c∗

c∗elog ct−log c∗

∣∣∣∣
ct=c∗,ct+1=c∗

(log c∗ − log ct) (3.23)

= 1 + ĉt+1 − ĉt. (3.24)
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3.2. LOG-LINEARIZACE CHAPTER 3. VYŘEŠENÍ MODELU

Pravou stranu aproximuje stejným způsobem se středem v R∗:

β + βR∗elogR∗−logR∗ − δβ ∼= β + βR∗elogRt−logR∗ − (3.25)

−δβ + βR∗elogRt−logR∗
∣∣∣∣
Rt=R∗

(logRt − logR∗) (3.26)

= β + βR∗ − δβ + βR∗R̂t (3.27)

Rovnici nynı́ můžeme napsat v aproximovaném tvaru a odečı́st od nı́ rovnici ve steady
stateových proměnných, o které vı́me, že platı́ jako rovnost. Tı́m dostaneme finálnı́ tvar
log-linearizované Eulerovi rovnice.

1 + ĉt+1 − ĉt = β + βR∗ − δβ + βR∗R̂t (3.28)
1 = β + βR∗ − δβ (3.29)

ĉt+1 − ĉt = βR∗R̂t (3.30)

Na přı́kladu produkčnı́ funkce můžeme ukázat postup, který lze aplikovat v přı́kladě,
kdy jsoiu obě strany rovnice v součinu. Princip spočı́vá v tom, že celou rovnici zlogar-
itmujeme a vyhodnotı́me nejprve v původnı́m čase a poté ve steady statu. Dvě vzniklé
rovnice potom od sebe odečteme a dostaneme výsledný tvar:

log yt = log at + (1− α) log kt−1 + α log lt (3.31)
log y∗ = log a∗ + (1− α) log k∗ + (3.32)

log yt − log y∗ = log at − log a∗ + (1− α) log kt−1 − (1− α) log k∗ + (3.33)
+α log lt − α log l∗ (3.34)

ŷt = ât + (1− α)ŷt−1 + αl̂t (3.35)

Stejným způsobem můžeme log-linearizovat vztah pro úrokovou mı́ru:

logRt = log(1− α)− αkt−1 + αlt (3.36)
logR∗ = log(1− α)− αk∗ + αl∗ (3.37)

R̂t = αl̂t − αk̂t−1 (3.38)

Dál nevı́m, jestli mám log-linearizovat i exogennı́ proces pro technologii. Mohl bych
od obou stran odečı́st log a∗ a zı́skal bych tak AR(1) proces pro odchylky at od SS. Je to
správně?

Poslednı́ rovnice, kterou zbývá log-linearizovat, je rovnováha na trhu práce.
Začneme levou stranou
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ψ
ct

1− lt
= ψ

c∗ log elog ct−log c∗

(1− l∗)elog(1−lt)−log(1−l∗) (3.39)

∼= ψ
c∗

1− l∗
+ ψ

c∗

1− l∗
(log ct − log c∗)− (3.40)

−ψ c∗

1− l∗
(log(1− lt)− log(1− l∗)) (3.41)

= ψ
c∗

1− l∗
(1 + ĉt − 1̂− lt) (3.42)

Tady nevı́m, jestli jsem správně označil, co je odchylka u práce - zda je to 1̂− lt nebo
1− l̂t nebo zda jsou si tyto výrazy rovny.
Pravou stranu upravı́me stejně:

αatk
1−α
t−1 l

α−1
t

∼= αa∗k∗1−αl∗α−1(1 + ât + (1− α)k̂t−1 + (α− 1)1̂− lt) (3.43)

Nynı́ máme aproximovánu celou rovnici:

ψ
c∗

1− l∗
(1 + ĉt − 1̂− lt) = αa∗k∗1−αl∗α−1(1 + ât + (1− α)k̂t−1 + (α− 1)1̂− lt) (3.44)

a můžeme využı́t toho, že ve steady statu rovnice platı́. Vydělı́me tedy rovnici na obou
stranách stejným čı́slem rovným hodnotě obou jednotlivých stran rovnice ve steady
statu, čı́mž nám rovnice přejde do tvaru:

ĉt − 1̂− lt = ât + (1− α)k̂t−1 + (α− 1)1̂− lt (3.45)

Pro log-linearizaci této rovnice by bylo lepšı́ využı́t jednoduššı́ metodu nastı́něnou výše,
která by vedla je stejnému výsledku podstatně rychleji.
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