1 Strategické hry a Nashova rovnoviha

1. Prace na spoleéném projektu. Pracujete s kolegou na spole¢ném projektu. Miuzete pracovat bud
hodné nebo mélo. Vysledek projektu zavisi na vaSem spole¢ném usili. Vysledek, ktery nastane, kdyz
oba pracujete malo je pro vas lepsi nez vysledek, kdy vy pracujete hodné a kolega malo, ale horsi
nez vysledek, ktery nastane, kdy oba pracujete hodné. Nejlepsi vysledek je, kdyZz vy pracujete malo a
kolega hodné. Kolegovi preference jsou stejné. Formulujte strategickou hru, kterd modeluje tuto situaci.

2. Holubice a jestfab. Dvé zvitata bojuji o kotist. Kazdé z nich mtze byt pasivni nebo agresivni. Kazdé
z nich preferuje byt agresivni, kdyZ je soupef pasivni a byt pasivni, kdyZ je soupef agresivni. Pii své
dané akci zvite vzdy preferuje, kdyZ je soupef pasivni nez kdyz je agresivni.

3. Dva lidé vkroc¢i do autobusu, ve kterém jsou dvé volna sousedni sedadla. Kazda osoba se rozhoduje,
zda zistane stat nebo si sedne. Sedét sim je pohodlnéjsi nez sedét vedle nékoho, coz je pohodlngjsi nez
stat.

e Piedpokladejme, 7e kazda osoba se stara jen o své vlastni pohodli. Formulujte hru a najdéte Nashovu
rovnovéhu.

e Predpokladejme, 7ze kazda osoba se stard o pohodli druhé osoby. Pokud druhé osoba stoji, pak
preferuje ze zdvorilostnich davodu také stat. Formulujte hru a najdéte Nashovu rovnovahu.

e Srovnejte vysledky v obou situacich.

4. Ryba hermafordit. Nékteré hermaforditické ryby si pii setkiani druhého jedince téhoz druhu vybiraji,
zdali budou hrat roli samce nebo samicky. Kazda ryba mé preferované pohlavi. Ryba obdrzi vyplatu
H, pokud se paii ve své preferovaném pohlavi a L. v opa¢ném ptipadé. Plati, ze H > L. UvaZujme
setkani dvou ryb se stejnym preferovanym pohlavim. Pokud se ob& rozhodnou pro své nepreferované
pohlavi, pak jsou pohlavi pfidélena ndhodné a kazda ryba obdrzi vyplatu %(H + L). Pokud se obg
rozhodnou pro pafeni ve svém preferovaném pohlavi, pak se rozejdou bez paieni, hledaji si nového
partnera a obdrzi vyplatu S (ocenéni Sance na nového vhodného partnera). Formulujte tuto situaci
jako strategickou hru. Najdéte pro dané hodnoty H a L rozsah hodnot S, pro které je hra shodna s
véziiovym dilematem.

5. Véznovo dilema s altruistickymi preferencemi. Uvazujme situaci podobnou véziovu dilematu. Cisla
v tabulce ovSem nereprezentuji preference hracu, ale penézni vyplaty, které hrac¢i obdrzi. Hradi jsou
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Table 1: Véziovo dilema

altruisti¢ti a preference hrace ¢ mohou byt vyjadreny vyplatni funkci ve tvaru m;(a) + am;(a), kde

m;(a) je pené’ni ¢astka, kterou obdrzi hra¢ ¢ pii profilu akei a a « je kladné &islo.

e Pro pfipad o = 1 formulujte strategickou hru, kterd modeluje tuto situaci. Je tato hra véziiovym
dilematem?

e Najdéte rozsah hodnot o pro néz tato hra neni véziiovym dilematem. Najdéte pro tyto hodnoty
Nashovy rovnovéhy.

6. Varianta hry Lov jelena. Méjme hru lov jelena s n hraci, ve které je potieba jen m lovctu k uloveni
jelena, kde 2 < m < n. Uloveného jelena si rozdéli jen lovci, ktefi se na jeho uloveni podileli. Najdéte
Nashovy rovnovahy pro dané dva piipady preferenci.

e Kazdy lovec preferuje 1 jelena pied zajicem
e Kazdy lovec preferuje 1 jelena pted zajicem, kde m < k = n. Ale preferuje zajice, pted jakoukoliv
mensi ¢asti jelena.

7. Varianta hry Lov jelena. (Tato hra byla navrhnuto k ilustraci Keynesovy myslenky, Ze ekonomika mtize
dosahovat neefektivnich rovnovah, Bryant (1983, 1994)). UvaZujme hru lov jelena s n hraci. Kazdy
hra¢ ma K jednotek svych zdroji, které muze alokovat mezi lov jelena ¢i zajice. Oznacme e; mnozstvi



tvvs

zdroju investovanych do lovu jelena urcitym hracem. Ozna¢me tuto hodnotu min; e;. Vyplata hrace i
pii profilu akei (e, .., e,) je 2min; e; —e;. Je profil akei (e, e, ..., ) v némz vSichni hradi investuji stejné
mnozstvi zdroju do lovu jelena Nashovou rovnovahou? Pro jaké hodnoty e to plati? Existuji n&jaké
jiné Nashovy rovnovihy?

8. Hadani % prauméru. Kazdy z n > 2 lidi fekne celé ¢islo od 0 do 100. Poté si z fecenych ¢isel vypocita
prumér a kdo ekl ¢islo nejblize % pruméru ziskava danou ¢astku penéz. Pokud je k lidi stejné daleko,
pak si danou ¢astku déli rovnym dilem. Zformulujte hru, kterd modeluje tuto situaci a naleznéte
Nashovu rovnovihu. Pouzijte metodu odstrafnovani striktné dominovanych strategii.

9. Voli¢ska ucast. Dva kandidati A a B kandiduji ve volbach. Z n voli¢a jich k podporuje kandidata A
a m = n — k podporuje kandidata B. Hlasovani je pro voli¢e ndkladné, néklady jsou ve vysi —c, kde
0 < ¢ < 1. Pokud vyhraje preferovany kandidat obdrzi voli¢ vyplatu 2, pokud skonéi volby remizou
obdrzi vyplatu 1. Najdéte Nashovy rovnovahy pro ptipad, kdy k& = m a pro p¥ipad kdy k < m.

10. Déleni penéz. Dva lidé se maji mezi sebe rozdélit 10 K¢& néasledujicim zpusobem. Kazdy Fekne celé
¢islo do 10. Pokud je soucet jejich ¢isel maximalné 10, pak kazdy dostane takovou ¢astku, jaké ¢islo
jmenoval. Pokud je soucet jejich ¢isel vétsi nez 10 a kazdy ekl jiné ¢islo, pak osoba, ktera fekla mensi
¢islo obdrzi tuto ¢astku a druhy obdrzi zbytek. Pokud je soucet jejich Cisel vétsi nez 10 a kazdy tekl ste-
jné ¢islo, pak kazdy obdrzi 5 K¢é. Najdéte optimélni odpovédi obou hrac¢ua a najdéte Nashovu rovnovahu.

11. Synergie. Dva jedinci spolupracuji na projektu a rozhoduji se o tom kolik usili investovat do
spole¢ného projektu. Usili osoby i reprezentujeme pomoci kladného éisla a;. Vysledek projektu a
zaroveidl i preference jsou reprezentovany vyplatni funkei w;(a;) = a;(c + a; — a;). Najdéte Nashovu
rovnovahu této hry.

12. Spole¢ny projekt. Dva jedinci spolupracuji na projektu a rozhoduji se o tom kolik usili investovat do
spolecného projektu. Usili osoby i reprezentujeme pomoci kladného é&isla a;. Vysledek projektu je dan
funkei 3a;a; a kazdy ucastnik podstupuje naklady c;(a;) = a?. Vysledek projektu si tcastnici d&li na
pul a obdrzena ¢ast minus jejich naklady reprezentuje jejich preference. Najdéte Nashovu rovnovahu
této hry. Existuje n&jaka hodnota usili, kterd je pro oba tcastniky vyhodnéjsi nez Nashova rovnovaha?

13. Prispivani na vefejny statek fixni ¢astkou. Kazdy z n lidi se rozhoduje, zda pfispéje fixni ¢astku na
vefejny statek. Statek bude poskytnut jen pokud pfisp&je alespon k lidi, kde 2 £ k < n. Prispévky
nejsou vratné. Kazdy clovek fadi vysledky v nasledujicim potradi (i) nepf¥isp&ji a statek je poskytnut
(ii) prispgji a statek je poskytnut (iii) nep¥isp&ji a statek neni poskytnut (iv) prisp&ji a statek neni
poskytnut. Formulujte hru, kterd modeluje tuto situaci a najdéte Nashovu rovnovahu.

14. Prispivani na vefejny statek s rozhodovanim kolik pfispét. Oznacme w; bohatstvi osoby i a ¢;
piispévek na verejny statek. Zbytek w; — ¢; je vydan za soukromou spotiebu. Mnozstvi poskytnutych
vefejnych statku je rovno mnozstvi poskytnutych prispévka. Predpokladejme, ze hraci jsou 2 a jejich
vyplatni funkce maji tvar ui(c1) = v/c1 + c2 + w1 — ¢1 a ua(ce) = 24/c1 + c2 + we — c2 (VSimnéte si,
7e hraci si ceni vefejnych i soukromych statka, pricemz plati, ze vic statkd maji tim vyssi vyplata a
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mezni uzitek z vefejnych statka klesd). Naleznéte optimalni odpovédi hra¢a a Nashovu rovnovahu.

15. Prispivani na vetejny statek, kdy spotieba vefejného statku ovliviiuje uzitek ze spotieby soukromého
statku. Predpokladejme, 7e hru hraji 2 hraci vyplatni funkce vypada nasledovné ¢y + ca + (w; — ¢;) +
(1 + ¢e2)(w; — ¢;) (posledni ¢len ukazuje, 7e ¢im vice veFejného statku je poskytnuto, tim vice si lidé
uziji soukromé spotieby). Predpokladejme, Ze w; = we = w. Najdéte Nashovu rovnovahu této hry.
Ukazte, ze v Nashové rovnovaze jsou na tom hra¢i hiife oproti situaci, kdy oba pfispéji polovinu. Jak
vypada Nashova rovnovaha v p¥ipadé, Zze hru hraje n hraca?

16. Kolektivni rozhodovéni. Skupina lidi se rozhoduje, jakou politiku budou provadét. Jednotlivé politiky
miizeme modelovat jako ¢isla. Kazdy ¢lovék nejvice preferuje uréitou politiku z}, politiku y preferuje
pred politikou z pravé v tom piipadé, kdy z je blize ] nez y. Hlasovani probiha tak, Ze kazdy da hlas
urcité politice a vybrana je ta politika pro kterou hlasuje medidnovy voli¢c. Jak vypad4 strategicka hra



modelujici tuto situaci? Maji v této situaci voli¢i motivaci lhat o svych preferencich?

17. Jaké jsou Nashovy rovnovahy hry zadané nasledujici tabulkou? Kterd rovnoviaha odpovida stalému
stavu, pokud hra modeluje dvoustranné interakce v populaci slozené z totoznych jedinci?

A B C
A1l 21 41
B|12 55 36
Cl14 63 00

Table 2:

18. Cournotova hra a technologicky pokrok. Co se stane s Nashovou rovnovahou a vystupem firem v
Cournotové oligopolu se dvéma firmami, linearni inverzni poptavkou a konstantnimi priamérnymi nak-
lady, pokud jedna z firem zazije technologicky pokrok, ktery snizi jeji naklady.

19. Cournotuv oligopol s fixnimi naklady. Najdéte Nashovu rovnovahu v Cournotoveé oligopolu se dvéma
firmami v pfipadé, kdy inverzni poptavkova funkce je P(Q) = a — @ a nékladova funkce firmy i ma

tvar
0 pokud ¢; =0
Ci(ai) =
f+cqg pokud g >0

kde ¢ > 0, f > 0 a ¢ < a. Jak ovliviwji fixni ndklady rozhodovani firmy?

20. Zobecnéni Cournotovy hry pro n identickych firem. Uvazujte Cournotovu hru s linearni inverzni
poptavkovou kiivkou, konstantnimi prumérnymi naklady a n identickymi firmami. Najdéte optimalni
odpovédi firem a Nashovu rovnoviahu. Vyjadiete cenu za kterou firmy prodavaji a feknéte, jak se méni
s po¢tem firem na trhu.

21. Na trhu jsou 2 firmy A a B, které si konkuruji bertrandovskym zpusobem. Firmy neprodavaji zcela
totozny produkt. Poptavka po produktech firmy A je dana rovnici ¢, = 24 — 2p, + p». Poptavka po
produktech firmy B je ¢, = 24 — 2pp + p,. Obé firmy maji konstantni mezni naklady ve vy$i 3. Odvodte
a nakreslete optimalni odpovédi obou firem. Najdéte Nashovu rovnovahu.

22. Uzivani spoleéného zdroje. NV subjektii vyuziva spoleény zdroj k produkci. Kdyz se zvySuje mnozstvi
zdroju vyuzivané v8emi subjekty, kazdy subjekt muze vyrabét mensi mnozstvi. Oznaéme x; mnozstvi
zdroji vyuZivané subjektem ¢. Pfedpokladejme, Ze vystup je dan rovnici z;(1 — (1 + ... + x,,)) pokud
1+ ...+ x, <1, v opa¢ném piipadé je vystup 0. Kazdy subjekt si voli x; tak, aby maximalizoval sviij
vystup. Zformulujte hru, kterd modeluje tuto situaci a najdéte Nashovu rovnovahu. Nachézite né&jakou
podobnost mezi touto hrou a Cournotovym oligopolem? Najdéte profil akei (z1,...,2,) pii ném7 je
vystup kazdé firmy vé&tsi nez v Nashové rovnovéaze.

23. Aukce vice predmétii. Drazi se 2 jednotky. Aukce ma n ucastniki. Utastnik i si ceni prvni jednotku
na v; a druhou na w;, pri¢emz v; > w;. UkaZte Ze v pifipadé Vickrey aukce hracova akce, kdy nabidne
v; a wj, slabé dominuje ostatni akce.

24. Cekani ve fronts. 200 lidi chee jit na koncert, ale kapacita klubu je jen 100 mist. Ozna¢me v; ¢astku
na kolik si osoba i ceni koncertu nad cenu listku vyjadienou v jednotkich ¢asu, tzn. dany c¢lovék je
ochoten ¢ekat ve fronté po dobu v;. Predpokladejme, 7Ze vy > vo > v3 > ... > vogo. Kazdy ¢lovék si voli
jak dlouho pfijde pred otevienim pokladny s listky, tj. jak dlouho je ochoten ¢ekat ve fronté. Pokud
vice lidi pfijde ve stejny ¢as, pak dostane prednost ¢lovék s niz§im indexem. Modelujte tuto situaci
jako aukci, kde se drazi vice jednotek s diskrimina¢ni cenou a najdéte Nashovu rovnovahu. Odpovida
vysledek hry predpokladané skutecnosti? Pokud ne proc¢?

25. Lobby. Vlada uvazuje nad zavedenim jedné ze tii politik z, y a z. Existuji 2 zdjmové skupiny, jejichz
penéZni ocenéni uvedenych politik uvadi tabulka. Vlada zavede politiku dle plateb, které obdrzi od
zadjmovych skupin. Uvazujme 2 mechanismy:



‘ Xy V4
skupina A | 0 3 -100
skupinaB [ 0 -100 3

Table 3:

e First-price aukce. Kazdé skupina si vybere politiku a ¢astku, kterou zaplati. V1dda zavede tu politiku,
kterou si vybrala skupina, kterd zaplati nejvice. Tato skupina zaplati, druha skupina nemusi platit
nic.

e Menu aukce. Kazdé skupina si vybere ¢astku, kterou je ochotna zaplatit za kazdou politiku. Vlada
zavede tu politiku, pro kterou je soucet plateb obou skupin nejvy§si. Obé skupiny zaplati ¢astku,
kterou pftislibily.

Predpokladejte ze v ptipadé remizy, vybere vlada tu politiku, jejiz nézev je diive v abecedé. Ukazte, ze

first-price aukce méa Nashovu rovnovahu ve které lobby A nabidne 103 za politiku y a lobby B nabidne

103 za politiku z. Ukaizte, Ze menu aukce ma Nashovu rovnovahu, ve které lobby A nabidne 3 za x, 6

za y, 0 za z a lobby B nabidne 3 za x, 0 za y, 6 za z.

26. Volebni soutéz a asymetrickymi preferencemi. Uvazujme Hotellingiv model volebni soutéze, kde jsou
preference voli¢u asymetrické. Konkrétné, predpokladejme, Ze kazdy voli¢ je indiferentni mezi urcitou
pozici nalevo od své preferované pozice a dvojnasobné vzdalenou pozici smérem doprava od své prefer-
ované pozice. Jak to ovlivni Nashovu rovnovahu?

27. Americké prezidentské volby. Uvazujme nésledujici variantu Hotellingova modelu. Voli@i jsou rozdéleny
mezi 2 staty. Stat 1 disponuje vétsim poctem zastupitelt nez stat 2. Vitézem se stane kandidat, ktery
obdrzi vétginu zastupitelskych hlasii. Ozna¢me m; pozici medidnového volice statu ¢, pfi¢emz mo < m;.
Kazdy ze dvou kandidatu si vybira jedinou pozici pro oba staty. Kandidat, ktery ziska vét§inu hlasi
v daném staté, obdrzi hlasy vSech zastupiteli. Pokud kandidati ziskaji stejny pocet voli¢skych hlasi,
pak se hlasy zastupitela rozdéli na pul. Najdéte Nashovy rovnovahy hry, kterd modeluje tuto situaci.

28. Volebni soutéz mezi ideologickymi kandidaty. Uvazujme nasledujici variantu Hotellingova modelu.
Jsou dva kandidati, ktefi se nezajimaji o to, zda vyhraji, ale maji rovnéz svou preferovanou pozici.
Ostatni pozice jsou pro néj tim horsi, ¢im déle jsou od preferované pozice. Predpokladejme, Ze prefer-
ované pozice jednoho kandidéta je nalevo od medianu a preferovana pozice druhého kandidéta je napravo
od medianu. Dale predpokladejme, Ze pokud oba kandidati dostanou stejné hlast, pak se dohodnou
na zavedeni kompromisni politiky %(:cl + x3), kde z1 a x5 jsou pozice kandidati. Najdéte Nashovu
rovnovahu.

29. Valka do vy€erpéani. Dva hraci bojuji o objekt, kterého si cenf na v; a 50% Sanci na ziskani objektu
si ceni na 3. Hraci se rozhoduji o tom, kdy vzdaji boj. Cas, ktery stravi v boji, je pro né nakladny.
Tzn., ze vyplata hrace, ktery bojoval po dobu ¢; a ziskal objekt je v; —¢;. V pfipadé neziskani objektu
je jeho vyplata —t;. Pokud oba dva hraci vzdaji boj ve stejny okamzik, pak kazdy ziskd objekt s
pravdépodobnosti 50 %. Cas chapeme jako spojitou proménou. Zformulujte hru, kterd modeluje tuto
situaci a naleznéte Nashovy rovnovahy.

30. All-pay aukce. Uvazujte aukci, ve které plati v8ichni ucastnici aukce. Najdéte Nashovu rovnovihu
pro second-price aukci. UkaZte, Ze first-price aukce nemé zaddnou Nashovu rovnovavhu.

31. Uvedeni produktu na trh. Dvé firmy vyvijeji konkuren¢ni produkty pro trh s fixni velikosti. Cim
déle stravi firma vyvojem, tim lepsi je jeji produkt. Ale firma, kterd uvede sviij produkt na trh prvni,
ziskd vyhodu, protoze zdkaznici nemohou po koupi produktu pfejit ke konkuren¢nimu. Firma, ktera
uvede sviij produkt na trh prvni v ¢ase t ziskd podil na trhu h(t). h(t) je rostouci funkce, pro niz plati,
h(0) =0 a h(T) = 1. Druha firma ziska zbytek trhu. Cilem firem je ziskat co nejvyssi podil na trhu.
Zformulujte hru, kterd modeluje tuto situaci a naleznéte Nashovy rovnovahy.

32. Odpovédnost za skodu. Skidce miZe vynalozit naklady a; k odvraceni skody. Poskozeny muze
vynalozit naklady ap k odvraceni §kody. Ocekavana vyse §kody je dana funkei 1900

al1a ‘

e Jaka je spolecensky optiméalni iroven naklada vynaloZenych k odvraceni skody?



e Uvazujme zakon, ktery stanovi, Ze Skudce nemusi platit zadnou Skodu, pokud vynalozi naklady
alespoii ve vysi 10 a naopak musi zaplatit celou Skodu, pokud vynalozil ndklady mensi nez 10. Jak
vypada rovnoviha této hry? Je tato rovnoviha spolecensky optiméalni?

e Uvazujme tzv. objektivni odpovédnost za Skodu. Tzn. 8Skudce je vzdy zodpovédny za Skodu bez
ohledu na vynalozené naklady. Jak vypadé rovnovaha této hry?

33. Prostorova konkurence. Mé&jme vesnici ve které jsou lidé rovnomérné rozmisténi kolem cesty. Na
kazdém konci vesnice je jeden obchod. Délku vesnice miizeme normalizovat na hodnotu 1. Kazdy
¢lovék ma transportni ndklady s dopravou zbozi z obchodu a nakupujte tedy tam, kde je soucet ceny
a transportnich nakladi mensi. Soucet ceny a nakladi muze byt vyjadien jako p + t(z; — x,), kde ¢
jsou naklady na jednotku cesty, x; je pozice spotiebitele a x, je pozice obchodu. Obchody se simultané
rozhoduji o cens. Urcete rovnovaznou cenu. Jak tato ceny zavisi na transportnich nakladech?



