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Opakované hry

Opakovaná hra se skládá z opakovaní stejné strategické hry.

Oproti jednorázovým hrám ale existují strategické vazby mezi

jednotlivými koly.

Akce hrá£· jsou podmín¥ny tím, co se d¥lo v minulosti.

Hrá£i mohou být "odm¥n¥ni" nebo "trestáni" v dal²ích kolech
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Preference

Výsledek opakované hry je ocen¥n jako diskontovaná suma výplat z

jednotlivých strategických her. Výplaty v jednotlivých kolech jsou

tzv. separabilní.

Ozna£me výplatní funkcí pro danou strategickou hru ui a diskontní

faktor δi ∈< 0, 1 >.

Sekvence pro�l· akcí (a1, a2, ..., aT ) je ocen¥na

ui (a
1) + δiui (a

2) + δ2ui (a
3) + ...+ δT−1ui (a

T ) =
T∑
t=1

δt−1

i ui (a
t)
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Preference v nekone£n¥ opakované h°e

Sekvence pro�l· akcí (a1, a2, ...) je ocen¥na

ui (a
1) + δiui (a

2) + δ2ui (a
3) + ... =

∞∑
t=1

δt−1

i ui (a
t)

Diskontovaný pr·m¥r výplat (1− δ)V
Hrá£ je indiferentní mezi (c , c , ...) a (w1,w2...)

V =
∞∑
t=1

δt−1

i w t =
c

1− δ
⇒ c = (1− δ)V
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Diskontní faktor

Pro£ je δ ∈< 0, 1 >?

• Lidé jsou netrp¥liví

• Hra m·ºe v kaºdém kole skon£it s kladnou pravd¥podobností

• Pokud je výplata m¥°ena v pen¥zích, pak diskontní faktor

m·ºe odráºet kladnou reálnou úrokovou sazbu
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De�nice

G je strategická hra.

• Mnoºina hrá£· je N

• Mnoºina kone£ných historií je mnoºina sekvencí

(a1, a2, ..., aT ), kde at je pro�l akcí v G

• Hrá£ská funkce p°ipisuje kaºdé historii (a1, ..., at) v²echny
hrá£e

• Mnoºina akcí dostupná kaºdému hrá£i po jakékoliv historii je

Ai

• Hrá£i hodnotí dle kone£nou historii (a1, a2, ..., aT ) dle své

sumy výplat
∑T

t=1
δt−1

i ui (a
t) nebo diskontovaného pr·m¥ru

výplat (1− δ)
∑T

t=1
δt−1

i ui (a
t)
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Opakované hry a extenzivní hry

• Strategie v kone£né opakované h°e speci�kuje jakou akci hrá£

hraje na za£átku hry a po jakékoliv sekvenci (a1, ..., at)

• Opakovanou hru lze chápat jako extenzivní hru se simultáními

tahy. Nashova rovnováha i SPE jdou de�novány jako v

extenzivní h°e.
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Strategie jako automata

Strategií v nekone£n¥ opakovaných hrách m·ºe být velmi mnoho.

Omezíme se proto na tzv. automata. (stacionární strategie), ve

kterých hrá£ reaguje na ur£itou sekvenci pro�l· vºdy stejn¥.

Automat se skládá z:

• ur£itého po£tu stav·

• funkce, která kaºdému stavu p°ipisuje akci, která bude hrána

• p°echodové funkce, která na základ¥ minulého stavu a

výseldku hry posune automat do nového stavu
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Kone£n¥ opakované v¥z¬ovo dilema

Jedinou Nashovou rovnováhou i SPE je pro�l akcí (D,D) v kaºdé

period¥.

Lze dokázat zp¥tnou indukcí

Rostislav Stan¥k
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Strategie v nekone£n¥ opakovaném v¥z¬ov¥ dilematu

• Grimm-trigger
• Tit-for-tat

Figure: Tit for tat strategie

• Omezený trest

Figure: Strategie odpou²t¥jící po 3 kolech
Rostislav Stan¥k
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Nashova rovnováha

Je situace v níº v²ichni hrají grimm-trigger strategii Nashovou

rovnováhou?

V rovnováze hrá£ získá (2,2,2,...). P°i odchýlení (3,1,1,...).

Diskontovaný pr·m¥r výplat v p°ípad¥ odchýlení je

(1− δ)(3+ δ + δ2 + δ3 + ...) = (1− δ)(3+
δ

1− δ
) = 3(1− δ) + δ

Grimm-trigger je Nashova rovnováha, pokud 3(1− δ) + δ 5 2.

Rostislav Stan¥k
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Dosaºitelné výplaty

Mnoºina dosaºitelných výplat je mnoºina v²ech váºených pr·m¥r·

výplat z jednotlivých pro�l· akcí jednokolové strategické hry, kde

váhy jsou dány po£tem výskyt· výplaty v sekvenci.

Figure: Dosaºiteln¥ výplaty
Rostislav Stan¥k
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Folk teorém

• Pro jakýkoli diskontní faktor je pr·m¥rná diskontovaná výplata

kaºdého hrá£e v Nashov¥ rovnováze alespo¬ ui (D,D).

• (x1, x2) je dosaºitelný pár výplat v G, pro který platí

xi > ui (D,D). Vºdy existuje δ < 1 takový, ºe pokud δ > δ,
pak existuje v G Nashova rovnováha ve které pr·m¥rná

diskontovaná výplata hrá£e i je xi .
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Folk teorém

Trajektorie výstup· se skládá z opakování (a1, ..., ak). Ozna£me

tuto trajektorii (b1, b2...), kde bqk+t pro q = 0, 1, ... a t = 1, ..., k .

Strategie hrá£· je grimm-trigger.

Tato strategie je Nashovou rovnováhou, protoºe

l l + 1, ..., k 1, ..., k 1, ..., k ...

s1 u1(a
l) u1(a

l+1), ..., u1(a
k) > u1(D,D) > u1(D,D) ...

odchýlení v l u1(D,D), ..., u1(D,D) u1(D,D) u1(D,D) ...

Table: Nashova rovnováha v nekone£n¥ opakované h°e
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SPE a one-deviation

Pro�l strategií v nekone£n¥ opakované h°e je SPE, pokud spl¬uje

tzv. one-deviation vlastnost. Tj. pokud ºádný hrá£ nem·ºe zvý²it

svou výplatu, pokud se odchýlí na za£átku jakékoliv podhry, ve

které je první hrá£em na tahu, p°i daných strategiích ostatních

hrá£· a zbytku své strategie.

Pro nekone£né hry platí, jen pokud je δ < 1.
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SPE

Grim-trigger strategie (de�novaná vý²e) tvo°í SPE, pokud δ = 1

2

• Podhra po historii (C,C). Grimm-trigger je optimální, pokud

3(1− δ) + δ 5 2

• Podhra po jiné historii. Odchýlení není výhodné, protoºe

u1(C ,D) < u1(D,D) a volba C neovlivní dal²í kola.
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Folk teorém

• Pro jakýkoli diskontní faktor je pr·m¥rná diskontovaná výplata

kaºdého hrá£e v SPE alespo¬ ui (D,D).

• (x1, x2) je dosaºitelný pár výplat v G, pro který platí

xi > ui (D,D). Vºdy existuje δ < 1 takový, ºe pokud δ > δ,
pak existuje v G SPE ve které pr·m¥rná diskontovaná výplata

hrá£e i je xi .
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