5 Ulohy o stiedni hodnoté a rozptylu (smérodatné odchylce) v
normalnim rozdéleni

Tento studijni materidal neni nahradou ucebnice ani predndsky, pouze shrnuje a komentuje to nejpodstatné)st,
co se v tomto tydnu mélo probrat. Slouzi jako doprovodniy text pro ddlkové studium, zda tuto ldatku ovldddte
st muzete ovérit v odpovédniku pro paty tyden.

Minule jsme se vénovali situaci, kdy mdme data z normélniho rozdéleni N'(u;0?), kde jsme rozptyl o2
znali a chtéli jsme néco fict o nezndmé stiedni hodnoté p — stanovit intervalovy odhad, popi. otestovat o
tomto neznamém parametru néjakou hypotézu.

Tato situace neni prakticky piili§ ¢astd. Kamenem trazu je znamy rozptyl o2. Obvykle mdme k dispozici
pouze data (kterd se tvaii normalné), nikdo ndm ned4 navic informaci ,,a ndhodou vime, ze o = 23%.

Vime vsak, Ze teoreticky rozptyl o2 mizeme bodové odhadnout vybérovym rozptylem s?. Toho miuizeme
vyuzit ke konstrukei intervalu spolehlivosti a testovani hypotéz o stredni hodnoté, i kdyz mame k dispozici
pouze vybérovy rozptyl s2.

5.1 Ijlohy o /i pFi nezndmém rozptylu o

Po celou dobu budeme predpokladat, ze data jsou normalné rozdélena.

Nejprve si vzpomente na odvozeni intervalu spolehlivosti ve chvili, kdy jsme o2 znali. Zacali jsme s
pivotovou statistikou U = @ -/n ~ N(0;1). Naivni by bylo si myslet, ze stac{ nahradit o v tomto vztahu
jeho odhadem S a vSe bude fungovat stejné. Nebude.

Namisto toho plati, ze
M —p

S

kde t(n — 1) znac¢i Studentovo rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. O Studentové rozdéleni si muzete
precist vice na internetu, minimalné byste méli kouknout na graf hustoty a jeho srovnani s grafem hustoty
standardniho normélniho rozdéleni. Graf Studentova rozdéleni mé podobny tvar, ale ,tézsi konce“ (tedy
hodnoty dale od stfedni hodnoty jsou pravdépodobnéjsi). Stupneé volnosti jsou parametr, ktery ovliviiuje tvar,
¢im je vetsi pocet pozorovani, tim vice se Studentovo rozdélni blizi normalnimu. Software spocita hodnoty
distribuéni funkce popt. kvantily Studentova rozdéleni presné, pokud neni k dispozici, mame tabulky. Pro
n > 30 uz nejsou hodnoty tabelovany, pouzivaji se hodnoty standardniho normdlniho rozdéleni.

Kde se Studentovo rozdéleni v tomto vztahu vzalo, je mimo ramec tohoto textu. Nicméné s jeho pomoci
muZzeme odvodit (iplné stejné jako na 3. cviceni) (1—a)-100% interval spolehlivosti pro y, kdyz o nezndme.

T = i~ tn—1), (102A)

(d; h) = <m — %tl_g(n —1)m+ %tl_g(n - 1)) (102B)

Vyraz t;_a(n—1) je 1 — §-kvantil Studentova rozdélen{ s (n — 1) stupni volnosti. Nalezneme jej pomoc{ sw
nebo v tabulkéch.
Dolni, resp. horni odhad pak ziskdme snadno:

(—o0sh) = (—OO; m + %tl—a(n - 1))

(d; 00) = (m - %tl—a(n —1); OO)


https://en.wikipedia.org/wiki/Student%27s_t-distribution

5.2 t-test

Intervaly spolehlivosti muzeme vyuzit pro testovani hypotéz stejné jako testovani pomoci testovaciho kritéria.
Testovaci kritérium je odvozeno z (102A]):

to= S /n Wi - 1) (202)
S

Hodnota ¢ je vzata z nulové hypotézy. Kriticky obor zalezi na tvaru Hy a Hy, pro oboustranny test na
hladiné vyznamnosti « je kriticky obor

W = (—o0; —t1_g(n — 1)) U (t1—g (n — 1); 00).
Pro levostrannou (resp. pravostrannou alternativu) je pak piislusny kriticky obor
Wi = (—00; —t1_a(n — 1))
Wgr = (ti_a(n —1);00)

Tento test se obvykle oznacuje v literatuie jako t-test (podle pouzitého Studentova rozdélent).

5.2.1 Parovy t-test

Parovy t-test pouzivame, kdyz mame k dispozici dvé skupiny pozorovani, ktera jsou parova a zajimé nas,
zda se stiedni hodnota jedné skupiny lisi (je ruznd, vétsi nebo mensi) od druhé. Stale musi platit normalita
rozdéleni. Typickymi piiklady parovych pozorovani jsou méreni néjaké hodnoty pred a po néjaké udélosti.

V tomto ptripadé muzeme prejit k rozdilovym pozorovanim, ¢imz ziskame jeden ndhodny vybér, na ktery
muzeme aplikovat t-test. Pokud mezi skupinama neni rozdil, pak stfedni hodnota rozdilovych pozorovani by
meéla byt 0 (analogicky v piipadé, kdy ma byt stiedni hodnota v jedné skupiné vétsi nez v druhé). Pokud
jste se dosetli az sem, napisSte mi mail, potési mé to.

5.3 Ijlohy o o’ pf¥i neznamé stiedni hodnoté 1

Nyni budeme konstruovat interval spolehlivosti a testovat hypotézy o rozptylu o? za predpokladu, Ze mame
data normélné rozdélena. Opét, cely postup je zalozen na pivotové statistice

(n—1)-52

K = =

~x3(n—1) (104A)

O chi-kvadrat rozdéleni si muzeme na internetu zase spoustu véci precist, podstatna je zejména vlastnost,
7e x* rozdéleni je definovdno pro nezépornou ndhodnou veli¢inu (rozptyl nemuze byt zdporny), coz mé za
dusledek, ze (1 — «) - 100% interval spolehlivosti (ktery si jisté dokdzete uz odvodit)

(d;h) = (XQ(n —Ds” - D) ) (104B)

_ 752 _
17%(” 1) X%(n 1)

nen{ symetricky okolo bodového odhadu s* (nemuzeme jit do zdpornych hodnot). Vytvorit dolni resp. horni
odhad uz neni tézké, staci celé riziko o umistit na pravou (resp. levou) stranu intervalu spolehlivosti. Pro
testovani hypotézy pomoci testovaciho kritéria slouzi jako kritérium hodnota

(n=1)s* 1,
C

ty = xX(n—1) (204)

Piislusné kritické obory (pro oboustrannou, levostrannou nebo pravostrannou alternativu) jsou
W= (03 (n = 1) U (g (0 — 1);00)
Wi = (0; x5 (n — 1))
Wr = (X{_q(n — 1);00)

l—«


https://en.wikipedia.org/wiki/Chi-squared_distribution
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