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P°ipomenutí

• Hra: hrá£i, akce, preference

• Nashova rovnováha: de�nice, optimální odpov¥di, dominované
akce

• Nash ve �lmu �istá du²e
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http://www.youtube.com/watch?v=uAJDD1_Oexo


Obsah

• Modely oligopolu

• Aukce

• Volby

• Stanovení odpov¥dnosti za ²kodu

Rostislav Stan¥k

Strategické hry a Nashova rovnováha: Ilustrace



Cournot·v model

• Stejný výrobek je vyráb¥n n �rmami. Firmy mohou ur£ovat
vyráb¥né mnoºství qi . Náklady dány funkcí Ci (qi )

• P(Q) inverzní poptávková funkce a cena je dána rovnicí
P(q1 + q2 + ...+ qn)

• Zisk �rmy i je πi = qiP(q1 + q2 + ...+ qn)− Ci (qi )
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Cournot·v model

Jak vypadá °e²ení pro p°ípad dvou �rem s konstantními náklady a
lineární poptávkovou funkcí?

Optimální odpov¥di získáme

∂π1
∂q1

= α− 2q1 − q2 − c = 0

∂π2
∂q2

= α− 2q2 − q1 − c = 0

(1)

Nashova rovnováha je (q∗
1
, q∗

2
) = (1

3
(α− c), 1

3
(α− c))
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Cournot·v model s n �rmami

Optimální odpov¥di tvo°í soustavu rovnic

α− 2q1 − q2 − q3 − ...− qn − c = 0

α− q1 − 2q2 − q3 − ...− qn − c = 0
...

α− q1 − q2 − q3 − ...− 2qn − c = 0

(2)
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Cournot·v model s n �rmami

Ode£tením první rovnice od druhé získáme

−q1 + q2 = 0

Opakováním postupu zjistíme, ºe v²echny �rmy vyrábí stejné
mnoºství, ozna£me jej q∗.
Kaºdá rovnice se redukuje na tvar

α− c − (n + 1)q∗ = 0

Nashova rovnováha je (α−c
n+1

, ..., α−c
n+1

)
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Bertrand·v model

• Hrá£i: Firmy 1 a 2

• Mnoºinou akcí: Ceny, které m·ºe �rma stanovit. Ceny
chápeme jako spojitou prom¥nou, tj. Ai = R+

• Preference: Jsou reprezentovány ziskem. m je po£et �rem s
nejniº²í cenou.

πi =

{
(pi−c)D(pi )

m
pokud pi 5 pj ,∀j

0 pokud pi > pj
(3)
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Bertrand·v model pro 2 identické �rmy

Nashovou rovnováhou je pro�l (p∗
1
, p∗

2
) = (c , c)

�ádná dal²í situace není Nashovou rovnováhou

• p1 < c , p2 < c zisk �rmy, jejíº cena je niº²í, je záporný

• p1 ≤ c , p2 > c �rma 1 m·ºe zvý²it sv·j zisk, pokud stanoví
cenu mezi c a p2.

• p1 > c, p2 > c a p1 > p2. Firma 1 m·ºe zvý²it sv·j zisk,
pokud sníºí cenu t¥sn¥ pod p2.
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Aukce

Zp·sob, jak alokovat n¥jaký objekt a zjistit jeho cenu.

• First-price aukce, Holandská aukce

• Second-price aukce, Anglická aukce

• All pay aukce
• Aukce s více objekty

• Diskrimina£ní aukce
• Aukce s jednotnou cenou
• Vickrey aukce
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Second-price aukce

• Hrá£i: n hrá£·, kde n = 2. Hrá£ i si cení draºený objekt na vi .
P°edpokládáme, ºe v1 > v2 > ... > vn V p°ípad¥ stejného bidu
získá objekt hrá£ s niº²ím indexem.

• Mnoºina akcí: moºné nabídky kaºdého hrá£e bi , bi = 0

• Preference: vi − b, pokud hrá£ i nabídl nejvy²²í nabídku, jinak
0
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Second-price aukce: Slab¥ dominující akce

Nabídnout vi je slab¥ dominantní akce

b 5 bi bi < b < vi b>vi
bi < vi vi − b 0 0
vi vi − b vi − b 0

b 5 vi bi > b > vi b>bi
bi > vi vi − b vi − b(< 0) 0
vi vi − b 0 0
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First-price aukce

• Hrá£i: n hrá£·, kde n = 2. P°edpokládáme v1 > v2 > ... > vn

• Mnoºina akcí: moºné nabídky kaºdého hrá£e bi , bi = 0

• Preference: vi − bi

Ve �rst-price aukci se v²echny Nashovy rovnováhy vyzna£ují tím, ºe
objekt obdrºí hrá£, který si jej cení nejvíce.

1 bi > b1 a bi > v2

2 bi > b1 a bi 5 v2
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First-price aukce

Pokud jsou ceny spojité, pak v kaºdé Nashov¥ rovnováze, hraje
n¥který z hrá£· slab¥ dominovanou akci.

1 bi > vi je slab¥ dominovaná vi

2 bi = v1 je slab¥ dominovaná bi < vi

3 (b1, b2, ...), kde b1 < v1 a b2 < v2 není Nashova rovnováha

P°edpokládejme, ºe ceny jsou diskrétní. Pro�l
(v2 − ε, v2 − ε, b3, ..., bn) je Nashovou rovnováhou, kde ºádný z
hrá£· nehraje slab¥ dominovanou akci.
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Hotelling·v model

• Hrá£i: n politických stran

• Mnoºina akcí: xi ∈ (0, 1), xi je pozice strany.

• Preference: n vít¥zné stran¥; n− k stran¥, která se d¥lí o první
místo s k soupe°i; 0 stran¥, která nevyhrála.

Pozici mediánového voli£e ozna£íme m.
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Hotelling·v model: optimální odpov¥di

P°edpokládejme, ºe n = 2.

B1(x2) =


{x1 : x2 � x1 � 1− x2} pokud x2 � m

{m} pokud x2 = m

{x1 : 1− x2 � x1 � x2} pokud x2 	 m

B2(x1) =


{x2 : x1 � x2 � 1− x1} pokud x1 � m

{m} pokud x1 = m

{x2 : 1− x1 � x2 � x1} pokud x1 	 m

(4)
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Odpov¥dnost za ²kodu

• Hrá£i: ²k·dce 1 a po²kozený 2

• Akce: Úsilí ai ∈ R vynaloºené na odvrácení ²kody

• Preference: u1(a1, a2) = −a1 − ρ(a1, a2)L(a1, a2)
u2(a1, a2) = −a2 − (1− ρ(a1, a2))L(a1, a2)
ρ(a1, a2) stanovuje jakou £ást ²kody zaplatí ²k·dce a L(a1, a2)
je velikost ²kody, která je klesající v a1 a a2.

Budeme uvaºovat následující pravidlo:

ρ(a1, a2) =

{
1 pokud a1 < X1 ∧ a2 = X2

0 jinak
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Odpov¥dnost za ²kodu

Chceme dosáhnou spole£ensky optimálního výsledku (â1, â2), který
max−a1 − a2 − L(a1, a2). Jaké X1 a X2 máme stanovit?

Ukáºeme, ºe p°i (X1,X2) = (â1, â2) je Nashova rovnováha
efektivní. Tzn. ukáºeme, ºe (â1, â2) tvo°í Nashovu rovnováhu
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Odpov¥dnost za ²kodu: ²k·dce

P°edpokládejme a2 = â2

u1(a1, â2) =

{
−a1 − L(a1, â2) pokud â1 > a1

−a1 pokud â1 5 a1

1 Pokud a1 = â1, pak u1(â1, â2) = −â1
2 Pokud a1 > â1, pak u1(a1, â2) = −a1 < −â1
3 Pokud a1 < â1, pak u1(a1, â2) = −a1 − L(a1, â2) < −â1,

protoºe â1 maximalizuje −a1 − â2 − L(a1, â2)
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Odpov¥dnost za ²kodu: po²kozený

P°edpokládejme a1 = â1

u2(â1, a2) = −a2 − L(â1, a2)

Víme, ºe â2 maximalizuje −â1 − a2 − L(â1, a2) a tudíº i
−a2 − L(â1, a2).

(â1, â2) je Nashova rovnováha
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Odpov¥dnost za ²kodu

(â1, â2) je jediná Nashova rovnováha
Optimální odpov¥¤ ²k·dce je

B1(a2) =


â1 pokud a2 = â2

0 pokud a2 < â2

a1 ∈ (0, â1) pokud a2 > â2

Jaká je optimální odpov¥¤ po²kozeného pro a1 < â1?

u2(a1, a2) =

{
−a2 − L(a1, a2) pokud a2 < â2

−a2 pokud a2 = â2

Rostislav Stan¥k

Strategické hry a Nashova rovnováha: Ilustrace



Odpov¥dnost za ²kodu

1 Po²kozený nebude chtít hrát a2 > â2, protoºe v takovém
p°ípad¥ u2(a1, a2) = −a2 < −â2

2 V p°ípad¥ a2 < â2 obdrºí hrá£ výplatu −a2 − L(a1, a2). Platí
následující
−a2 − L(a1, a2) < −a2 − L(â1, a2) 5 −â2 − L(â1, â2) 5 −â2
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