[nverzni matice

Definice: Ctvercovou matici A4, pro kterou plati A # 0, nazveme regularni.
V opacném pripadé, tedy ma-li nulovy determinant, ji nazveme singularni.

Véta: Jestlize je A regularni matice, pak existuje matice B, pro niZz plati 4 -
B=B-A=E.

O matici B rikame, ze je jnverzni k matici A. Inverzni matice je urcena
jednoznacné, znacime ji

Priklad:
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Prime reseni systému rovnic
pomoci inverzni matice

Je-liAd- x = bsystém rovnic s regularni matici soustavy A4, pak ma
jediné reseni
[x =A1.b. ]

Priklad: Najdéte reseni systému pomoci inverzni matice.
le - XZ = 2
—5x4 +3x, = -3

-1

ReSeni: Matice soustavy je A = (_5 2

(55)

Z predchoziho pfikladu vime, 7e A1 = (
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Zkou§ka:L1=2- 3 —4 =2 = Pl,L2=_5’ 3+3:-4=-3 =




Prime reseni systému rovnic
pomoci determinantu

Véta: Cramerovo pravidlo: Je-li A regularni matice radu n a b vektor pravych stran

pak reSeni systému A - x = b je urCeno jednoznacné a platj x; = ITfI i=1,..,n,
kde matice B; vzniknou z A nahrazenim i-tého sloupce vektorem b.

Pfiklad: Cramerovym pravidlem vyreSte soustavu rovnic
2x1 — Xy = 4
X1 + 3x, —5x3 =4

2x, + x3 =5

2
Redeni: 4 = (1 ) ( ) |A| = 27.
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4 -1 O 4 2 —1 4
|B4| = 3 —=5|=81,|B,| = 4 —5 =54, |B3| = 3 4] =27,
5 2 1 5 1 0O 2 5
Tedyx1=%—3,x2 % 2, X3 =—=1.




Pouziti determinantu k urceni
inverzni matice

Aplikaci Cramerova pravidla na resenl matlcove rovhiceA- X =E
ni k regularni matici

] |A]l|
4]’
kde A;; je matice vytvorena z A vypustenim j—tého radku a i-tého
sloupce.

L) =1,..

Poznamka: Pro n = 2 dostdvame
2-1 =i( |A14] —|A21|) =i( Az —012)
1A \—|A1;| |A5,] |A|\—Q21 Q11 J°

Priklad: Urcete inverzni maticik 4 = (g ;L) Provedte zkousku.

Redeni:|[A| =1,471 = % -
Zkouska:A- A1 =E A 1.4




Ekvivalentni systemy rovnic

Dva systémy linedrnich rovnicA- x = baC- x = d nazveme
ekvivalentni, jestlize kazdé reseni systému A - x = b je
soucasné resenim systému € - x = d a naopak.

Véta: Je-li (A | b) rozsitend matice systtmuAd- x = ba
vznikne-li (C | d) z (A | b) pomoci elementarnich transformaci,
pak je systétm C - x = d ekvivalentnisA- x = b,

piéeme[(A |b) ~ (C| d).

Eliminacni metody reseni systém(: Pomoci vhodnych
elementarnich transformaci mlzeme prevést problém reseni
soustavy A - x = b na resSeni ekvivalentni soustavy C - x =d
s matici C ve specialnim tvaru.




ReSeni systému s horni
trojuhelnikovou matici

C11 C12 - Cin

C
Systém C- x =d, kde C = O C%Z 2:71
0 0 .. Cnn

%él’me metodou zpétné substituce: z posledni rovnice vyjadrime x,, =
—*. Dosadime do predposledni rovnice a spocitdame x,,_4 , atd...

Cnn

Priklad: Vyreste systém
X1 — 2Xy +3x3 = 7
—X, +4x3 = 5
2X3

|
o

Reseni:

N o

Z posledni rovnice: x; = - = 3,tedyx, = 4x3—5 = 12 — 5 = 7,
potom dostaneme x; =7 + 2x, —3x3 = 7+ 14 -9 = 12.




Eliminacni metody resSeni
systému s regularni matici A

Gaussova eliminacni metoda

Matici (A | b) prevedeme elementarnimi Upravami na matici (C | d),
kde C je v hornim trojuhelnikovém tvaru a dale postupujeme metodou
zpétné substituce.

http://demonstrations.wolfram.com/PlanesSolutionsAndGaussianElimi
nationOfA33Linear m

Jordanova eliminacni metoda

Matici (A | b) prevedeme elementarnimi Upravami na matici (C | d),
kde C je v diagonalnim tvaru, tedy dostaneme soustavu

C11X1 =d,
C22X2 =d,

v/ v 7 d
Primo urcime x; = X2 = e X =



http://demonstrations.wolfram.com/PlanesSolutionsAndGaussianEliminationOfA33LinearSystem/

Jordanova metoda pro reseni
maticovych rovnic

Maticovou rovnici rozumime m systému se stejnou matici soustavy 4
radu n a pravymi stranami b4, b, ..., b,;,, zapsanych jako A - X = B,
kde B je matice tvorena sloupci by, b,, ..., b,;, a X je neznama matice
typu (n, m). Pro matici, ktera je reSenim maticové rovnice pak plati, ze
jeji sloupce jsou resenim jednotlivych m systému. Pfi reSeni maticové
rovnice Jordanovou metodou upravujeme rozsifenou matici (4 | B)
elementarnimi Upravami na (E | D). Potom pro neznamou matici X
platiE - X = D, tedy X = D.

Jordanova metoda pro urceni inverzni matice

Uloha hledani inverzni matice k 4 je Ulohou Fedeni maticové rovnice
A - X = E. Nezndmou matici X = A~ ur¢ime Jordanovou metodou
tak, Ze upravujeme rozsitenou matici (4 | E) elementarnimi dpravami
na (E | D). Potom plati |A™1 = D.




Jordanova metoda pro urceni

| , n
Inverzni matice
2 3 =2
Priklad: Urcete inverzni maticik 4 = (5 0 6 )
. 0 -2 3
Reseni:
2 3 =21 0 0 2 3 =211 0 0
(AIE)=|5 0 6|0 1 0|~|0 —-15 22| -5 2 0]~
0 -2 3]0 0 1 0 -2 3] 0 0 1
0 2
0 2

2 3 =21 0 10 0 12| o 0
0 —15 22| -5 2 ~l 0 —-15 22| =5 0 |~
0 0 1|10 -4 15 O 0 1]10 -4 15

10 O 0] —120 50 -—-180 10 O 0] —120 50 —180
0 -15 22| -5 2 0o |~[0 —-15 0] —-225 90 330
o 0 1| 10 -4 15 o 0 1] 10 -4 15
—-12 5 —18
Tedy inverzni matice je A™1 = ( 15 —6 —22).

10 -4 15




Re$eni systému s maticf
soustavy hodnosti h(A)<n

Je-li matice A typu (m,n) a pfitom h = h( A) = n, upravime rozsifenou
matici na schodovity tvar a dostaneme ekvivalentni systém pouhych h
rovnic pro n neznamych. Je mozné vhodné vybrat n — h neznamych, které
povazujeme za parametry a prevést je na pravou stranu, tak aby
koeficienty neznamych zbylych na levé strané tvofrily horni trojuhelnikovou
matici. Ulohu pak doreSime metodou zpétné substituce.

Priklad: Najdéte vSechna reseni systému
3x1 + 5%y +x3+ x4 — 2x5 = 0
3x, + 6x3 +4x4, — x5 = 0
—2%x4 +2x5 =0

Matice systému jiZ je ve schodovitém tvaru, plati h( A) = 3 < n, pfi
hledani reseni mizeme tedy n — h = 2 nezndmé zvolit jako parametry a
zbylé tfi dopocitat. Chceme, aby na levé strané zlstaly neznamé s
koeficienty tvoricimi horni trojuhelnikovou matici, ponechme zde tedy
neznamé odpovidajici "za¢atkim schod(", tedy x4, x, a x,. Ostatni, tedy
X3 a X5, prevedeme napravo a polozime x; = p,xs = q, kdep,q € R.




Re$eni systému s maticf
soustavy hodnosti h(A)<n

Dostaneme systém

3x1 +5x, + x4, = —p + 2q
3x, +4x, = —6p + @
—2X4 = —2q
Z posledni rovnice tedy x, = g, dosadime do druhé rovnice a obdrzime
3x, +4q = —6p + q,tedyx, = —2p — q. Nakonec dosadime za x,a

x4 do prvni rovnice, 3x; + 5(—2p — q) + q = —p + 2q, po Upravé x; =
3p + 2q.

Zaveér: Mnozina vSech reseni, tzv. obecné reseni, zavisi na dvou
parametrech. Dosadime- li za p, g libovolna Cisla, dostaneme néjaké tzv.
partikularni resSeni systému, napfiklad prop = 1,q = 1 dostaneme reSeni
x = (5,-3,1,1,1)". Naopak také plati: kaidé konkrétni fedeni Ize zapsat
vetvarux = (3p + 2q,—2p — q,p,q,q) " prondjaké p,q.

Poznamka: Systémy s nulovou pravou stranou nazyvame homogenni
systémy. Tyto systémy jsou vzdy resitelné (urcité je reSenim nulovy vektor).




Resitelnost systému rovnic

Véta: Frobeniova véta

Bud" A.x = b systém m rovnic o n neznamych. Potom jestlize:

* h(A) < h(A|b), pak systém nema rfeseni

* h(A) = h(A|b) = n, pak systém ma praveé jedno reseni

 h(A) = h(A|b) = h < n, pak systém ma nekone¢né mnoho
reseni zavislych nan — h parametrech.

Poznamka: Pokud systém obsahuje rovnici

0-x,+0-x,+--+0-x, =c,c # 0] pak zrejmé nema reseni

(tedy rozSirena matice obsahuje radek (0 0 ... O|c), proto

h(A) < h( A|b).V téchto pripadech existuji metody

priblizného reseni systému, casto se pouziva napr. metoda

nejmensich ¢tvercd.

http://demonstrations.wolfram.com/LinearEquationsRowAndCo

lumnView/



http://demonstrations.wolfram.com/LinearEquationsRowAndColumnView/

