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Vypocet limit pomoci derivaci

f(x) 0 + oo

L' Hospitalovo pravidlo: Uvazujme limitu lim —= typu - nebo e

g(x)
Pak existuje - li lim L% Exi = a € Rx* ,existujeilim fE ; a plati:
[ L f@ L fe ]
g(x) g'(x)

pricemz symbol "lim" mlzZe predstavovat libovolnou limitux - a € Rx*
nebo i jednostrannou limitux - a + nebox - a —.

Priklad: Spoctéte limitu lim 27
x>0 X
= 4 Vd = i n O n Vs 1 . .
Redeni: lim — = "-", Pouzijeme L' Hospitalovo pravidlo:
x>0 X 0
lim sinx _ lim (sin x)/ — lim cosx _ 1.

x=>0 X x—=0 X/ x»0 1
Poznamka: Nékdy musime pouzit pravidlo opakované.

2

sin“ x
Pfiklad: Spoctéte limitu 11 im ==
sin’x ,0, . 2sinxcosx ,0, . 2(cos? x—sin? x
Reseni: lim ="=-"= lim ="=-"= lim ( ) — 1

x—0 x2 0 x— 0 2X 0 x— 0 2




\VaLA" &4

Vypocet slozitéjSich limit

Poznamka: Nékteré limity je nutné pred vlastnim vypoctem
nejprve prevést do podilového tvaru.

Pfiklad: Spoctéte limitu lim /x - Inx.

x— 0+
Reseni: lim x -Inx ="0- (-o0)".
x— 0+
.. - . . In x
Limitu zapiSeme jako: lim —.
x—=0+,-3
Nyni jiz jde o limitu typu % " pouzijeme L' Hospitalovo
. : 1 . 1 :
pravidlo: lim — = lim /x3 = lim —2+/x =0.
x>0+ ,73 x> 0+-1 - x— 0+
2
! I e
Pozor: Nezaménujte L'H pravidlo se vzorcem (g) 7 gngg pro

derivaci podilu!




Ekonomické aplikace derivaci

Priklad: Ozna¢me C(x) naklady na vyrobu x jednotek produktu.
Derivovanim dostaneme marginalni naklady MC(x):
C‘(x) — lim C(x+h)—C(x)

h— 0
C(x+h)—C(x)

. Pro malé h lze aproximovat jako

C'(x) =

C'(x) = C(x + 1) — C(x), proto interpretace MC(x) jako

naklady vyrobeni dodatecné ,jednotky” produktu.

Priklad: Chceme-li vyjadrit, jak poptavka po produktu reaguje na

zmeénu ceny, mlUzZeme pouzit pomér i—Dp. Vhodnéjsim ukazatelem
AD/D

Ap/p
zmeénu D a p. Limitnim prechodem pro A p — 0 ziskame vzorec

pro cenovou elasticitu poptavky:

, konkrétné pro h = 1 dostaneme

je bezrozmérna veliCina , kdy pomérujeme procentni

D(p)




Urceni rovnice teCny ke grafu

Pfiklad: Uréete rovnici te¢ny ke grafu funkce f(x) = el™

vbodé T = [1, f(1)].

Reseni: Dle definice derivace je smérnice hledané teény rovna
Cislu f'(1). Z analytické geometrie vime, Ze rovnice pfimky
prochazejicibodem T = [1, f(1)] se smérnici f'(1) je:

- =@ @-1) |
Nyni zbyva urcit Cisla £ (1), f'(1):
f=e’=1f(x)=¢e""" (1-x) = —e'™,
tedy f'(1) = — e = —1.
Rovnice hledané prfimky: y — 1 = —(x — 1), . [ y=—x+2 ]
http://demonstrations.wolfram.com/CarTravelingAtNight/



http://demonstrations.wolfram.com/CarTravelingAtNight/

Urceni rovnice teCny ke grafu

Te¢na ke grafu funkce f(x) vbodé T = [xg, f (x()] je ddna rovnici
4 N
\ y = f(xo) + f'(x0) - (x — xo),

=X

1 1
f(x)=e
’ kde xy a tedy i f(xg), f'(xp) jsou konstanty!

\ - J

NG

Obrézek: Te¢na ke grafu funkce f(x) = el™ vbodé T = [1, f(1)].
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Diferencial

Uvazujme funkci f(x), kterd ma v bodé a derivaci f'(a). Sestrojime - li
ke grafu funkce f(x) vbodé atecnu, t: y = f(a) + f'(a). (x — a),
muzeme pro x blizka bodu a odhadnout hodnotu f (x) jako

f(x) = f(a)+ f'(a).(x —a).Vyrazdf (a) = f'(a).(x — a) nazyvame
diferencialem funkce f(x) v bodé a, piSeme

| df@ =f'(@) dx. |

y=f(x) y=f(a)+f(a).(x-a)

df(a)=F(a).dx

f(a)

> +a #x
Pozor: df (a) neni pfirGstkem funkce, pouze jej aproximuje!




Diferencial - priklad

Diferencial Ize vyuzivat pro linearni aproximaci funk¢éni hodnoty.

Pfiklad: Je dana funkce f(x) =+/x aboda = 4.
* Urcete diferencial funkce f(x) v bodé a.

-+ Pomoci tohoto diferencialu odhadnéte /5 .

Reseni:
Cf'0) = g S @) =4 Tedy df (4) = T
VE=fB) ~ f@+f(@.(5-a) =V& +=== 2,25

Poznamka: Skutecna hodnota zaokrouhlena na 3 desetinnd
mista je V5 = 2,236.




Tayloruv polynom

Jesté presnéjsi odhady muzeme ziskat pomoci Taylorova polynomu:
Ma-li funkce f (x) derivace v bodé a derivace az do n-tého radu, pak vtomto bodé definujeme

TaylorGv polynom stupné n:
fll(a)

(n)
T,(x) =f(a)+ f'(a).(x —a) + T .(x—a)2+---+fn—!(a).(x—a)"]

Pro x "blizka bodu a" plati f(x) = T, (x), chybuR,,(x) = f(x) — T,(x) lze vyjadfit v

raznych tvarech.

P¥iklad: Pro funkci f(x) = +/x abod a = 4.

* Uréete TaylorQv polynom T;5(x).

 Pomoci tohoto polynomu odhadnéte /5.

Reseni:

/ 1 14) -1 1244 3

. f(x)=ﬁ, f (X)=Fx—3, f(x) = ol

3

Dosadime: f'(4) = %,f”(él) = ;—zl,f”’(4) =

Tedy Ty (x) = 2+i(x—4)+§.;—21.(x—4)2+%.2156.(x—4)3
- V5= f(5)~ 24-+

11413 _ 29236328125
4 2 32 6 256

Poznamka: Skutec¢na hodnota zaokrouhlena na 4 desetinnd mista je V5 = 2,2361.
http://demonstrations.wolfram.com/TaylorSeries/
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