Derivace

OOOHH!
Y DERIVATIVES ¢4




Definice a vyznam derivace

Jestlize pro funkci f a bod x, existuje [f’(xo): = |jm @)~/ (X0) ]

X—-xg X—Xo

pak toto Cislo nazyvame derivaci funkce f v bodé x;.

Poznamka: V pripadé, Ze existuje jen lim , mluvime o derivaci zprava,

X—>Xo+
pro lim , mluvime o derivaci zleva.
X—=>Xg—
Pfiklad: Urgete f'(2), je-li f(x) = x2.
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edeni: £/(2) = limX=% = lim &2 _ jim(x +2) =2 +2 = 4
x—2 X—2 x—2 xX—2 x—2
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Poznamka: Pro y = f(x) piSeme téz y' = d—z, derivace tedy vyjadruje
okamazity relativni prirtstek neboli tempo ristu zavislé proménné. V

ekonomii napriklad veli¢ina TC (celkové naklady) zavisi na veli¢iné Q

dTC

(objem produkce). Definujeme veli¢éinu MC = TC' = PrX tuto

veli¢inu nazyvame marginalni naklady.




Geometricky vyznam derivace

If()f(o)
X—Xg

Podi je smérnici pfimky jdouci body T [x, f (xo)], M[x, f (x)]:

f(x)

N

f(x,)

X

Limitnim prechodem se bod M pfiblizi k bodu T, ¢islo f'(xy) tedy
vyjadfuje smérnici te¢ny ke grafu funkce f vbodé T = [x,, f (xg)].




Derivace vyssich radu

Derivace jako funkce: Ma-li funkce f derivaci v kazdém bodé x intervalu [
(pripadné v krajnich bodech intervalu ma derivaci zprava, resp. zleva), pak
f je naintervalu I spojita. Pfifazeni x, — f'(xy) zde definuje funkci f'.

Pfiklad: Ur&ete funkci f' je-li f(x) = x2.

v . x%—xy? : xX—x0)(x+x .
Reseni: f'(xp) = lim —= = lim @=x0)HX0) _ 1y (x + xo) = 2xg
X—>XxXg X—Xo X—Xg X—Xo X—Xq

Zavér: Pro x € R plati: f'(x) = 2x.

Jestlize na néjakém intervalu I; € I ma funkce f' derivaci, pak tuto derivaci
znacime f'" a nazyvame druhou derivaci. Analogicky mizeme definovat treti
derivaci a derivace vyssich radu.

Pfiklad: Uréete druhou derivaci ' pro funkci f(x) = x2.

Redeni: JelikoZ f'(2) = 2x, plati: f"'(x) = (2x)' = 2.

http://demonstrations.wolfram.com/DerivativeAsAFunction/



http://demonstrations.wolfram.com/DerivativeAsAFunction/

WHY DID THE CHICKEN CROSS THE ROAD?
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Véta: Ma-li funkce f(x) derivaci —————+——+—+=x
a b
v bodé x = a, pak je vtomto bodé spojita. THE INTERMEDIATE VALLE THEOREM.

Véta: Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu (a, b) a plati-li f(a) # f(b) pak
pro libovolné c z otevreného intervalu

s koncovymi body f(a), f (b) existuje alespon jedno

x* € (a,b), prokteré f(x™) = c. Specielné, maji-li f(a) a f(b) opacna
znaménka, pak ma funkce f(x) vintervalu (a, b) nulovy bod.

Véta o stiedni hodnoté: Je-li funkce f(x) spojita na intervalu (a, b) a ma
derivaci pro vSechna x € (a, b), pak existuje alespon jedno x™ € (a, b), pro

w f(b) — £ ()
— a
[ flan) ="——= ]

http://demonstrations.wolfram.com/MeanValueTheorem/



http://demonstrations.wolfram.com/MeanValueTheorem/

Derivace elementarnich funkci

VsSude, kde jsou obé strany definovany, plati:

e X" =rx"Y reR

©(eX) = e

© (@) =a*Ina, a>0 | l—

© (Inx) = -

1
° ! f—

(logg x) ~lna 1
* (sinx)’ = cosx
* (cosx)' = —sinx Q
° / —_

(t'g x) cos2x
° / —_ —

(cotg x) sin?x &4

. SN |
(arcsin x) @ T
— ' I
* (arccos x)' = UL LU
\/11—x2 1T, ly |

° / —_
(arctg x) e

° ! — _
(arccotg x) e




Pravidla pro derivovani

P¥iklad: Uréete derivaci f' pro funkci f(x) = Vx7.
7 74 5 7

. 7 7
Reseni: JelikoZz f(x) = xz, prox = 0plati: f'(x) = Sxz T =ox2 = E\/xs

Véta: Pro libovolné funkce f(x), g(x) akonstantuc € R plati ve vSech bodech, kde
maji f a g derivaci a kde jsou nasledujici vyrazy definovany:

4 (c.f(x) = c.f'(x) )
C (fE g@) =fGt g

' (f(x)-g(x))' = f'(x)-g(x) + f(x) - g'(x)
(M) _ @@ -f0)-9@

\° 9 () y
P¥iklad: Uréete derivace pro funkce u(x) = sinx- e*, v(x) = %
Redeni: u'(x) = (sinx)’ - e* + sinx - (e¥)' = cosx- e* + sinx- e*

2
X
(arctgx)' -x% —arctgx - (x%)' Fzy1_ @rctgx - (2x)
x* N x*

v'(x) =




Derivace sloZené funkce F(x) = f (@ (x))

Véta: Ma-li vnitrni slozka u = ¢ (x) derivaci v bodé xq a vnéjsi
slozka v bodé uy = ¢ (xy), pak existuje F'(x,) a plati:

[ F'(xo) = f'(uo) - ¢"(x0) = f'(9(x0)) - ' (x0)]

Pfiklad: Urcete derivaci funkce F (x) = Vx? + 1.
Redeni: Jde o sloZenou funkci, vnitini slozka u = x? + 1, vné&jsi

slozka f(u) = Vu.

Lo . ) 1= 1
Tyto funkce maji derivace u’ = 2x, f'(u) = U 2= _2\/§'TEdy
/ — L = L . = x
F'(x) = 23U 2 x 2vVx2+1 2x x2+1°

F £(x) = %

Don’t drink and derive.



