Pouziti derivaci: prubeh
funkce, optimalizace




Derivace a monotonnost funkce

Véta: Uvazujme funkci f(x), kterd ma naintervalu I derivaci f'(x). Pak
* je-li f'(x) >0V x € I, funkce f(x) je naintervalu I rostouci.

* je-li f'(x) < 0V x € I, funkce f(x) je naintervalu I klesajici.

* je-li f'(x) = 0V x € I, funkce f(x) je na intervalu I neklesajici.

* je-li f'(x) <0V x € I, funkce f(x) je naintervalu I nerostouci.
Pfiklad: Urcete intervaly monoténnosti funkce f(x) = x3 — 3x + 1.

Reseni: Budeme vychazet z funkce f'(x) = 3x2 — 3. Nulové body
funkce f'(x) jsou —1, 1, ty rozdéli redlnou osu na tfi intervaly. Znameni

funice () Je nasteduct
N _ +

Tedy podle predchozi véty je funkce f(x) rostouci na intervalu
(—o0,—1), klesajici na (—1,1) a opét rostouci na (1, ).

Znazornéme si graf funkce | i erto
f(x)=x3-3x+1 '

a graf jeji derivace
f'(x) = 3x2 -3




Lokalni extremy

Definice: Rekneme, Ze funkce f(x) méa v bodé x, lokdlni minimum (resp.
maximum), jestlize je definovana v néjakém okoli bodu x a jestlize pro
vsechna x z tohoto okoli plati

[ fw= fe e fO) S fGo) |

Lokalni minima a maxima souhrnné nazyvame lokalni extrémy.

Véta: Pokud ma funkce f(x) v bodé x, lokalni extrém a existuje-li zde
derivace, pak pro tuto derivaci plati [ F1(xg) = 0
0) =

Poznamka: Body s nulovou derivaci nazyvame stacionarni. Podminka

f' (x9) = 0vsak nenianinutnou ani postacujici podminkou pro existenci
extrému, viz funkce f; (x), ktera ma v bodé x, = 0 lokalni minimum, ale
neméd zde derivaci nebo funkce f3(x), pro kterou plati f'(0) = 0, ale
nema zadny lokalni extrém.
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Existence lokalniho extrému

Véta: Necht ma funkce f(x) v bodé x, derivaci a plati f'(xy) = 0.

Ex

istuje-li &6 > 0 takové, ze:

"

VX € (xg—8,%): fl(xg) > 0aVx€ (xg,% +6): fl(x5)< 0, )

pak ma funkce f(x) v bodé x, lokalni maximum

* VX E (xg—08,%0): f'(xg) < 0aVx€ (xg,x9+96): f'(x9) >0,

pak ma funkce f(x) v bodé x, lokalni minimum

J

Pr

iklad: Najdéte lokaIni extrémy funkce f(x) = x3 — 3x + 1.

Reseni: JiZ dFive jsme spocetli f'(x) = 3x? — 3 a naili stacionarni
body —1, 1. Vime, Ze derivace f'(x) je kladna nalevo od bodu x; =

X1
X2

1 a napravo od bodu x, = 1 azaporna mezi nimi. Takze v bodé
= —1 nastdava lokdlni maximum s hodnotou f(—1) = 3 avbodé
= 1 lokalni minimum s hodnotou f (1) = —1.




Absolutni extremy

Definice: Rekneme, Ze funkce f(x) ma na mnoZiné M absolutni
minimum (resp. maximum) v bodé x,, jestlize je funkce definovana na

M a plati
Vx € M: f(x) = f(xy),resp.
[ Vx € M: f(x) < f(xg). ]

Poznamka: Absolutni minima a maxima nazyvame absolutni extrémy
nebo téz globalni extrémy. Pokud v definici zaménime neostré
nerovnosti za ostré, dostaneme tzv. ostré (Ci vlastni) extrémy.

Véta: (Weierstrassova) Je-li funkce f(x) spojita na uzavieném
intervalu ( a, b ), pak funkce f(x) nabyva na tomto intervalu svého
absolutniho minima, a to bud'v bodé lokalniho extrému nebo v
nékterém z krajnich bodu a, b. Totéz plati pro absolutni maximum.




Absolutni extrémy - priklad

Priklad: Celkové prijmy (TR) i celkové naklady (TC) jsou funkci
vyrobeného mnozstvi, bylo zjisténo, ze:

TR(Q) = Q°> —2Q* - 20,

TC(Q) = Q% — Q% —10Q
Optimalizujte zisk P(Q) = TR(Q) — TC(Q), jestlize vyrobni kapacita
je 10 jednotek produktu.
Redeni: Hleddme tedy extrémy funkce P(Q) = —Q? + 8Q na intervalu
(0,10 ). Spocteme
P'(Q) = —2 Q + 8, stacionarni bod je Q = 4. Globalni extrémy
mohou nastat v bodech 0; 4; 10. Porovname hodnoty P(0) =
0, P(4) =16, P(10) = —20. Maximalniho zisku je tedy dosazeno
pro mnozstvi Q = 4, naopak nejvétsi ztratu zplsobi Uplné vyuziti
vyrobnich kapacit, Q = 10.
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Konvexita a konkavnost funkce

Definice: Rekneme, 7e funkce f(x) je na intervalu I

* ryze konvexni, jestlize pro libovolné tri body x{, x5, x3 € I plati:
X1 <x, < x3= bod T, = [x,, f(xy)] lezi pod useckou spojujici
body Ty = [x1, f(x1)] a T3 = [x3, f(x3)].

Obdobné o funkci f (x)fekneme, Ze je na [

* ryze konkavni, jestlize pro libovolné tri body x4, x5, x5 € I plati:
X1 <x, < x3= bod T, = [x,, f(xy)] lezi nad Useckou spojujici
body T; = [x1, f(x1)] a T3 = [x3, f(x3)].




Konvexita a konkavnost funkce

Poznamka: Pripustime-li v definici, aby bod T, lezel i na Usecce Ty T3,
pak vynechame slivko "ryze".
Véta: Ma-li funkce f (x) ma na intervalu I druhou derivaci, pak plati

c Vx€ I: f'"(x) = 0, pak je funkce konvexni na I
c Vx€ I: f'"(x) < 0, pak je funkce konkavni na I

Poznamka: Body, ve kterych "se méni konvexita a konkavnost funkce"
nazyvame inflexni body. Funkce mlze mit inflexni bod pouze v bodech,
kde existuje prvni derivace a druha derivace bud neexistuje nebo je
nulova.

Véta: Jestlize pro funkci f(x) v bodé x plati:
f'(eo) = f"(xo) = = f™(xg) = 0af™*(x,) # 0, pak
* je-lin sudé, ma funkce f(x) v bodé x, inflexni bod

> je-linliché, ma funkce f(x) v bodé Xo lokalni extrém, a to
maximum pro f™*D(x,) < 0a minimum pro f¢ (n+1) )(x4) > O.




Konvexita a konkavnost -priklad

Pfiklad: Je dana funkce f(x) = In(x? + 2). Uréete inflexni body této
funkce a zjistéte, kde je konvexni a kde konkavni.

£ =

Redeni: Ur¢ime druhou derivaci, f'(x) =
2(x242)—2x.2x _ 4 — 2x2

(x2+2)2  (x242)2
Nulové hodv drithé derivace isou +1/2 Uréeme znameni fiinkce f"(x):

(—V2,¥2) (VZ, )

— _|_ —

x2+2

Tedy funkce je konkavni na intervalu (—oo, —/2), konvexni na
(—V2,v/2) aopét konkavnina (v2, ). Inflexni body jsou +v/2.




Asymptoty funkce

Asymptoty jsou primky, ke kterym "se blizi" graf funkce.
Definice: Asymptotou bez smérnice nazveme primku x = a, pokud

lim f(x) = +cd, kde symbol lim oznacuje nékterou z limit lim, lim , lim
a XxX—->a x—->a— x—a+

1

Priklad: Funkce f(x) = ma asymptoty bez smérnice x =

215x46  (x42)(x+3
— 2, x = =3, nebot e Cr2)ets)
im f (x) = oo, im f (x) = —oo, im f (x) = —oo, im f (x) = o

Definice: Pfimku y = Ax + B nazveme asymptotou funkce f(x) ve nevlastnim
bodé oo, resp. —o0, jestlize

[;i_)_r{)lo[f(x) — (Ax+B)] = O,resp.xl_irpoo[f(x) — (Ax+ B)] = 0. ]

Priklad: Funkce f(x) = ~rErre ma v nevlastnich bodech asymptotu y = 0,
( 1

protoze lim —0) = 0.

x— + 00 \x2+5x+6




Asymptoty funkce - priklad

Véta: Pfimka y = Ax + B_je_asymptotou funkce f(x) v bodé 4+, resp. —c0 <
A = lim % B = lim (f(x) — Ax) , resp
X—

X— 00

A= lim 22 B = lim (f(x) — Ax)

xX—>—00 X X—>—00

Poznamka: Funkce f(x) nemusi mit Zddné asymptoty, napt. funkce f(x) = sinx.

2
x“+2x+1 ,
v hevlastnich bodech.

Priklad: UrCete asymptoty funkce f(x) =
Reseni: Nejprve uréime asymptotu v +oo:

x4+ 2x+1
A = lim 5 =1,
X—00 X
o (x?+2x+1 o 2x+1
B = lim —x ] = lim =
X — 00 x X— 00 x

Tedy hledana asypmtota ma rovniciy = x + 2. Obdobné postupujeme v —oo:

o x?+2x+1
A = lim 5 =1,
X—>—00 x
_ x%+2x+1 o 2x+1
B = lim — x| = lim =
X—>—00 x X — 00 x

Tedy hledana asymptotajey = x + 2.




