Matematicka analyza (Calculus)




Zobrazeni

* Uvazujme neprazdné mnoziny A4, B. Pravidlo F, které kazdému
x € A priradi prave jedno y € B nazyvame zobrazenim
A do B.
* Terminologie a oznaceni:
Skutecnost, Ze prvku x je prirazen prvek y zapisujeme jako
x — yneboy = F(X), y nazyvame obrazem x a x nazyvame
vzoremy.

Pro zobrazeni F: A — B nazyvame mnozinu A defini¢nim
oborem zobrazeni, piSeme D = A.

MnoZinu vSech obrazli prvki defini¢éniho oboru nazyvame
oborem zobrazeni, znaCime Hp.
* Poznamka: Je-li Hr = B, rekneme, Ze F' je zobrazenim

A na B.




Funkce a jeji graf

Funkci nazveme zobrazeni f: A = B, kde B je Ciselna mnozina,
v pripadé B = R mluvime o realné funkci. Je-litéz A = R,
nazveme f realnou funkci realné proménné.
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Funkce se ¢asto zadava vyrazem, naptiklad f(x) = 1 kde x

nazyvame argument funkce. Definicnim oborem funkce je
mnozina A € R, pro jejiz prvky ma vyraz smysl. Pro uvedenou
funkcije Dy = R — {1}. Grafem realné funkce realné proménné

rozumime mnozinu bodu | p <
{lx, f ()], x € Dy} --2 sin x _
vyznacenou - 1 o sirf x _
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Prosta funkce

O funkci f: A — B rekneme, Ze je prosta, jestlize ,jsou vSechny
obrazy ruzné® tj. V x1, x5 € Drixq # x5 = f(x1) # f(x3)

Priklad: Funkce f: Ny — N dana vztahem f(x) = x + 1je
prostd, nebot x; +# x, = x4 + 1 # x, + 1 pro lib. x4, x, € Nj,.

Priklad: vyberte, na kterém z obrazk je graf prosté funkce




[nverzni funkce

Je-li f: A = B prosta funkce mnoziny A na mnozinu B, pak
existuje zobrazeni f ~1: B — A, které kazdému y € B pfifadi jeho
vzor, tj. f~1(y) = x, kde f(x) =y

* Pozor: Znaceni inverzni funkce nevyjadfuje umocnovani vyrazu

f(y) na—1. (tedy f~1(y) # )

* Pfiklad: Pro funkci f(x) = x + 1 z predchoziho prikladu plati:

VxENyp,vyvEN: y=x+1 y—1=x, tedy inverzni
funkce f~1:N - N, je ddna vztahem f~1(y) =y — 1,Vy € N,

OSOBA - uco




Inverzni funkce - priklad

Priklad: Rozhodnétef zda je funkce prostd, a pokud ano, najdéte k ni funkci
inverzni: f(x) = 1

Redeni: pro Vxq,x, € R™:
X|F Xy DX Fx:3x2+1#x2+1> =

1 1
x2+1  xZ+1

tedy funkce j je prosta. Obor hodnot funkce je Hy = = (0,1), nebot
jmenovatel vyrazu je vidy vet5| nez 1. K nalezem inverze vyjadrime x ze

1
vztahu y = ——

y.(x +1) =1,
y.x2=1-—y,
x2 =12

y
x=+ |

y

Tento vztah plati pro Vy € (0,1). Protoze byva obvyklé oznacovat

- Y : oy fh — 1
nezavislou proménnou jako x, mizeme psat f ~1(x) = xx x € (0,1).




Monotonni funkce

Uvazujme A € R, f: A — R. Rekneme, Ze je f na A:

* Rostouci © Vxq,x, €EA: x1 < x, = f(x1) < f(x,)

* Klesajici © Vxq,x, € A: x1 < x5 = f(x1) > f(x3)

* Nerostouci © Vxq,x, € A: x1 < x5 = f(x1) = f(x,)

* Neklesajici © Vx1,x5 € A: x1 < x5 = f(x1) < f(xy)
Vsechny uvedené typy funkci nazyvame monotonni, prvni dva
ryze monotonni. Yy

,_1_
Priklad: ]
Je funkce f(x) = x* monoténnina R :
nebo na néjaké podmnoziné A € R? 2




Elementarni funkce

Funkce, které muzeme vytvorit ze zakladnich elementarnich
funkci (mocninné, exponencialni, logaritmické, goniometrické,
cyklometrické).

Mocninnd funkce f(x) = x™,n € N (Df = R)

Pro Cisla ay, aq, ..., a,, € R,a,, # 0 definujeme polynom
p(x) = a,x™+..+a,;x + ay Cislo n nazyvdme stupném
polynomu

* Polynom stupné 0 nazyvame konstantni funkci

* Polynom stupné 1 nazyvame linearni funkci

* Polynom stupné 2 nazyvame kvadratickou funkci




Polynom

* Priklad: Nakreslete do jednoho obrazku grafy konstantni
funkce y = 1, linearni funkce y = x + 1 a kvadratické funkce
2
y=x




Odmocnina

Funkce odmocninay = Y/x je inverzik funkciy = x",n € N
(Dsje pro sudé n omezennax = 0)

Pri konstrukci grafu vyuzZijeme symetrie graf( vzajemné
inverznich funkci podle osy prvniho kvadrantu.

y=X ’




Mocninna funkce

* Mocninnd funkce f(x) = x™™",n € N (Df = R — {0}) Grafem
je pron = 1 hyperbola. Obecnéjsi mocninna funkce s realnym

exponentem ma defini¢éni obor ziZen na R*, resp. R* — {0}

- PFiklad: Naértnéte graf funkce y = x 2

- Redeni: funkce je nespojitd v bodé x = 0, ma zde asymptotu




Racionalni lomena funkce

* Racionalnilomena funkce f(x) = % , kde P(x), Q(x) jsou

polynomy. (Df = {x € R: Q(x) # 0}

* Priklad: Nacrtnéte graf funkce a urcete jeji definicni obor

x+3

funkce y = s

* ReSeni: Dy = R — {-2}
Predpis lze snadno upravit

na y=$+1




Racionalni lomena funkce

Racionalni lomenou funkci nazveme ryze lomenou, je-li stupen
Citatele mensi nez stupen jmenovatele. V opacném pripadé lze
upravit pomoci déleni polynomd.

* Priklad: Upravte na soucet polynomu a ryze lomené funkce:

3x%*—2x3+1
flo =222
- Resent:
(3z*  —22° LA e e
— Bz +3z2)
—(—2273 —2;(;)
—3z? +2z +1

20 +4




Exponencialni funkce

* Exponencidlni funkce y = a*,a € R* — {1}, (D = R)
Funkce je proa > 1 rostoucina R a pro a < 1 klesajici na R.
Specialnimi pripady jsou dekadicka exponencialni funkce
y = 10* a pfirozena exponencidlni funkce y = e”*, kde e je tzv.
Eulerovo Cislo, e = 2,71 ...

Leonhard Euler (1707 — 1783)




Logaritmicka funkce

Logaritmicka funkce y = log,x, a € R* — {1}, (D = R") je
inverzni k exponencialni funkci. Funkci y = log,¢x znacime jen
jako y = logx a nazyvame dekadickym logaritmem, funkci

y = log,x znaCime jako y = Inx a nazyvame prirozenym
logaritmem. ,




Pravidla pro pocitani s logaritmy

Pozndmka: proV a,b € R* — {1}, Vx;,x, € Rt as € R plati:
* loga(x1.%3) = logy(x1) + log,(x;)
* loga (22) = loga(x)) — loga(xz)

* loge(x®) = s. log,(x)
* logpx = log,x.logpa




Goniometrické funkce

Definujme nejprve funkce sinus, kosinus pomoci jednotkoveé kruznice
(Velikost uhl( zadavdme v obloukové mire):

Prevod na obloukovou miru:
T

e a=90° =>x = -

ca=180° =>x =1

- a=60° >x="1

3
T
. a=45°=>x=z




Goniometrické funkce

Funkce sin(x) , cos(x) jsou periodické s periodou 27, jejich

, o _ sin®) _ .

Dale definujeme: tg(x) = cos(x)’ (Df = {x € R:cos(x) # 0},
) . . T __cos(x) .
t. Dy = R—{£ >+ 2km, k € Z}) acotg(x) = im0 (Df =

{x € Risin(x) # 0}, tj. D = R — {tkm, k € Z})

Funkce tg(x) , cotg(x) jsou periodicke s periodou 7, jejich Hr =
N | ! |

Yy

'l

|
A

X

0

|

\\ |
)

n




Funkce cyklometricke

Funkce inverzni ke goniometrickym.
Prox € (—1,1) definujeme

. T TT v v .
° arcsinx = u € (—5,5),pro néz sinu = x
* arccosx = u € (0,T), pronéz cosu = x

Pfiklad: Urcete x € (0, 1), pro které je cos(x) = \/;

Prox € R definujeme
e arctgx =u € (—gg) ,pronéz tgu =x

* arccotgx =u € (0,,m), pronéz cotgu = x




Goniometrické vzorce

Poznamka: Pro goniometrické funkce plati tzv. souctove vzorce:
sin2x = 2sinx .cos x

2x — sin’x

COS2XxX = cosS
1 = cos?x + sin’x

Priklad: S vyuzZitim uvedenych vztahu vyjadrete pomoci cos 2x

nasledujici funkce:
%’. G~ ,.ﬁ 7‘/%} \%\

1+4+cos 2x
sin() o569 tom(x)  coblx)

cos’x =
2

1—-cos 2x
2

sin?x =

Rl RR
x N Pl
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Dance lessons

for mathematicians




Nové funkce ze
starych: skladani

* Uvazujme funkci u = @(x) z A na B. Dale uvazujme funkci y =
f(u) z B na C. Definujme funkci F: A — B predpisem F(x) =
f(@(x)) . Funkci F nazyvame sloZenou funkci, fnazyvame jeji
vneéjsi slozkou a @ jeji vnitrni slozkou.

* Priklad: Funkci F(x) = ﬁ muUzZeme chapat jako funkci sloZzenou

z vnitfni slozky @(x) = x + 1 z vnéjsi slozky f(u) = %

* Priklad: Urcete slozenou funkci f(g(h(x))), je-li:
h(x) =x%,g(x) =x+1, f(x)=+x.

* Redeni: f(g(h(x)))=vVx2+1

- P¥iklad: Pro prostou funkci f(x) uréete f ~1(f(x))




Funkce definované po Castech

* Nékdy je funkce definovana na rtznych intervalech rtznymi
predpisy. Jako priklad mizeme uvést zavedeni funkce
x, pro x=0

absolutni hodnota: |x| = {—x pro x <0

* DalSim prikladem je po castech konstantni funkce cela ¢ast:
x| =neN:n<x<n+1

* Progresivni zdanéni lze modelovat po castech linearni funkci.
Napriklad sazba dané z prijmu v USA Cinila 10% pro prijem do
83508, kazdy dodatecny dolar (az do vySe 33950 S) byl pak
danén sazbou 15%, atd. Vyse dané y by pak byla dana dle
velikosti prijmu x jako

_{01-x, pro 0 <x <8350
Y =1835+0,15-x, pro 8350 < x




Nove funkce ze starych:symetrie,
vertikalni a horizontalni posunuti

Zname-li graf funkce y = f(x), mizeme vytvorit graf funkce
* y = f(—x) preklopenim podle osy y
* vy = —f(x) preklopenim podle osy x

* vy = f(x + ¢) posunutim o c jednotek doleva (pfi ¢ > 0), resp.
doprava pri (prfi c < 0)

* y = f(x) + ¢ posunutim o ¢ jednotek nahoru (pfi ¢ > 0),
resp. dolu pfi (pri c < 0)

Pfiklad: nacrtnéte graf funkce y = |log |x||




Okoli

* Proboda € R acisloé > 0 definujeme 6 — okoli bodu a jako
interval Us(a) = (a — 6,a + &). Nékdy neni nutné uvadét §,
pak okoli a oznacujeme U(a) a chapeme jako maly otevreny
interval obsahujici a. Zavadi se téz pojmy levé okoli, pravé
okoli a ryzi okoli bodu a (jako U(a) — {a})

——C——  0)0l] hodu a
O — ——  1y7] okoli bodu o
p——— ravé okoli bodu a

s  praveé Tyzi okoli bodn a

(L




Spojitost funkce

* Definice: Necht y = f(x) je funkce definovand na otevieném
intervalu I a bod a € I.,Rekneme, 7e f je spojita v bodé a,

jestlize pro libovolnou presnost € > 0 plati, ze pro vSechna x
z néjakého okoli bodu a plati: f(x) = f(a) (+&)“

* Poznamka: definujeme téz spojitost zprava pro prave okoli,
resp. zleva pro levé okoli.

Y Y f(x)

g9(a) ’4 g(x) f(a)

1 I
0 A a L 0 a x




