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Funkce vice proménnych

Definice: Pron € N, uvazuime D € R™ (prostor usporadanych
n-tic redlnych Cisel). Zobrazeni mnoziny D do R nazveme funkci
n promennych. Piseme z = f (x4, x5, ..., X, ), kde

|x1, X5, ..., X,,] € R™. Poznamka: Neni-li feceno jinak,
definicnim oborem D funkce f chapeme nejvétsi mnozinu, na
které ma defini¢ni vyraz smysl.

Poznamka: Budeme pozivat euklidovskou metriku (resp.
vzdalenost): vzdalenost mezi A = [aq, a5, ...,a,] € R"aB =
|b1, by, ..., by] € R™ je definovédna jako

(p(4,B) =(a1 —b1)? + (az — by)? + —+ (an — by)?|
Obdobné jako u funkce jedné proménné tedy muzeme definovat
okolibodu A = [aq,a,, ...,a,] € R®*. Prod > 0 nazveme § -

okolim bodu A mnozinu VS " _jejichZ ] st od
bodu A je mensinez §: Us(A) = {X € R", p(X,A4) < 6}




Limita funkce vice proménnych

Definice: Rikdme, 7e funkce f (x4, X5, ..., X;,) Ma v bod& X0 —
[x0, x9 lim f(X) =A]

x7?, %9, ..., x3] limitu rovhu 4 € R a piseme n

jestlize proVe > 036 > 0 tak, ze f(X) je definovana v ryzim okoli
Us(X%) \ {X°}aproviechna X z tohoto okoli plati:

[| f(X) — A| < e(tj. proviechna X ,blizka“ X plati f(X) ~ A.ﬂ

Poznamka: Pro poditani s limitami plati analogicka pravidla jako u funkce
jedné proménné. Obdobné se zavadeéji i nevlastni limity.

Definice: Rekneme, Ze funkce f(xq, X5, ..., X;,) je spojitd v bodé
X0 =[x?,x3,...,x0], jestlize ma v tomto bodé& limitu a plati:

lim 00 = F(X°).

Priklad: Funkce f(x,y) =
bodu [0,0].

Poznamka: DalSi uvahy budeme provadét pro funkce dvou promeénnych,
|ze je vSak zobecnit i pron > 2.

1y je spojita ve vSech bodech R? kromé




Grafické znazornéni funkce

dvou proménnych

V tfirozmeérném prostoru si muzeme graf funkce dvou
proménnych predstavit jako zemsky povrch. Pro znazornéni
povrchu ve 2D se pouzivaji vétsinou vrstevnice funkce.
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Grafickeé znazornéni funkce
dvou promeénnych

Podobnym zplUsobem si mGzeme znazornit treba funkci f(x,y) = a

eXx?+y?’

G s

1

Vrstevnici funkce f(x, 3/) "o nadmorské vysce c¢" rozumime mnozinu
vSech bodU [x, y] € R takovych, Ze plati f(x,y) = c. Napriklad pro vyse
uvedenou funkci f(x, y) uréime nultgu vrstevnici jako mnozinu vsech
reseni rovnice o dvou neznamych prrer i 0 .Zrejmé musi byt x = 0, ale

y je libovolné, tedy dostaneme mnozinu {10,y], vy € R}.




Parcialni derivace

Uvazujme nejprve funkci dvou promennych f(x y) a poloZzme y rovno konstanté
Yo. Dostaneme funkci jedné proménné, oznacme ji g(x) = f(x,yo)-

Jestlize ma tato funkce derivaci v bodé x,, tj. existuje-li g'(xy) =

lim L&Y =/ G0Yo) s eme ji parcidlni derivaci funkce f(x,y) v bodé [x,, Vo]

X=X X=Xo
podle proménné x. Oznacujeme ji

| £Gro,y0) nebo fi(xo, ¥o) nebo 215230,

Analogicky se definuje parcialni derivace podle y.

Poznamka: Pro funkci n promennych se parC|aIn| derivace definuji obdobné.
Derivujeme-li podle x;, ostatni promenne povazujeme za konstanty. Parcidlni
derivace funkce f(X) v bode X© znatime napfiklad £, (X°), £, (X%, ..., fi, ' (X°).

PFiklad: Funkce f(x,y) = x* + 3y? + 5xy — 4x + y — 1 ma parcialni derivace
fe(,y) =2x+ 0+ 5y — 4+Oafy’(x y)=0+6y+5x—0+1.
Priklad: Funkce f(x,y,z) =

, B 1 (y+zz)—x 0o 1
iy, z) = (y + z2)2 - (y + z2)’
, 0-(y+2z%)—x-1 —x
fy(x;Y;Z) — (y_l_Zz)z = (y_I_Zz)Z;

, 0-(y+2z%)—x-2z —2xz
f(xy,z) = (y + 22)2 = (y + z2)2

http://demonstrations.wolfram.com/PartialDerivativesin3D/



http://demonstrations.wolfram.com/PartialDerivativesIn3D/

Parcialni derivace vyssich radu
Uvazujme oblast Q © R", kde ma funkce f(xq, x5, ..., X5,) derivaci podle x; (i €

{1, .. n}) Pokud ma funkce fx v néjakém bode X, € Q derivaci podle x;, nazveme
ji ' dle x; a xj a znacCime

0° f(Xo)

fij (Xo) nebofl (Xo) nebo 2 2% 0%,

. v . . 92 f(X,
Poznamka: Jestlize i = j, piSeme téZ f;" nebo [(Xo)

Priklad: Vypoctéte vSechny parcialni derivace druhlého radu funkce
f(x,vy,z) =3x*+y? +z3 — xyz.
Re3eni: Derivace prvniho Fadu jsou
fx 6x — Yz,
fy 2y — Xz,
f, = 3z% — xy,
Dale spoCteme derivace druhého radu
fxx = 6, fxy = —Z fxz = =Y
fix = —2, fy = 2 fyz = —x,
fox = =Y, fzy = —X, fzz = 62

Véta: Jestlize ma funkce f spojité parcialni derivace az do radu k v néjakém okoli
Us(Xp) bodu X, nezalezi na poradi, ve kterém derivujeme, tedy napf.

[ [ (Xo) = fi] (Xo)!




Lokalni extremy

Rekneme, Ze funkce f(X) ma lokalni minimum v bodé X° € R", jestlize
existuje okoli Us(X?) takové, e pro viechna X € Us(X?) plati:

f(X% < f(X)l Analogicky lokalni maximum.

Poznamka: V pripadé ostrych nerovnosti mluvime o ostrych lokalnich
extrémech.

Véta: Ma-li funkce f(X) v bodé X lokaIni extrém, pak viechny parcialni
derivace, které zde existuji, musi byt rovny 0.

Poznamka: Bod, ve kterém jsou vsechny parcialni derivace nulové,
nazyvame stacionarni.

Pfiklad: Najdé&te staciondrni body funkce f(x,y) = x3 + 3y? + 6xy + 1.
ReSeni: f; = 3x%+ 6y, f; = 6y + 6x.
Rovnice pro staciondrni bod jsou 3x% + 6y = 0,6y + 6x = 0.

Z druhé rovnice dostaneme y = —x a po dosazeni do prvni dostaneme
kvadratickou rovnici 3x? — 6x = 0, jejiz kofenyjsoux; = 0, x, = 2.
Potomy, = 0, y, = —2.Stacionarni body jsou [0,0], [2, —2].

Ptiklad: Funkce f(x,y) = +/x? + y? ma
minimum v bodé [0,0], kde parcialni

q _ X . y
derivace f,(x,y) = Wa fy(y) = Ny

nejsou definovany.




Lokalni extremy

Véta: Uvazujme funkci f (x,y) a jeji stacionarni bod [x,, yo]. Pokud jsou v
néjakém okoli bodu [xg, o] spojité parcidlni derivace druhého fadu,
polozime

2
[A(XO;YO) = fx (x0,Y0) - 1" (X0, Y0) - (fxlall(xO'YO)) ]

V ptipade, ze A(xg,yo) < 0, nenivbode [xg, Y] lokalni extrém, potom
bod [x, yo] nazyvame sedlovy bod. Je li A(xg,v9) > 0, jev bodé [%0, Vo]
IokaIm extrém, a to minimum pro f;/' (xy, ¥o) > 0 a maximum pro

x (X0, Y0) < 0.
Pr|klad Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = x3 + 3y% + 6xy + 1,
jejiz stacionarni body [0,0], [2,—2] jsme ur¢ili vyse.

Reseni: Nejprve spocteme parcialni derivace druhého fadu, zderivujeme
funkce fy = 3x*+6yaf, = 6y + 6x:
f = 6x fy =

II — 6 f” — 6,
Tedy A(x,y) = 6x-6 — 6 6.Provéfime jeho hodnotu ve stacionarnich
bodech: V bodé [0,0] dostaneme hodnotu

A(0,0)= 0 —6-6 = —36 <0, tedy [0,0] je tedy sedlovy bod. Pro
[2,—2] dostaneme A(2,—-2) = 12:6 —6:-6 = 36 > 0, jdetedyo
extrém a protoze f,,'(2,—2) = 12 > 0, je vbodé [2, —2] lokalni minimum.




Lokalni extremy

Priklad:

1. Funkce f(x,y) = x? + y? md ve stacionarnim bodé& [0,0] minimum,
druhé derivace jsou fy' = 2, fyy, = fyx =0, f,’ = 2,tedy hodnota
A(00)= 2:-2—-0=4>0

2. Funkce f(x,y) = x? — y? ma stacionarni bod [0,0], kde neni extrém, ale
sedlovy bod, ' =2, fyy, = fyx =0, f;' = —2,tedy hodnota A(0,0) =

2-(-2)-0=-4<0.




