Integral
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Pr1m1t1vn1 funkce

Definice: Jestlize F(x) a f(x) jsou takové funkce, Ze pro vSechna x z

intervalu I plati|f(x) = F’(x)], pak rekneme, ze F(x) je primitivni k f (x)
na intervalu I.

PFikIad' Funkce F(x) = x3 + = + 3x + 5 je primitivni k funkci f(x) =

3 x%2 + x + 3 na R, protoZe zde plati f(x) = F'(x).

Poznamka: Je-li F(x) primitivni k f(x) naintervalu I, pak funkce F(x) je
zde spojita (dokonce ma derivaci). Jaké podminky musi spliovat f (x)?
Postacujici podminkou k tomu, aby k f(x) existovala primitivni funkce je
spojitost f(x) nal. Je primitivnl'funkce urcena jednoznacnée?

Priklad: Funkce G(x) = x3 + = + 3x +7 je také primitivni k funkci
f(x) = 3x*+x+3z predch02|ho prikladu.

Véta: Jsou-li funkce F(x) a G(x) primitivni k funkci f (x) na intervalu I,
pak existuje konstanta ¢ € R, takova, zeproVx € I: F(x) = G(x) + c.
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Neurcity integral
Definice: Mnozinu vSech funkci primitivnich k f (x) na I nazyvame neurcity

integral f (x) nal aznaCime [ f(x) dx. Pigeme
| f(x)dx = F(x) +c,

kde F(x) je libovolna primitivni funkce k f (x) na I, dx je diferencial x a ¢
tzv. integracni konstanta.

Priklad: Najdéte neurcité integraly
[ sinx dx
[ x3 dx
[e** dx

ReSeni: [sinx dx =—cosx +c

3 x*
[ x dx ="-+c
2X

[e®* dx = eT+c




Zakladni neurcité integraly

- [ 0dx = ¢,
n xn+1
« [x™dx = + c,n+ —1,
n+1
- [ e¥dx = e* + ¢,
« [sinx dx = —cosx + c,
* fcosx dx = sinx + c,
dx
. f1+x2 = arctg(x) + c,
. f\/%z arcsin(x) + c,
. C;—x = In|x| + c,
dx
\ f cos?x tg(x) + ¢,
dx
. fsinzx = —cotg(x) + c

(Vztah plati vzdy na intervalu, kde je integrovana funkce spojitd)




Pravidla pro integrovani

Véta: Integrace linearni kombinace funkci:

Jestlize funkce f; (x), f5(x), ... f(x) maji na I neurcité integraly, pak pro
libovolné konstanty ¢y, c5, ... ¢, existuje neurcity integral funkce f(x) =

c1f1(x)+ crfo(x) + -+ + ¢, f,(x) aplati:
[ [fear = o [p@dx + ¢ [fdx + + e [ it dx ]

Priklad: Najdéte neurcity integrélf(ex + = 4 E) dx

x2+1 X

ﬁe§eni:f(ex+ 22 +§) dx = [ e*dx +2f 21 dx +3f1dx=
X x“+1 X

e*+ 2arctgx + 31n |xT + c

Véta: Metoda per partes:

Jestlize funkce u(x), v(x) maji na otevieném intervalu I spojité derivace,
pak plati:

[f U X)v)dx = u@)vx) — [ ux)v'(x) dx




Metoda per partes - priklady

Priklad: Najdéte neurcity integral fx sin x dx

Redeni: PouZijeme metodu per partes pro: u '(x) = sinx,v(x) =
Dopocditame u(x) = —cos x,v'(x) = 1 adosadime:

[x-sinx dx= —xcosx — [ (—cosx)dx = —xcosx + sinx +c.
Poznamka: Nékdy je nutné poutzit pravidlo opakované.

PFiklad: Najdéte neur¢ity integral [ x* - e* dx.

Reseni: PouZijeme metodu per partes pro: u'(x) = e*, v(x) =
Dopoutame u(x) = e*, v'(x) = 2x adosadime:

[x%-e* dx = x*-e* — [2x-e* dx Per partes zopakujeme pro
u'(x) = e*,v(x) = 2x,tedyu(x) = e*,v'(x) = 2.

sz-ex dx = x%-e* —[2x- e* —jZexdxlz
+ c

x%- eX —2x-e* 4+ 2e¥

2




Vypocet integralu substituci:

Integral typu ff(<p(x))<p’(x) dx mlzeme fesit substituci.

Postup reseni je nasledujici:

* Zvolime substituci y = @(x).

* Vypolitdme dy = ¢'(x) dx.

* Do daného integralu dosadime za @(x) a ¢'(x) dx a
dostaneme [ f(y) dy.

* Vypotitame F(y) = [ f(y) dy.

- Ur&ime interval I, na kterém plati F'(¢(x)) = f(@(x))@'(x).

* Hledany integral je

Cf(‘ﬂ(x))QD'(x) dx = F(p(x)) + ¢,x € L ]




Integrace substituci - priklady

PFiklad: Vypocitejte [ e3**1 dx.

substituce u= 3x+1

X v s 3x+1 — 1 3x+1 | =
Reseni: [ e dx 3fe 3 dx du = 3dx
— 1jeudu :leu + C =l€3x+1 + ¢c,x€ R
3 3 3 ’ |

Piiklad: Vypotitejte [ x;‘ﬂ dx.

_ 1= _ |substituce u= x?+1
1 1_2fo+1 e ) du = 2x dx
=§f_ du =§ln|u|+c =§ln|x2+1|+c,xE]R.

Poznamka: Pro funkci ¢(x), ktera je nenulova na intervalu I a ma zde derivaci

¢'(x) plati:
fqo( )dx =In|lp(x)|+ ¢, x € I:p(x) # 0.




