


Okoli

Proboda € R aislo § > 0 definujeme 6 — okoli bodu a jako
interval Us(a) = (a — 6,a + &). Nékdy neni nutné uvadét §,
pak okoli a oznacujeme U(a) a chapeme jako maly otevreny
interval obsahujici a. Zavadi se téz pojmy levé okoli, pravé okoli a

ryzi okoli bodu a (jako U(a) — {a})

——C——  0)0l] hodu a
O — ——  1y7] okoli bodu o
p——— ravé okoli bodu a

s  praveé Tyzi okoli bodn a
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Spojitost funkce

Definice: Uvazujme funkciy = f(x) definovanou na
otevieném intervalu [ a bod a € I. Rekneme, 7e f je spojita

v bodé a, jestlize ,,pro libovolnou presnost € > 0 plati, ze
vSechna x z néjakého okoli bodu a spliuji: f(x) = f(a) (+&)“
Poznamka: definujeme téz spojitost zprava pro pravé okoli,
resp. zleva pro levé okoli. Funkce je spojita na intervalu {a, b), je-
li spojita v kazdém vnitrnim bodé a v krajnich bodech je spojita
zprava (resp. zleva). VSechny elementarni funkce jsou spojité na

svych Df.
y y f(l)

\_




Definice limity

Definice: Rekneme, Ze funkce f(x) ma limitu v bodé x, rovnu &islu «,
jestlize ,,pro libovolnou presnost € > 0 existuje ryzi okoli Ug (xq) takové,
Ze pro vSechna x z tohoto okoli plati: f(x) = «a (s pfesnosti €)*.

Potom piSeme
[ Iim f(x) =« ]

X— Xo

Poznamka:

Hodnota limity v bodé x,y nezavisi na f (xq). Pokud je funkce f (x) v bodé

X Spojita, pak zfejmé v tomto bodé ma limitu a plati lim f(x) = f(x).
X— Xo

5
PFiklad: Urcete limitu lim 2=
x— 3x+1

Reseni: Funkce f(x) = L je spojita ve vSech bodech svého definicniho

oboruDf = R\ {— 1}
Tedy lim f(x) = f3) =31 = ; = 2.

http://demonstrations.wolfram.com/LimitOfAFunctionAtAPoint/
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Vypocet limity

Funkce muUze mit limitu i v bodé, ve kterém neni definovana!

2
\V ¥4 v . . . .X' _1
Priklad: Urcete limitu lim
x—>1 x—1

Redeni: Df = R\ {1}. Tedy funkce neniv bodé x, = 1
spojita. Urceme si nékolik hodnot funkce v okoli bodu x, = 1.

ER N (X W N T

f(x) 2,1 201 1,9 2,001 1,999

Zaver: Pro x "blizici se k 1" se hodnoty funkce "blizi k Cislu 2".
Véta: Pokud v néjakém okoli bodu x, plati: V x #

Xo: f(x) = g(x), pak funkce f(x) ma v bodé x, limitu prave
tehdy kdyz zde ma limitu funkce g(x) a plati

[ lim f(x) = hm g(x) }

X— X




Limita funkce, priklad

Priklad: Urcete limitu z predchoziho prikladu uzitim uvedené
vety.

. 2_ _
Reseni: Pro vsechna x # 1 plati: = _11 Sy (916)_(316;1) = x + 1.

Tedy funkce f(x)ag(x) = x + 1 spliuji predpoklady
piredchozi véty, a proto hm — =lim(x+1)=1+1=2.

-1 x—1 x—1

/ ) 2 g(x)=x+1

/! /!

= 1 2 /A 4 2




Jednostranna limita

Nahradime-li v definici limity okoli bodu xy pravym okolim

Uy (a), respektive levym okolim Uj (a), dostaneme definici

limity zprava, resp. zleva. Piseme [ xli%f(x) resp. xl"}‘f(x) ]
Priklad: 0 °

Urcete limlf(x) pro funkci "cela ¢ast" f (x) = | x | definované
X—
jako|x :=ne N:n<xAn+1 > x.

Reseni: Limita neexistuje, pro x "napravo od bodu x, = 1" plati
| x| = 1, ale"nalevo od bodu x; = 1" plati | x | = 0. Existuji

pouze jednostranné limity lim f(x) = 1, lim f(x) = 0.
x— 1+ xX— 1-—




v /v /

Rozsireni oboru realnych Cisel

Definujeme mnozinu R* = R U {oo,—o0 }. Symboly oo, —0co
nazyvame nevlastnimi Cisly.

Pro a € R definujeme:

Everything is nothing

/a+00=oo+a=oo
e 00 4+ 00 =00 O
Td-®=modha= - with a twist.
* —00 —00 = —00 :
e + 00 = o0 O
e O - (ioo) = 400 wKizrt Vonnegut
e —: (—00) = o0
a
. i_oo:()
e a-00 =10 ("+"proa>0"—"pro a<0)
\a —o0) = 2o ("—="pro a>0,"+"proa<0)

8|8

o|lo

Nékteré operace nejsou definovany, napr.co — oo, 0 - oo,




Limity v nevlastnich bodech

Rekneme, 7e funkce f(x) ma limitu v nekone&nu rovnu a, jestlize pro
I|bovolnou presnost € plati pro vSechna "dostatecné velka x: f(x) =

(s presnosti €)“ PiSeme
{ lim f(x) =« ]

X—00

Analogicky se definuje limita v nevlastnim bodé —oo.
Poznamka: Definici Ize vztahnout i na pfipad o = o0

Priklad: Vypoctéte limitu lim =

x—>oo X+5
Reseni: Nejprve zkusme dosazovat do funkce "velka x".

x |5 |95 995 9995 199995 _

f(x) 0,3 0,03 0,003 0,0003  0,00003

Vidime, ze hodnoty funkce klesaji k nule, tedy lim % =—=0.
X—00 o

http://demonstrations.wolfram.com/InfiniteLimitAtInfinity/
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Nevlastni limity

f(x)

Ulimit lim 7 typu —, kde a # 0, plati:

X— xO
(x) (x) h
lim £2 = +00, je-li 9 S ov neéjakém okoli bodu x,
x— x¢ 9(x) gx)
f) _ . f()
xll)rgclo prt oo, je-li 760 < 0 v néjakém okoli bodu x,

J

jinak limita neexistuje.

Priklad: VySetrete vSechny nevlastni limity funkce f(x) = —

x—2
Re3eni: Limity v nevlastnich bodech:

: 1 1 . 1 1

lim —= — =0, lim = =0
X— 00 X—2 0o xX—— 00 X—2 —00

Protoze D(f) = R\ {2}, zkusime téZ spocitat limitu funkce v bodé x, = 2:

1 1
lm%—2 neexistuje, nebot — > 0 prox > 2, aIe — < 0 prox < 2.
X—>2X—
' : 1 . 1
Plati pouze : lim — = —oo, lim — = 4o

X—2—X—2 X—-2+ X2




Nevlastni limita a graf

* Jestlize lim f(x) t+ 00, fekneme, Zze ma funkce v bodé x,
X— XO

asymptotu bez smérnice (téz svislou asymptotu): graf funkce
se v pravém (resp. levém) okoli bodu x, blizi k primce x = x,.

* Jestlize lim f(x) = q, (resp{ llrll }f(x) = a), fekneme,

{x—> oo}

ze ma funkce vodorovnou asymptotu : graf funkce se na pravé
(resp. levé) strané blizi k pfimce y = «.

Priklad: Funkce z predchoziho prikladu
fx) =——ma

svislou asymptotu X =2
a vodorovnhou asymptotu y = 0.




Limita posloupnosti

Podobnym zplsobem jako limita funkce v nevlastnim bodé se definuje
limita posloupnosti {a, }n—1:

Definice: Rekneme, Ze {a, }5-;ma limitu v nekone&nu rovnu q, jestlize
pro libovolnou pfesnost € plati pro vSechna "dostatecné velka n: a,, = a (s
presnosti €)“ PiSeme [

lima, =« ]
n—>0co

Takovou posloupnost pak nazveme v pripadé kone¢ného a konvergentni.

Jestlize neexistuje konecna limita lim a,, = a, potom posloupnost

n—o>00
nazyvame divergentni.
vé . Vé v 1_ .
Na obrazku je znazornéno
nékolik ¢lenl konvergentni .
1) T
posloupnosti {;}n=1 — I

http://demonstrations.wolfram.com/LimitsOfSequences/
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Pravidla pro vypocet limit

Je-li lim f(x) = A4, llm g(x) = B proxy A, B € R*, pak:

X Xo

( lim (F@) £ sy = Az,
Jim f(x)- g(x) = A-B,
lim £(x) /g(x) = 4/B

pokud ma prava strana smysl v R*.
Priklad:

2x2%+5x+1

Vypoctéte limitu 9}1—>r§o ——

2x2+5x+1 00 , , v , . ,
=—, ale vyraz na levé strané neni definovan.

Reseni: lim .
x—oo 3—X
Pro x # 0 muzeme zlomek upravit:

1 5 1

— 2+=> +—

. . 2 9. x ' x2 _ 2+0+0

lim = lim X = |lim —s—% = = —2.




Limita slozené funkce

Véta: Je-li F(x) = f(@ (x)) afunkce f(x) je spojita v bodé a,
kdea = lim ¢ (x), pak[ i 7)) — f(xlif’g; <p(x)) — (@) ]

X— X o
0

Priklad: lim sin (1) = sin( lim (1)> = sin0 = 0.

X — 00 X X > 0o \X

Poznamka:

U limit typu oo — 0o, 0 - (£+0), apod. se nékdy funkce rozsifi

vhodnym vyrazem na podilovy tvar.

Piiklad: lim (Vx+1 —+/x) = c0o—co = lim (Vx+1 —
\/x+I>-I(-)O\/§ : x+1—x : x1—> *

V) e T Aim e = lim e = 1/00 = 0




