Linearni kombinace

Jsou-li x¢, X5, ..., X, vektory délky n a ¢4, ¢, ..., ¢;; € R, pak vektor
[c1x1 + Coxp + 000+ cmxm]

nazveme linearni kombinaci vektora x4, X5, ..., X,
Priklad: Je vektor x = (4,—1,10, 12) linearni kombinaci vektor(
y =(1,0,57)az=(2,-1,0,—-2)?

Reseni: Koeficienty ¢4, ¢, linedrni kombinace musi vyhovovat soustavé
rovnic

l-cg +2-¢cp =4

0O-ci,—1-¢c, =—-1

5:-¢;+ 0-¢c, =10

7-c0 — 2-¢cp =12

Zrejmé jsou napriklad koeficienty ¢c; = 2, ¢, = 1 feSenim této
soustavy. Tedy

X=2-y+z
http://demonstrations.wolfram.com/HeadToToeVectorAddition/
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Linearni zavislost

Rekneme, Ze vektory X1, X, ..., X,,, jsou linearné zavislé, jestlize
je mezi nimi aspon jeden vektor, ktery je kombinaci ostatnich.
Pokud zadny takovy vektor neexistuje, rekneme, ze vektory
X1,X7, ..., X jSOU linearné nezavisle.

Priklad: Vektory x = (4,—1,10,12),y =(1,0,5,7), z =
(2,—1,0,—2) z predchoziho prikladu jsou linearné zavislé.
Vektory 7y azjsou linearne nezavisle.

Poznamka: Vektory x4, X, ..., X,,; jsou linearné nezavislé prave
tehdy, kdyz vektorova rovnice c;x1 + ¢c2x5 + -+ cpXyyy, = 0

ma jediné rfesenilc; = 0,¢, =0, ...,¢,;; = 0.

Vektory jsou linearné zavislé, existuje-li i jiné nez nulové reseni.




Hodnost matice

Definice: Je-li X = (x4, x5, ..., X;;;) m-tice n-rozmérnych vektor(, pak
maximalni pocet linedrné nezavislych vektort ve skupiné X nazveme
hodnosti X a znacime h(X).

Poznamka: Uvazujme matici A typu (m, n). PoloZime- li za X fadky
matice A, pak h(X) nazveme radkovou hodnosti A, pro sloupce matice
mluvime o sloupcové hodnosti.

Priklad: Urcete radkovou a sloupcovou hodnost matice

C = (6 —4 2 0 1)

. 0O 5 3 1 0/

Reseni:

Radky jsou zfejmé linedrné nezdvislé (ani jeden neni ndsobkem
druhého), takze radkova hodnost je 2. Sloupcova hodnost je také 2,
protoze posledni dva sloupce jsou evidentné linearné nezavislé a
ostatni jsou jejich linearni kombinaci.




Hodnost matice

Véta: Je-li A typu (m, n), pak jeji sloupcova hodnost je rovna fadkové
hodnosti, znacime ji h(4).

Dusledek:
- h(4) =h(4")
* h(4) < min(m, n)

6 —4 2 0 1

s : (0 5 3 1 0
Priklad: UrCete hodnost matice 4 = O 0 0 3 7
0O 0 0 0 O

Re3eni: Prvni tfi Fadky jsou evidentné linearné nezdvislé, ale &tvrty je
nulovy (tedy zavisly na ostatnich). Takze hodnost je 3.

Véta: Horni schodovita matice ma hodnost rovnu poctu jejich nenulovych
radkad.




Elementarni upravy

Uvazujme matici 4 typu (m, n). Vytvorime-li z matice A matici B tak,

ze:

* VVymeénime navzajem dva libovolné radky matice a zbytek nechame
beze zmény nebo

* jeden radek vynasobime libovolnym nenulovym Cislem a ostatni
radky nechame beze zmény nebo

* k jednomu z radkd matice pri¢teme libovolny nasobek jiného radku a
ostatni nechame beze zmény,

pak rekneme, ze B vznikla z A pomoci zakladni elementarni
transformace. Aplikujeme-li nékolik téchto zakladnich Uprav po sobég,
rekneme, ze B vznikla z A pomoci elementarnich transformaci a
pisemelA ~ B
Poznamka: Elementarni transformace maji Siroké vyuziti, napriklad pfi
uréovani hodnosti matice, reseni systému rovnic, hledani inverzni
matice Ci vypoctu determinantu.




Elementarni upravy

A= -3 1

Priklad: Afomé)u eg)e ntarnich transformaci prevedte matici na schodovity tvar.
”?f>
1 0 3 7

Re3eni: Nejprve vyménime prvni a tieti Fadek

(—4 2 0 1) ( 1 0 3 7)
5 -3 1 0]~5 -3 10
1 0 3 7 -4 2 0 1
Pomoci prvniho radku vynulujeme prvni Cislo na ostatnich radcich:
(1 0 3 7 ) (1 0 3 7 )
~!5 -3 1 0]~|{0 -3 —-14 -35
0 2 12 29 0 2 12 29
Nyni staci pficist 2-nasobek druhého radku k 3-nasobku tretiho.

1 0 3 7
~(0 -3 —14 -35
0 O 8 17
Matice je ve schodovitém tvaru.




Elementarni upravy a hodnost

matice

Véta: Elementarni transformace
nemeéni hodnost matice.

Priklad: Pro matici z predchoziho

-4 2 0 1
pfikladu A = ( 5 3 1 O)
1 0 3 7

platih(4) = 3.

Poznamka: Pri feseni ulohy urceni
hodnosti vzdy nejprve prevedeme
matici pomoci elementarnich Uprav
do schodovitého tvaru a potom
ur¢cime hodnost jako pocet
nenulovych radka.

.

bow down To mel

i outrank you all,

[001

DDE
111

333
222
ri7ri




Determinant matice

Definice: Bud' A ¢tvercova matice radu n. Determinant matice A4 je cCislo
znacené |A| definované jako

° aq; pron=1
° Aq1 Q3 —Qqp " Ay Pron = 2
° Qg1 Q" 0Q33 T Aqp " A3 A3 T A1 " A3y " Q93 —

—(az1 Az a13 + aq1 - A3p - Ay3 + Ay1 - A2 - Azz) pro n =3
(souciny ve sméru diagonal), tzv. Sarrusovo pravidlo

dayp, dy, /am A,
Ay My Ly \azz
sy, s, iy sy ds,

* pron = 4 neexistuje obdoba Sarrusova pravidla, determinant
definujeme pomoci rozvoje podle prvniho radku jako

ayq | Ag1l— a1z |A1p| + ag3 - |Ags| — aqgs - |Ags] + -+ kde A4 je
submatice, ktera vznikne z 4 vypusténim i-tého radku a j-tého sloupce.




Determinant matice

Poznamka: Obdobnym zpUlsobem lze pocitat determinant rozvojem podle
jiného radku.

Véta: Pro kazdou ctvercovou matici A4 plati: [IAl = |ATﬂ(tedy |ze determinant
rozvijet i podle sloupcu).

Priklad: Vypocitejte determinanty

2 1 -3 0

1 0 2
_12 7 _ _10 =2 0 -1
0 5 0 5

ve§eni:|A|=|§ 57,‘:2'5—3'7:—11
10 2
3 5 4

0 2 1
=1-5-14+0:-4-04+3:-2-2—(0-5-2+1-4-2+43-0-1)=9

|B| =




Vypocet determinantu rozvojem

Pokracovani: |C| =
2 1 -3 0

2 0 -1 0 0 -1 0 —2 —1
2 _12 (1) 01 =211 1 o|-1-]4 1 ol+=3l4 1 of-0
o o & 5 0 5 00 5 0 5 5

=2-(-10+5)—1-0 —3-(—20+40) = —70.
Véta: Determinant matice v hornim trojuhelnikovém tvaru je roven soucinu jejich diagonalnich
¢lend.

7 0 -1
Priklad: [0 1 4 |(=7-1-5.
0 0 5

Poznamka: Privypoctu deteminantu Ize pomoci elementarnich Uprav prevést matici na
schodovity (resp. horni trojuhelnikovy) tvar.

Pozor: Nékteré transformace méni hodnotu determinantul!

http://demonstrations.wolfram.com/33DeterminantsByExpansion/
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Vypocet determinantu pomoci
elementarnich Gprav

Jestlize matice B vznikne z matice A pomoci zakladni elementarni transformace

* vyména fadku, pak |B| = —|A|
* vynasobeni jednoho fadku ¢islem «, pak |B| = a|A|
* pfrictenim jednoho fadku k jinému, pak |B| = |A|

Priklad: Uréete hodnotu determinantu matice z predchoziho prikladu pomoci elementdarnich
Uprav.

Redeni: |C| =
2 1 -3 0 2 1 -3 0 2 1 -3 0 2 1 -3 0
0 -2 0 -1f_Jo =2 0o -1|_ o =1 7 o|__lo -1 7 0
4 1 1 0 o -1 7 0 o -2 0 -1 O 0 -14 -1
0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 O 35 5

2 1 —3 0

0 -1 7 0

=-10 3 f =@ =125 =70
0 O 0 2,5

http://demonstrations.wolfram.com/DeterminantsSeenGeometrically/
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