Urcity integral
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Zavedeni urcitého integralu

Uvazujme graf funkce f(x) = 0 naintervalu
(a,b ). Ur¢ujeme obsah plochy R ohrani¢ené
grafem, osou x a svislymi pfimkami x = a,
x = b. Postupujme nasledujicim zplsobem:
Rozdélime interval {( a, b ) na n ¢asteCnych
intervall
< xl) xZ )) <x2) x3 ); ey <xn) xn+1 )) kde
a=x1 < Xy <+, X, < Xpyq1 =Db.
Hledany plosny obsah Ize odhadnout pomoci
vyrazu

[ S(R) ~ Z S(R) = Z FD)- Giren — %) ] { .

Konverguje-li vyraz pro ,,stale jemnéjsi déleni”,
piseme S(R) = f;f(x)dx a nazyvame jej
uréitym integralem funkcena ( a, b ).

Cislo a nazyvame dolni mez integralu, &islo b
nazyvame horni mez integralu. O funkci f(x)
fikame, Ze je na daném intervalu integrabilni.

Poznamka: Pro existenci integralu f(x) na
(a, b ) staci, aby zde funkce byla spojita. (Ize

Vv /s

y = fix)

S{Ri}=f{x).dx

http://demonstrations.wolfram.com/IntegrationByRiemannSums/
http://demonstrations.wolfram.com/ContinuousFunctionsArelntegrable/
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Urcity integral - vlastnosti
Pojem urcitého itegrdlu lze rozsifit pro pripady, kdy neni splnéna podminka a < b:

b a a . y
J fx)dx = —j f(x)dx, f f(x)dx = 0, 2

a b a
Pro f(x) < 0:

[ff fGdx=—[7 —f(x)dx] ;

y=fix)

Véta: Existuji-li integraly f;f(x)dx i fcbf(x)dx,
pak naintervalu ( a, b ) plati

[ o FGdx = [ feydx + [ fx)dx

Véta: Jsou-li funkce f(x) a g(x) integrovatelné na ( a, b ) a plati-li pro
Vx€e(ab): f(x) = g(x), pak také platif;f(x)dx > f;g(x)dx.

Véta: Pro funkce f(x) a g(x) integrovatelné na ( a, b ) a libovolné konstanty a,  je
integrovatelna i funkce a f(x) + f g(x) a plati:

Valafe) +B gG)dx = a [ f(x) dx + B [} gGo)dx. |




City integral - vypocet

Véta: Integral jako funkce horni meze: Pro funkC| f(x) integrovatelnouna(a,b ) a
libovolné xy € (a,b ) plati: Funkce F(x) := f f(t)dtje spojitana{a,b ) ave

vsech bodech spojitosti funkce f (x) plati: F’ (x) = f(x) (tedy je-li f(x) spojita,
pak je F(x) jeji primitivni funkci.

Véta: Newtonova formule:
Je-li f(x) spojitda na(a,b)aF(x) je jeji libovolna primitivni funkce, pak:

[fbf(x) dx = F(b) — F(a),]

piseme té? fbf(x) dx = [F(x)]2 = F(b) — F(a)
Priklad: Spoctéte urcity integralprof(x) =x+1, a= 1, b = 3.

3
ﬁe§eni:f1(x+1)dx=[x—+x] =—+3—(—+1)=6.
2 ;. 2 2

Piiklad: Spoctéte urcity integral pro f(x) = Yx, a= 0, b = 1.
a1
Reseni: f Vx dx = EL =%.

http://demonstrations.wolfram.com/IntuitionForTheFundamentalTheoremOfCalcul
us/
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Integracni metody

Per partes v urCitém_integrdlu: Jestlize funkce u(x), v(x) maji spojité derivace na ( a, b ), pak plati:
b

b
f u' (x) -v(x)dx = [ulx) - v(x)]? —J u(x) v'(x) dx

a a

u=x v=In(x+1)

X !

= — v =
1 x? 1 1x%2+71-1
fO 2(x+1) dx —g(lnz o O) _fo 2(x+1)

x+ln(x+1)] =22 - 4-—-In2 -0=-
0 2 42 2 4

Xz 1
= [—1n(x+1)] —

2 0

1 (1 1 1 1 [x?
L1+ dx—51“2—5[7—

Priklad: [, x In(x + 1) dx =

1
1 x+1
dx = 5 In2

Substituce v urcitém integrélu: Jestlize u = ¢ (x) ma spojitou derivaci na { a, b ) a je-li f (u) spojita na
o a,b)), pakplati :

b ¢ (b)
j fFo@) e Wde = [ f(u)du
a <P(a)
_ 2x+2 |u=x*+2x+3, u(-1) = 1 31 ,
Prilad: [ ! 2+2x+3 _f‘lx 2+2x43 |du= (2x +2)dx, u(0) =3 2 Ly =

> I} = >In (—)

Poznamka Primitivni funkce k

perTyey je = ln(x + 2x + 3). Vysledek integralu lze tudiz téZ zapsat

jako [ In(x? + 2x + 3)] , COZ je ale ekV|vaIentn| zapisu % [In(w)]3, tedy v uré&itém integralu neni
nutné délat zpétnou substltUC|




Nevlastni integral

Nevlastnim integralem vzhledem k intervalu

rozumime urcity integral, kde plati: a = —oo nebo b = co.
Definice: Definujeme foof(x) dx = 11m f f (x) dx)pokud tato limita konverguje. V opacném
pripadé rekneme, Ze integral d|vergu1e Analoglcky definujeme

a

[ [l fe)dx = lim [ f(x) dx]

Pnkladf —dx—llmf—dx—hm ——] = hm( )+——0+—=%

t—oo t—oo t—oo

Definice: Integralf f(x) dx nazveme konvergentnim, pokud pro néjaké c € R konverguji
oba integraly J°_ f(x) dx, f f(x) dx, potom definujeme

[ J_O:o f(x)dx = f;f(x) dx + fcoof(x) dx ]

(@ 1 | 2t= x-—1| [ o ac

00 x2— 21x+8 f N f—wl(xgo1)21+4 dx l2dt= dx _1f—°°24t2+4 N

= dt == [arctg (t)]%s, + = [arctg D] =
2 g 2 g 0

dt +

t? e 2+ 270 t241
T T
—(—5))+5(5 —Oj—z

PFiklad: f

_J‘oo




Nevlastni integral

Nevlastni integral vzhledem k funkci

Definice: Jestlize f(x) je neomezena v bodé b, ale je omezend na intervalu (a, t) pro libovolné
t € (a,b), pak definujeme

b £
[ ) f(x)dx = tl—i>rl£l— fnf(x) dx]

pokud tato limita existuje. Jinak rekneme, Ze integral diverguje. Analogicky se pro funkci
neomezenou v bodé a definuje

[l;bf(x) dx = tl_i)r2+ ﬁbf(x) dx ]

1 411
PHikdad: [; 1/3% dx = lim [/ x5 dx = lim [EL = lim (5 F) S-0=2

t>0+ L 4 t—> 0+ \ 4

Poznd Je-li ' avbodéc € (a,b), pak definujeme
fnbf(x) dx = [ f(x)dx+ ffbf(x) dx ,Jpokud oba integraly na pravé strané existuji.

Priklad: Spoctéte [} — dx.

Spatny postup:fozﬁ dx = [Inlx—1]|]3 = In1 — In1 =0

Spravné: funkce neni definovana v bodé 1, tedyf —1 dx = fo — dx +f — dx=
hm [In|x — 1]]§ + 11m [In|]x — 1]]? = o — lnf + In1 — oo, integrdl dlvergUJe
ittp://demonstrations.wolfram.com/Improperintegrals/
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Ekonomicke aplikace integralu

* Akumulace kapitalu

* Distribuce prijmu

* Prebytek vyrobce, prebytek spotrebitele pro
D:P=f(Q),5:P=g(Q)

P

— 2
cS = f (F(Q) — P)dQ ;
0

PS = [} (P* — g(@))d,




