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Osnova

Zakladni pojmy, posloupnosti a fady
Funkce

Limita funkce jedné proménné
Derivace

Pouziti derivaci

Optimalizace funkce jedné proménné
Funkce dvou proménnych

Neurcity integral

Urcity integral

Matice

Determinant a inverzni matice
Soustavy linearnich rovnic

Linearni nezavislost
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Uz umite:

Zakladni poznatky z logiky a teorie mnozin
Zakladni poznatky z algebry, Uprava vyrazu
Zaklady analytické geometrie v roviné a prostoru

Elementarni funkce a jejich vlastnosti (polynomy,
omenneé funkce, mocninné, exponencialni,
ogaritmické a goniometrické funkce)

Redeni rovnic a nerovnic (napt. algebraické, s
absolutni hodnotou, iracionalni, exponencialni,
logaritmické a goniometrické...)




Ciselné mnoziny

Notace:

N ...prirozena cisla {1,2,3, ... }

e Z..celacisla{..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

@ ...racionalni cisla {B, p €7Z,q € N}, kazdé racionalni
Cislo lze zapsat ve forme desetinného rozvoje, ktery je
bud’ konecny (napr. Z = 0,75) nebo se v ném periodicky
opakuje urcita skupina cislic (napf‘.g =1,3333...= 1, 3).

* Symbolem I oznaCujeme mnozinu vSech iracionalnich
Cisel, tj. Cisel, ktera maji nekonecny neperiodicky rozvoi.
(napr. m = 3,141 ...). Kazdé iracionalni Cislo se da s

urcitou prednosti aproximovat Cislem racionalnim (napr.
T = 3,14)



Ciselné mnoziny

* Symbolem R oznacujeme mnozinu vSech realnych cisel,

R=QUI
 (C...komplexni Cisla, tj. Cislatvarua + b.i,kde a,b € Rai je
tzv. imaginarni jednotka spliiujici i¢ = —1

Podrobnéjsi zavedeni Ciselnych obort: studijni materialy




Interval

 Mnozinu (a,b) ={x € R:a < x < b} nazveme
uzavienym intervalem s koncovymi body a, b. Podobné
definujeme otevreny interval (a,b) = {x € Ria < x < b}
a dalsi viz. obrazek. Intervaly znazornujeme na cCiselné ose.




Pojmy konstanta a promeénna

Konstanta - symbol oznacujici jeden konkrétni prvek néjakeé
mnoziny (napf. T, e). Casté oznacéeni konstanty... c

Proménna — symbol oznacujici kterykoliv prvek néjaké
mnoziny. Casté oznaéeni proménné... x, v, z, i, j, k

Nekdy je pri odliseni konstant a proménnych nutné vychazet z
kontextu, napf. u poptavkové funkce:Q =a+b - P
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! | Jak to? VCera jste fikala, Ze se x rovna dvéma!




Opakovani: vyrokové formy

Vyrokovou formou nazyvame tvrzeni o néjaké proménné
nebo vice proménnych x,y, ... zdaného oboru M, které se
stane vyrokem dosazenim za promeénné nebo kvantifikaci

* Notace: V(x), V(x,y), atd.

e Priklad: Vyrokovou formou je napt. tvrzeni V(x) ... ,x je
sudé”, nebo V(x,y) predstavuijici tvrzeni , x+y=5*

Vyrok ziskame dosazenim konstanty, napr.: ,,Pro x=10 plati
V(x)“ nebo kvantifikaci, tj. upresnénim poctu konstant z M,
pro které plati V(x):

* Obecny kvantifikator V ... ,pro vsechny prvky“:

e ¥V x € M:V(x) cteme ,vSechna Cisla z M jsou suda“

* Existencni kvantifikator 3 ... ,,pro aspon jeden prvek"”:
 3x € M:V(x) cteme ,V mnoziné M existuje sudeé Cislo”



Vyrokové formy - cviceni

* Priklad: Uvazujme mnoziny A, B € (), kde () je nejaka zakladni
mnozina. Doplnte zapis pomoci mnozinovych operaci:

{xeQ,xeAvx€eB}=

{xeQ,xeArnx €B} =

{xeQ,xeArx &B} =

* Priklad: Rozhodnéte o vztahu mnozin A, B € (), plati-li vyrok
a) Vxel:xeA = x€B

b) Vel x&€Avx€&B

e Pozor, nasledujici vyroky jsou ruzné:

a) dxel:VyeQVEy)

b) VyeQ: 3xeQ:V(Xy)

Ovéfte pravdivost vyrokd pro O = {0,1} a V(x,y): x=y°.



Vyrokové formy — vysledky cviceni

* Priklad: Uvazujme mnoziny A, B € (), kde () je nejaka zakladni
mnozina. Doplnte zapis pomoci maticovych operaci:

{xeQ,xeAvx€B}=AUB
{xeQ,xeArnx€B}=ANB
{xeQ,xeAnx&B}=A\B

* Priklad: Rozhodnéte o vztahu mnozin A, B € (), plati-li vyrok
a) Vxel:xeA = xe€EB..ACB

b) VxeQx&Avxé&B..ANB=0Q

e Pozor, nasledujici vyroky jsou ruzné:

a) dxel:VyeQVEy)

b) VyeQ: 3xeQ:V(Xy)

Pro O ={0,1} aV(xy): x=y* je a) FALSE, b) TRUE



/obrazeni

 Uvazujme neprazdné mnoziny A, B. Pravidlo F, které
kazdému x € A pfrifadi prave jedno y € B nazyvame
zobrazenim A do B.

 Terminologie a oznaceni:

Skutecnost, ze prvku

X je prirazen prvek y zapisujeme jako

x — yneboy = F(x), prvek y nazyvame obrazem x a

X nazyvame vzorem prvkuy.

Pro zobrazeni F: A — B nazyvame mnozinu A definicnim
oborem zobrazeni, piSeme D = A.

MnoZinu vSech obrazu prvku defini¢niho oboru
nazyvame oborem zobrazeni, znaCime Hp.
 Poznamka: Je-li Hr = B, rekneme, Ze F' je zobrazenim
A na B.



V pripadé kone¢nych mnozin A, B miZeme zobrazeni zadat
tabulkou, napfriklad pro mnoziny A = {a,b,c,d,e,f}, B = N
definuje tabulka

Zobrazeni - priklady

d

b

C

d

e

1

2

3

4

5

6

zobrazeni F:A —» B,kde F(a) = 1,F(b) =2, F(c) = 3,F(d) =
4,F(e) =5,F(f) = 6.

Také je mozné zadat zobrazeni graficky:
Obrazek definuje F:{a, b,c} — {a, b, c},
kde F(a) =a,F(b)=c,F(c)=Db

Zobrazeni Ize definovat taktéz predpisem.
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Posloupnost

Definice: Kazdé zobrazeni definované na mnoziné
prirozenych Cisel N se zavisym oborem M nazveme
(nekonecnou) posloupnosti v M. Kazdé zobrazeni
definované na mnoziné {1,2, ..., n} nazyvame konecnou
posloupnosti. Jestlize M je mnozina realnych Cisel R,
budeme mluvit o Ciselné posloupnosti.

Posloupnosti znaCime vetsinou jako

a,a,, as, ..., Ay, ... Nnebo jako {a, },-1.

Cislo a,, nazyvdme n-ty ¢len posloupnosti.
Specialnim pripadem jsou aritmeticka a geometricka
posloupnost.



Aritmeticka posloupnost

Definice: Ciselnou posloupnost {a, }>-nazyvdme aritmetickou,
jestlize existuje takove Cislo d, zvané diference, ze

Ani1—anp=d, n =1,2, ..

Priklad: Jako priklad uved’me posloupnost {%3} :
n=1

n+3

Oznacime-li a,, = pron = 1,2,...,dostavame
n 5
n+1)+3 n+3 1

Je tedy posloupnost aritmeticka. 5

2
e
.,
@g

Aritmeticka posloupnost {a, },—je uréena napf. prvnim ¢lenem a,
a diferenci d. Potom[an= a,+ (n—1)d,n = 2,3, ... ]




Geometricka posloupnost |

Definice: Posloupnost {a,, },,—; hazveme .

geometrickou posloupnosti, jestlize existuje Cislo g, tak ze
provSsechnaVn € Nplati a,,;=a, ‘g

(strucne receno, podil kazdych dvou po sobé jdoucich
¢lent je roven q.) Cislo g nazyvdme kvocientem
geometické posloupnosti. K zadani celé posloupnosti
tedy staci urcit jeden c¢len (napfriklad prvni ¢len) a
kvocient.

Mame pak[‘v’n €123 ...fra,=a;-q"
Priklad: Posloupnost{%} = 33 g, 2 , % , e J€
geometrickd s kvocienterﬁ_q = 2.



Priklad: slozené uroceni
Zadani: Na zacatku roku je zalozen ucet se vstupnim vkladem Z.
Urok ve vysi p% se k vkladu pfipisuje vzdy na konci roku a takto

vznikla castka se dale uroci. Oznacme Z,, ¢astku, na niz se vstupni
kapital Z zuroci za n let. UrCete obecny vzorec pro Z,,.

Reseni: Urok za jeden rok se po¢itd podlevzorceu = K -i, kde

[ = 1%0, a K kapital, z néhoz se pocita urok. Za prvni rok se

vlozeny kapital Z zvysi o urok Z - i, tedy na castku

Z1 =Z + Z-i = Z(1 + i). Tento kapital vzroste za druhy rok
ourok Z; -i,tedynacastkuz, = Z; +Z;-i=7Z1(1 + i).lJe
tedy po druhém roce na G¢té kapitdl Z, = Z(1 + i)%. Timto
zpusobem postupujeme dale. Po n-tém roce je na ucté kapital
Z,=Z(1 + i)™



Soucet prvnich m clenu posloupnosti

V ruznych aplikacich se pracuje se souctem prvnich m ¢len(
posloupnosti S,,, = Y.n=, a,. Pfipomenme si, Ze pro

geometrickou posloupnost {a; - q" "1}, je

4 1_m
szal qJ

1—g¢q

proqg + 1. =
Skute¢ng, S, = a; + a;q +-+ +a;q™ 1,
dpravou S,, = a;(1+q +-- +q™ ).

Ponévadz (1—¢q)- (1 + g ++qg™ 1) =1-qg™, po
vydéleni (1 — q% dostavame vzorec.

¥y <

Pro aritmetickou posloupnost pIati[Sm = (a;+a,,) %J




Priklad: Predpokladejme, Ze na zacatku kazdého roku se ulozi na konto
castka K. Na konci kazdého roku se stav konta zvysi o urok. Uréeme
castku S na konté po n letech pri ro¢ni urokové mire p%.

ReSeni: Oznalmei = % a pocitejme stav konta po n letech. Prvni vklad

se podle prikladu zuroci po n letech na ¢astku
S1 = K1 + D)™
Druhy vklad se podle prikladu zuroci po n — 1 letech na ¢astku
S, = K(1 + )" L.
Timto zpusobem pokracujeme dale, aZz posledni vklad se podle prikladu
zuroCi za jeden rok na castku

S, = K1 + i).
Stav konta S po n letech bude tedy roven S = S§; + S, +--- +5,,.
Dosazenim dostavame
S, = KO+ )D1+G+D+@GE+D%+--(1 + D).
Vlyraz v hranaté zavorce je soucet n clenl geometrické posloupnosti, tedy

S. =K1 + i) 11__(11:371 = K(1 + i) a4+ ?n_l




Nekonecné rady, Zenonuv paradox

* Limitnim prechodem m — oo dostaneme z §,,
nekonec¢nou fadu ).» -1 a,.

* Pro geometrickou fadu s kvocientem |g| < 1 plati

[21010=1 Apn = leJ

q
* http://demonstrations.wolfram.com/ZenosParado
xAchillesAndTheTortoise/  «—-=
£



http://demonstrations.wolfram.com/ZenosParadoxAchillesAndTheTortoise/

Pravidla pocitani se sumami

* Prosoucet g po sobé JdOUCICh clenu posloupnost| pocinaje clenem a,,

mulzZeme pouzit zapis Z - al nebo tieba Zl_ Ap4i—1, atd.
* Pro konecné sumy plati nasledu1|C| pravidla: RN e
n n \ At o
\\\\\ Two“Math for Dummies” at,
DM\ $16.99 each. That'll Le $50.
ca; =2 a; :
i=1 =1
n n n
E (Cli+bi) = E a; + E bi
\____ =1 i=1 i=1

Priklad: Zapiste pomoci sumy vyraz
Cli6 + Clis bj + Cli4 b]2 + Cll'3 b]3 +Cll'2 b]4 + aibjS + b]6 .

Redeni:
6
k=0



Ulohy se sumami

Cenovy index vyjadruje pomér ceny spotrebniho kose v aktualnim roce t
ku cené téhoz kose v referencnim roce 0.

Priklad: Spoctéte cenovy index pro kos ze tri komodit
vmnosstvig? =3,¢q@ =5,¢B3) =7

scenami pV =1, p@ =2, p@ =3 ap®=2p? =3, =4
Redeni: Dostaneme cenovy index

k k 2:3+3:5+4-7 ,
Bhoa 2?9 /(Choi 96 ®) - 100 = 2222220100 = 144

1
i(i+1)

Reseni: Sumu zapiseme jako Y1, (1 — i) = (1 — l)+(l — 1) 4ot

L i+1 1 2 2 3
1 1 1
n n+1 n+1

Priklad: Vypoctéte hodnotu sumy Y7,



Dvojita suma

Nékdy je tfeba seclist hodnoty tridéné dle vice indexu (napr.
usporadané do tabulky m X n):
A1 0 Qin
Am1 " _Amn
s v ’rv . m n
Celkovy soucet zapiseme Jako[ i=1 =1 aij]
Poznamka: pokud jsou meze konecne a nezavislé na druhé
Citaci proménné, pak nezalezi na poradi sumace:

i=1j= i=1 \ j=1 j=1 \i=1




Dvojita suma: priklad

Priklad: V roce 2016 bylo soucasti EHP (Evropsky
hospodarsky prostor) 31 zemi. Oznacme c;; (pro
i,j =1,...,31) pocet osob, které se v roce 2016
prestéhovaly ze zeme i do zemé j. Vyjadrete,
kolik osob se v roce 2016 v ramci EHP
prestehovalo celkem.

Redeni: Y22, Y22, ¢

Doplnujici otazka: co vyjadruje f=11 Cij ?



