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Primitivni funkce

Definice

Necht funkce f a F' jsou definované na intervalu I. Jestlize plati
F'(z) = f(x) pro viechna x € I,

pak fikdme, ze funkce F' je primitivni funkci k funkci f na intervalu I.
Mnozinu v8ech primitivnich funkci k funkci f nazyvame neurcity inte-
grdl funkce f a oznacujeme

/ f(z)dz.

7 definice neurcitého integralu plyne, Ze

(/ (@) dx)l ~ ), /F’(x) dz = F(z) + ¢,

tj. operace derivovani a integrovani jsou navzajem komplementarni.
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Véta
Je-li funkce F' primitiond k funkci f na intervalu I, pak kaZdd jind pri-
mitiond funkce k funkci f md tvar F + ¢, kde c € R.

Véta
Je-li funkce f spojitd na intervalu I, pak k ni na tomto intervalu exis-
tuje primitivni funkce.
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Pravidla a vzorce

Véta

Necht na intervalu I existuji neurcité integrdly [ f(z)dz a [ g(z)dz a

necht a # 0. Pak na I existuje neurcity integrdl funkce f + g a neurcity
wntegrdl funkce af a plati

J @+ @) do= [ s@az+ [gta)da, 1)

/ )i =a / f(@)da. @)
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fldm:x-l—c,
fw”dx=%+c, n#—1,
[Ldz=In|z|+c,
[etdz =e" +¢,
faxdx:%-i-c, a>0,a#1,
[sinzdz = —cosz + ¢,

[ coszdr =sinz + ¢,
fﬁdmzarctg:{:—i—c
fmdﬂf = —arctg (z 130) + ¢,
f@dw—arcsmajtc,
fmdx—ln|x+\/m2+a|+c,
fcos2 dr =tgz+c,

[ =4 dz = —cotgx +¢,

sm- x

ff(x dez =In|f(z)| + ¢,

[ f@)de =F(z)+c= [ flax +b)dz =
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Priklad
Vypoctéte neurcité integraly
a) [ (3224 2¢* +1) du, b) [ (% +Vz) de,
$2
c) [ le dz, d) [25da,
e) [(2z+1)°dz, f) [e*du,
g [omde, h) [ i,
) [ g de, ) e de ]
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Spotieba piirodnich zdrojiu

Odhaduje se, Ze svétova spotieba stifbra (v tisici tunach) se fidi funkei
f(t) = 21,4e%0 kde t zna&i pocet let, které ubdhnou od soucasnosti.
Celkové zasoby stiibra se odhaduji na 400 000 tun. Odhadnéte, kdy
tyto zasoby stiibra dojdou.

Reseni: Celkovou spotiebu C(t) ziskime integraci funkce f

1
C(t) = /217460,0115 dt = 2174/60,0115 dt — 2174m60,01t+c — 91406201 1

Musime jesté urcit integracni konstantu c. Celkové spotieba za prvnich
nula let musi byt nula, tedy vime, ze C'(0) = 0.

0=C(0) =2140e° + ¢ = 2140 + ¢ = ¢ = —2140

Pro celkovou spotiebu tak dostaneme vztah

C(t) = 2140e%°t — 2140.
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Abychom predpovédéli, kdy rezervy ve vysi 400 tisic tun dojdou,
musime vyfesit nasledujici rovnici

2140201t — 2140 = 400.

Odtud
2140e%9™ = 2540

2540
Q0,018 _

5140 ~ 1,187

Ine®0t = In1,187

0,01t = 0,171

t=171let
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Véta (Metoda per partes)

Necht funkce u(x) a v(z) magi spojité derivace na intervalu I. Pak plati

/ wz)(z) dz = u(z)v(z) — / o (z)v(z) dz.

Priklad
Vypoctéte
a) [ax?sinzdz, b) [zlnzdz.

Petr Liska (Masarykova univerzita) | Primitivni funkce, neurcity integral 20.03.2024 9/14



Véta (Substituéni metoda)

Necht funkce f md na intervalu J primitiond funkci F', funkce t = @(x)
md spojitou derivaci na intervalu I a p(z) € J prox € I. Pak md
sloZend funkce f(p(x))¢'(x) primitiond funkci na intervalu I a plati

[ 0@ @) de = Fiota) +e

Podobné lze pouzit substituci opa¢nou, tj. z = ¥(t). Tuto substituéni
metodu mizeme zapsat ve tvaru

fror=] o=l = 0

Priklad
Vypoctéte neurcité integraly
a) [ 5ze” du, b) [ h‘f dx.
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Diferencialni rovnice

Ponziho schéma

Predpokladejme, Ze mame na zacatku 10 investort, pricemz kazdy vlozi
do fondu 100000 K¢ a je mu slibena 20 % névratnost investice kazdy
mésic. Z vlozeného milionu tak vyplatime kazdému investorovi 20 000
K¢ a zbylych 800000 K¢ si nechdme. Ozna¢me y pocet investoru, které

potfebujeme, abychom mohli investory nadale vyplacet a pfitom si po-
kazdé nechat ¢astku 800 000 K.

Reseni: Budeme-li ¢astky uvazovat v tisicich, pak mame

dy
i - 10Y¥
prijem 00 T

vydej = 20y + 800.

dy
100 -2 =2 .
00 " 0y + 800

dy

dt

= 0,2y + 8.
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Logisticky rtst
Predpokladejme, Ze rychlost ristu néjaké populace je primo tmérné
jeji velikosti. Je-li t ¢as a P je pocet jedinct v populaci v ¢ase t, dosta-
neme pro rychlost ristu populace

dP

— =kP, k> 0.

dt
Mnoho populaci se za¢ne rozriistat exponenciélné, ale jakmile se pocet
jedincu priblizi nosné kapacité K prostiedi rist se zpomali, pfipadné
velikost populace zacne klesat, pokud jeji velikost tuto hodnotu pre-
kro¢i. Pro tento model mame tedy nésledujici predpoklady:

dpP
dt . . .
svoji velikosti,

~ kP pro mala P, tj. ze zacatku populace roste primo amérné

% < 0, jestlize P > K, tj. velikost populace se zmenSuje, jestlize
pocet jedinci presahne kapacitu prostiedi.

Resent:

P P
&= (1-%)

dt K
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Definice

Necht G € R?, f: G — R, pak oby¢ejnou diferencidlni rovnici pruniho
rddu nazveme rovnici ve tvaru:

y = f(z,y), 3)

kde y vystupuje jako zavisla proménna a f je funkce dvou proménnych.
Resenim této rovnice pak rozumime kazdou funkci ¢, ktera je diferen-
covatelna na néjakém otevieném intervalu I a pro kterou plati:

v =f(xz,p(z)) prozel (4)

Necht je dan bod [zg, yo] € G. Pak tlohu najit feSeni diferencialni rov-
nice, pro kterou plati:

(o) = o, ()

nazveme pocdtecni ulohou.
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Rovnice se separovanymi proménnymi
Jde o rovnici tvaru

y = f(2)g(y),
kde f a g jsou spojité funkce.
Vyjadiime-li ¢/ = %, tak dostaneme

j—z = f(z)g(y).

Nejprve si v&imnéme, Ze konstantni funkce urcené g(y) = 0 jsou feSenim
Za predpokladu g(y) # 0 separujeme proménné

a tuto rovnost integrujeme

/%z/f(x)dx
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