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Jak urcit obsah?
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Definice a zakladni vlastnosti ur¢itého integralu

Definice

Necht f je funkce ohranicena na [a,b]. Necht a = xqo, z1, 2,..., T, = b
jsou body délici interval [a,b] na n stejnych subintervala délky Az =
b_Ta a necht ¢; € [zi—1,2;], 7 =1,...,n. Uréitym integralem funkce f od
a do b rozumime

lim i fle)Az,
=1

n—r00 4

jestlize tato limita existuje a nezavisi na vybéru bodu ¢;. PiSeme

/a ' fle)de,

a fikdme, ze funkce f je integrovatelnd na [a,b].
Cislo a nazyvame dolni mez, ¢islo b horni mez a funkci f integrand.

Petr Liska (Masarykova univerzita) Urcity integral 27.3.2024 3/14



Typické aplikace urcitého integralu

mezni naklady

produktivita

mira prodeje

/a univerzita)

Urcity integral
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Véta (Newton-Leibnizova formule)

Je-li funkce f spojitd na [a,b], pak plati

b
/ f(z)dz = F(b) - F(a), (1)

kde F je primitivni funkce k funkci f na intervalu [a, b].

b

a’

Casto piSeme misto F(b) — F(a) oznaceni [F(z)] ., tj-

b

/ab f(z)dz = [F(az)} .

a

Priklad
Vypoctéte urcité integraly

1 T
a) / 2% du, b) / cos x dx.
0 0
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Véta (Vlastnosti ur¢itého integralu)
Jsou-li funkce f a g spojité na intervalu [a,b], pak plati tyto vztahy:
a) [;1f(@) +g(z)]dz = [, f(z)dz + [} g(x) de;
b) fab cf(z)dx = cf;f(a:) dz;
c) fabf(x) dz = [¢ f(z)dz + fcbf(:c) dz, kde a < ¢ < by
d) f; f(z)dx >0, jestlize f(x) > 0 na intervalu [a, b];
e) fff(:n) dz > f:g($) dz, jestlize f(x) > g(x) na intervalu [a,b].

Vlastnost c) lze pouZit pro pfipad, kdy je funkce f spojita na intervalu
[a, c] a [c,b], ale neni spojita v bodé c. Naptiklad funkce sgn x neni
spojitd pro x = 0 a pfitom muZeme definovat urcity integréal

1 0 1
/ sgnxdx:/ sgn:cdx—i—/ sgnrdr =—-241=—1.
-2 -2 0
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Integral f; f(z)dz pro a > b definujeme vztahem

/abf<x>dx= - [ 1@

a integral [ f(x)da definujeme vztahem

JRCES

Definujeme-li pro kazdé ¢islo x € [a, b] funkci

0= [ 1

pak derivace této funkce je U'(x) = f(z) a U(a) = 0. Timto zpisobem
nékdy vyjadiujeme funkce, které jsou primitivni k funkci f, ale nejsou
elementarnimi funkcemi, napt. funkce

z Tsint
/ e dt, / k)
0 o t

Tyto funkce se nazyvaji transcendentni.
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Metoda per partes a substituce pro urcité integraly

Véta (Metoda per partes pro urcity integral)

Necht funkce uw(z) a v(x) maji spojité derivace na intervalu [a,b]. Pak
plati

Véta (Substituce pro urcity integral)

Necht funkce f(t) je spojitd na intervalu [a,b]. Necht funkce p(x) md
spojitou derivaci na intervalu [, 5] a ¢(x) zobrazuje interval [, 5] do
intervalu [a,b]. Pak plati
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Priklad
Vypoctéte urcité integraly

e V6
a) / zlnzde, b) / xVz? + 3dx.
1 1

Véta (Lichobé&znikové pravidlo)

Necht je funkce f spojitd na intervalu [a,b]. Rozdélme interval na n in-
tervali stejné délky h a krajni body techto intervali oznacme po Tadé
T, X1, - - -, Ty @ Jim odpovidajici funkéni hodnoty funkce f po TFadé

Y0, Y1y - - - Yn- Pak plati

(yo+2y1+2y2+ -+ 4+ 2Yn—1 + Yn) -

b
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Spotrebitelsky prebytek a prebytek vyrobce

Spotrebitelsky prebytek je celkovy penézity zisk ziskany spotfebitely, kdyz jsou schopni po-
fidit produkt za niz$i cenu nez je nejvyssi cena, kterou by byli ochotni zaplatit. Spotfebitel-
sky prebytek tedy méri prinos spotiebitele v ekonomice, kde konkurence drzi nizkou cenu.
Podobné prebytek vyrobce je celkova ¢astka, kterou ziskd vyrobce, kdyz proda produkt za
vyS8i cenu, nez je nejnizsi cena, za kterou by byl ochotny produkt prodat (a obvykle se da
zhruba ztotoznit se ziskem).

Je-li d funkce popisujici kfivku poptavky, s funkce popisujici k¥ivku nabidky a P cena pfi
mnozstvi @ na trhu, pak v pfipadé, kdy dojde k rovnovaze na trhu, vypada situace takto

piebytek spotiebitele
s(q)

d(q)

prebytek vyrobce

Je tedy prirozené matematicky definovat spotiebitelsky prebytek PS a prebytek vyrobce
PV jako

Q Q
PS = /O (d(q) — P)dg, PV = /0 (P - s(g)) dg.
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Stredni hodnota

Necht f je funkce definovana a integrovatelna na uzavieném intervalu
[a,b]. Cislo p definované vztahem

b
= bia/ f(z)dz

se nazyva stredni hodnota funkce f na intervalu [a, b].

Stredni hodnota je vlastné zobecnéni aritmetického priméru pro &isla.
Geometricky je stfedni hodnota vyska obdélniku, ktery mé zakladnu
tvofenou intervalem [a, b] a obsah f; f(z)dz.
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Lorenzova kfivka a Giniho index

Pro méfeni nerovnosti ekonomové pocitaji jaka ¢ast celkového piijmu je ziskdna nejchudsimi
dvaceti procenty populace, nejchudsimi Etyficeti procenty populace atd. Napiiklad pro
Ceskou republiku v roce 2018 tato data vypadala takto

Cast populace  Cast prijma

0,2 0,102
0,4 0,249
0,6 0,426
0,8 0,646
1,0 1,000

Graficky tato data reprezentuje tzv. Lorenzova kiivka L(x), kterd udava, jaka ¢ast celkového
pfijmu je ziskdna nejchudsi ¢asti x populace. Pro nase data je jeji pfiblizna rovnice

L(z) = 2157,

Lod L(x)

0,84
0,64
044
0,24

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 ©
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Absolutni rovnost p¥ijma znamené, Ze vSichni vydélavaji stejng, tj. dolnich 10 % ziska 10 %
vSech p¥{jmi, dolnich 20 % ziska 20 % vsech p¥ijmu atd. Lorenzova k¥ivka v tomto p¥ipadé
je tedy graf linearni funkce y = x.

Ke zmé&feni nerovnosti spo¢itame obsah oblasti mezi aktualni Lorenzovou kiivkou L(z) a
jeji idealni verzi y = x a tento vysledek vynasobime dvéma, abychom dostali ¢islo mezi 0
(absolutni rovnost) a 1 (absolutni nerovnost). Tomutu &islu se fikd Giniho index.

oy
1,04
084 L(z)
064+ y==

044
0.24

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 ©
Matematicky tedy definujeme Giniho index jako
1
GI=2/ (@ — L(z)) de.
0

Pro Ceskou republiku dostaneme

2 25771
r_z ]:0,22.

1 1
GI=2 — L(z))dz=GI =2 —z157)d :2{——
/0(51: (z)) dx /O(a: %) da 3 257 |,
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Paretuv zakon

Ekonom Vilfredo Pareto odhadl, Zze pocet lidi, jejichZ piijem je mezi A
a B jednotkami mény je dan ur¢itym integralem

B
/(ax)_bdx (b#£1),
A

kde a a b jsou konstanty, pficemZ a je hodnota nejmensi mozné mzdy.
Urcete hodnotu tohoto integralu.

V.

Reseni: Staci pouzit jen zékladni pravidla a Newton-Leibnizovu formuli

B B b1 18
/ (azx)"bdz = ab/ rtdz=a"" { ] =

= a”’ (beﬂ _Afb+1) ‘
—b+1

Z predchoziho zakonu plyne i znamy Parettv princip (pro néj je ale
nutné dobfe zvolit konstantu b o hodnoté b = log, 5 ~ 1,16).
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