ra univerzita)

Jak popsat zménu

Funkce, limita, derivace

Petr Liska

Masarykova univerzita

28.02.2024

Jak popsat zménu



Funkece

Definice

Necht jsou dany neprazdné mnoziny D C R, H C R. Predpis f, ktery
kazdému x € D prifazuje pravé jedno y € H, nazyvame funkci jedné
proménné. Tuto funkci oznacujeme

y = f(=).

Mnozina D se nazyva definiéni obor funkce f a znaci se D(f), mnozina
H se nazyvé obor hodnot funkce f a zna¢i se H(f).

Definice

Grafem funkce f: D(f) — R je mnoZina bodu

G = {(z, f(z)) €R*: z € D(f)}.

Petr Liska (Masarykova univerzita)
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Typické (netypické) funkce v ekonomii

Logisticka funkce (satura¢ni proces)

YA
a B
B a
Y71 + be—c@ _a_
1+
a,b,c>0
0 T
Trendové funkce s periodickymi fluktuacemi
YA
y=a+bxr+ csindx
a,b,c,deR
o x
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Typické (netypické) funkce v ekonomii a sociologii

,,Zasobovaci“ funkce

yziS—;x

(i— 1T <a<iT
S,T>0i=12,...

Gaussova funkce

Y A
_(a=b)?
Yy =ae 22
a,bceR, ¢c#0
0 E
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Vlastnosti funkef

Definice

Necht zg, 6 € R, § > 0. Pak interval O(z¢) = (x9 — 0, xo + J) nazveme
okolim bodu xg, interval [zg, zo + §) pravym okolim bodu x a interval
(xo — 8, zo] levgm okolim bodu xy. Mnozina O(xg) \ {zo} se nazyva ryzi
okoli bodu zg. Bud a € R. Pak interval O(4+00) = (a,+00) nazveme
okolim bodu 400 a interval O(—o00) = (—00, a) nazveme okolim bodu
—00.

Definice

Rekneme, Ze funkce f je rostouct v bodé xy, jestlize existuje okoli
O(xo) = (xg — 0,20 + ) tak, ze pro xg — 6 < = < x je f(x) < f(xp) a
pro zp < x < zo + 94 je f(x) > f(zo).

Analogicky se definuje funkce klesajici v bodé, neklesajici v bodé a
nerostouci v bodé. Spoleény nazev pro tyto ¢tyfi vlastnosti je funkce

monotonni v bod€, resp. pro prvni dvé funkce ryze monotonni v bodé.
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Definice

Necht je dana funkce f: D(f) — R a interval I C D(f). Pak funkci
f nazveme rostouct na intervalu I, jestlize pro kazda dvé x1, xo € [
takova, ze x1 < 2, je f(z1) < f(x2).

Funkci f nazveme klesajici na intervalu I, jestlize pro kazdé dvé

x1, x2 € I takova, ze x1 < 2, je f(x1) > f(x2).

Funkce, které je rostouci nebo klesajici, se nazyva ryze monotonni.

Definice

Funkce f se nazyva prostd, pravé kdyz pro v8echna x1,x9 € D(f) plati:

je-li 1 # xo, pak f(z1) # f(x2).
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Nové funkce ze starych

Definice

Necht u: A — B a f: B — R jsou funkce. Pak funkce F': A — R dana
predpisem y = f(u(z)) se nazyva sloZend funkce. Funkce u se nazyva

N

vnitrnd slozkou, funkce f vneéjsi slozkou slozené funkce F'.

Definice

Inverzng funkci k prosté funkei f je funkce f~!, pro kterou plati, Ze
D(f~%) = H(f) ake kazdému y € D(f!) je pfitazeno pravé jedno
x € D(f) takové, ze f(z) = y.

Véta
Inverzni funkci k funkci f rostouct (klesajict) na mnoziné D(f) je ros-
touct (klesagict) funkce na mnoziné H(f).
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Pro pripomenuti

Definice
Bud a € R, a > 0acé€R. Proa> 1 definujme

a®=sup {a*:x € Q, z < c}.

Pro a =1 polozmé a® =1 =1 a pro 0 < a < 1 definujme a° = (%)_c.

Definice

Bud a € R, a > 0. Funkci f ur€enou predpisem f(z) = a” nazveme
exponenciilni funkci o zakladu a.

Véta
Ezponencidlni funkce f(x) = a® md tyto vlastnosti:
1. D(f)=R a H(f) = (0,+00) proa# 1, H(f) = {1} proa = 1.
2. Funkce f je rostouci v R proa > 1, klesagici v R proa < 1 a
konstantni v R pro a = 1.
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8/25



Definice

Bud a € R, a > 0, a # 1. Funkce inverzni k funkci y = a” se nazyva
logaritmickéa funkce o zékladu a, znaci se y = log, .

Véta
Logaritmickd funkce f(z) = log, x md tyto vlastnosti:

2. Funkce f je rostouci na (0,4+00) pro a > 1 a klesajici na (0,400)
pro a < 1.

3. Prox,y € (0,+0) a z € R plati
loga(xy) = log, z+log,y, log, - log, x—log,y, log,z* = zlog,x.
Y

4. Proa,beR,a>0,0>0,a#1,b#1 ax € (0,+00) plati
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Cyklometrické funkce

Definice

Inverzni funkce k funkci sin z definované na [—%, %] se oznacuje
arcsin z.

Inverzni funkce k funkci cos z definované na [0, ] se oznacuje arccos .

Inverzni funkce k funkci tgz definované na (—g, %) se oznacuje

arctg .

Inverzni funkce k funkei cotg x definované na (0, 7) se oznacuje
arccotg x.

Funkce arcsin x, arccos x, arctg x a arccotg x nazyvame cyklometrické
funkce.
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y = arcsinzx Y = arccos x
/s y =sinz
——
_ N
N
AN 0 1 = T
N 2
~
- —
_z
2
Y
Y y=tgzx
' ' L
| | L
| | .
| . [
| 2 1.7 y = arccotgx
_____ ——=——fA=-——=-
| s
| y | y = arctgx
| |
T T T
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| ‘ |
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Limita a spojitost
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,Naivni“ definice

Funkce y = f(z) ma v bodé z¢ limitu L, jestlize se s hodnotami funkce f(z) mizeme
libovolné priblizit ¢islu L tak, Ze vezmeme hodnoty x dostatecné blizké hodnoté g, ale
rizné od xg. Zapisujeme

g, f@) = L.
Funkce y = f(z) ma v bod& z¢ limitu rovnu oo, jestlize hodnoty funkce f(z) miZeme

udélat libovolné velké tak, Ze vezmeme hodnoty x dostate¢né blizké hodnoté xg, ale rizné
od zg. Zapisujeme
li =
o5, S (#) = o0
a fikdme, Ze funkce ma ve vlastnim bodé nevlastni limitu.
Funkce y = f(x) ma v bodé oo limitu L, jestliZze se s hodnotami funkce f(z) miZeme
libovolné pfiblizit ¢islu L tak, Ze vezmeme hodnoty x dostatecné velké. Zapisujeme

Jim f@) =L

Rikéme, ze funkce mé v nevlastnim bodé vlastni limitu.
Funkce y = f(z) méa v bodé& oo limitu oo, jestlize hodnoty funkce f(x) mazeme udélat
libovolné velké tak, Ze vezmeme hodnoty x dostatecné velké. Zapisujeme

lim f(z) = oo.

r—> 00

Rikéme, ze funkce méa v nevlastnim bodé nevlastni limitu.

y
Petr Liska (Ma rkova univerzita) Jak popsat zménu 28.02.2024 13 /25




Véta J

Funkce f md v libovolném bodé nejuyse jednu limitu.

Rekneme, 7e funkce f(z) méa v bodé z¢ limitu zleva rovnu L, piseme

lim f(z)=1L,

r—)xo

jestlize se s hodnotami funkce f(z) miuZzeme libovolné pfiblizit ¢islu L
tak, Zze vezmeme hodnoty x mensi nez xy a dostatecné blizké hodnoté
zg. Analogicky definujeme i limitu zprava a nevlastni limity.

Véta
lim f(z) =L <= lim f(x)= lim+ f(z)=1L.

) B=5g =g

Petr Liska (Masarykova univerzita) Jak popsat zménu 28.02.2024 14 /25



Véta
Necht ezistuji vlastni limity limg_», f(x) = L1 , limy_y,, g(z) = La.
Pak plati:

a) limg_q (f(x) £ g(z)) = L1 £ Lo,

b) limg 0, (f(2) - g(2)) = L1 - Lo,

, : fl@) L
Je-li L k1 =
C) €-11 L 3& 07 Pak My —s 7, g(x) L2 )
d) limg_,4, If(2)] = | limg 4, f(z)]. )
Plati
+ 1 0 L 400 1 o0
= . = X0 = _— = _— = .
00+ 00 =00, 00-00 ' T i S
Nevime
0

00
00— 00, —, , 0-00, 00, 00,
00 0
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Spojitost funkce

Definice

Necht o € R. Rekneme, Ze funkce f je v bodé zo spojitd, jestlize je
limita funkce v tomto bodé rovna funkéni hodnoté v tomto bodé, t;j.

lim f(z) = f(zo).

T—T0

Analogicky se definuje spojitost zprava/zleva.

Definice

Necht f je funkce a I C D(f) je interval. Rekneme, Ze funkee f je
spojita na intervalu I, jestlize je spojita v kazdém vnitinim bodé to-
hoto intervalu. Pat¥i-li navic levy (pravy) koncovy bod do I, je v ném
funkce spojita zprava (zleva).
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Vlastnosti spojitych funkei

Véta (Weierstrassova véta)

Necht f je spojitd na intervalu I = |a,b]. Pak je na tomto intervalu
ohranicend a nabyvd zde své nejuéetsi a nejmensi hodnoty.

Véta (Bolzanova véta)

Necht f je spojitd na intervalu I = [a,b]. Pak na tomto intervalu na-
byvd vsech hodnot mezi svou nejuétsi a nejmensi hodnotou.

Dusledek

Je-li funkce f spojitd na intervalu I = [a,b] a f(a)f(b) < 0, pak exis-
tuje bod ¢ € (a,b) takovy, Ze f(c) = 0.
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Spojité (tam, kde jsou definované) jsou vechny tzv. elementdrni
funkce, tj.

polynomy

exponencialni a logaritmické funkce

goniometrické a cyklometrické funkce

mocninné funkce

a funkce, které z nich vzniknou konenym poctem séitéani, od¢itani,
nésobeni, déleni a skladani.
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Derivace funkce
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,Naivni“ definice

Derivace f/(zo) funkce f v bodé x( je smérnice tecny ke grafu funkce f
v bodé [xg, f(z0)].

Definice

Bud f funkce a bod xo € D(f). Existuje-li vlastni limita
i £@) = £@0)
T—T0 r — X0

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé xy a znacime f'(xo)
nebo %(wo).

Polozime-li h = x — xq, lze derivaci zapsat ve tvaru

flao +h) — flzo)

f'(zo) = lim

h—0 h
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Véta
Pro derivace elementdrnich funkci plati:

¢ =0, (2%) = ax®" 1,
1
(") = e”, (lnz) = —,
x
(sinz) = cosw, (cosz) = —sinz,
1 1
tgz) = , cotgzx) = — ,
(1) = o (cotgz) =~
1 1
(arcsin :I,‘)/ = (arccos ;1;)’ =
-2 Vg
1 1
(arctgz)’ = 211’ (arccotg )’ = T
1
x\/ — 4% 1 1 / _
(a¥) =a®-Ina, (Ogaa:) zlna’

kde a € R ac € R. Tyto vzorce plati vsude tam, kde jsou piislusné
funkce definovany.
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Véta

Necht maji funkce f, g derivaci na mnoziné M. Pak plati:
a) (cf(x))/ =cf'(x), c € R,
b) (F@) +9(@) = f(@) +¢'(a),
&) (F(@) (@) = '(@)9(x) + F(@)d (),

it a) 0, o (1) = L0000 f10te)

Véta

Necht funkce uw = g(x) md derwaci g'(z), funkce y = f(u) md derivaci
f'(u) a necht plati D(f) 2 H(g). Pak sloZend funkcey = F(x) =
flg(z)] md derivaci a plati:
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Priklad

Vypoctéte derivace funkci

1= z2
1422’

y=+222+z, y=In%sinx

y=3x3+w+2, y=xe", y

7 geometrického vyznamu derivace plyne, Ze funkce f ma v bodé zq
derivaci pravé tehdy, kdyz jeji graf ma v bodé (xo, f(zg)) tenu se
smérnici f'(xg). Rovnice této tecny je

y = f(xo) + f'(w0)(z — z0).
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Véta

Necht f md derivaci na otevieném intervalu I.
a) Je-li f'(x) >0 pro kazdé x € 1, pak je f rostouci na I.
b) Je-li f'(x) <0 pro kazdé x € I, pak je f klesajici na I.

Véta

Necht funkce f,g maji derivace v kaZdém bodé otevireného intervalu I.
Jestlize pro viechna x € I plati f'(x) = ¢'(x), pak se funkce f,qg lisi
o konstantu, tj. existuje c € R takové, Ze f(x) = g(z) + c.

Zejména jestlize f'(x) =0 na I, pak je f na I konstantni.
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