Kapitola 1.: Zakladni pojmy matematické statistiky

1.1. Motivace

Pti aplikaci metod popisné statistiky dospivame pomoci zjisténych dat k zavérim, které
se tykaji pouze vybérového souboru. Naproti tomu matematicka statistika ndm umoziuje na
zéklad¢ znalosti ndhodného vybéru a statistik z n€j odvozenych (tj. napt. vybérového prime-
ru, vybérového rozptylu, vybérového koeficientu korelace, hodnoty vybérové distribucni
funkce apod.) ucinit zavéry o parametrech nebo tvaru rozlozeni, z néhoz dany nahodny vybér
pochazi. Casto se jedna o bodové ¢&i intervalové odhady parametrti a parametrickych funkci a
testovani hypotéz o nich.

1.2. Nahodny vybér a statistiky odvozené z nahodného vybéru

1.2.1. Pojem nahodného vybéru

Necht’ Xj, ..., X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veliCiny, které maji vSechny stejné
rozlozeni L( 9 ). Rekneme, ze Xi, ..., X, je ndhodny vybér rozsahu n z rozlozeni L( 9 ). (Ci-
selné realizace xj, ..., X, ndhodného vybéru Xj, ..., X;, usporadané do sloupcového vektoru

predstavuji datovy soubor.)

Necht’ (X1,Y1), ..., (X, Yn) jsou stochasticky nezavislé dvourozmérné nahodné vektory,
které maji viechny stejné dvourozmérmé rozlozeni Ly( 9 ). Rekneme, Ze (X1,Y)), ..., (Xn, Ya) je
dvourozmérny nahodny vybér rozsahu n z dvourozmérného rozlozeni Ly(9). (Ciselné reali-
zace (X1,Y1), --., (Xn,¥n) ndhodného vybéru (Xi,Y1), ..., (X, Yn) uspofadané do matice typu 2xn
piedstavuji dvourozmérny datovy soubor.)

Analogicky lze definovat p-rozmérny ndhodny vybér rozsahu n z p-rozmérného rozlo-
zeni Ly(9).

1.2.2. Pojem statistiky, priklady dilezitych statistik

Libovolna funkce T = T(X, ..., X;) ndhodného vybéru Xi, ..., X, (resp. p-rozmérného
nahodného vybéru) se nazyva statistika.

a) Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér, n > 2.
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Statistika M = — z X, senazyva vybérovy primeér,
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Statistika S* = —IZ:(Xi - M)2 vybérovy rozptyl,
n—=15

Statistika S = v/S® vybérova smérodatnd odchylka.
Pro libovolné, ale pevné zvolené realné ¢islo x je statistikou téZ hodnota vybérové dis-
tribu¢ni funkce

F (x)= lcard{i;Xi < x}.
n

b) Necht’ X,,,....X,, ooy X500, X, - je p stochasticky nezavislych nahodnych vybéri
p
orozsazichn; > 2, ..., n, > 2. Celkovy rozsah je n = ZHj . Ozna¢me Mj, ..., M, vybérové
il
priméry a Si% ..., sz vyb&rové rozptyly jednotlivych vybéri. Necht ¢y, ..., ¢, jsou realné kon-

stanty, aspoil jedna nenulova

p
Statistika z ¢;M; senazyva linearni kombinace vybérovych praiméra.
j=1
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Statistika S, = se nazyva vazeny prumeér vybérovych rozptyli.
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¢) Necht’ (X1,Y1), ..., (X, Yn) je ndhodny vybér z dvourozmérného rozlozeni. Ozna¢me
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Statistika Si, = LG: (X, =M, XY, =M, ) je vybérova kovariance,
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statistika R, = {n-145 S, S, vybérovy koeficient korelace.
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Pro libovolnou, ale pevné zvolenou dvojici realnych ¢isel x,y je statistikou téz hodnota
vybérové simultanni distribu¢ni funkce

F (x,y) = lcard{i;Xi <xAY, < y}.
n

(Ciselné realizace m, s2, S, S12, I'12 statistik M, SZ, S, S12, Ri2 odpovidaji ¢iselnym charakteris-
tikdm znaktli v popisné statistice, ale u rozptylu, smérodatné odchylky, kovariance a koeficien-

tu korelace je multiplikativni konstanta
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1 nikoli —, jak tomu bylo v popisné statistice.)
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1.3. Bodové a intervalové odhady parametrii a parametrickych funkei

Vychazime z ndhodného vybéru X, ..., X, z rozlozeni L( 9 ), které zavisi na parametru
9. MnoZinu vSech pfipustnych hodnot tohoto parametru oznacime =. Parametr $ nezname a
chceme ho odhadnout pomoci daného ndhodného vybéru (ptipadné chceme odhadnout néja-
kou parametrickou funkci h( 9)).

Bodovym odhadem parametrické funkce h( 9 ) je statistika T,, = T(Xj, ..., X;), kterd na-
byva hodnot blizkych h(9 ), at’ je hodnota parametru $ jakéakoliv. Existuji riizné metody, jak
konstruovat bodové odhady (napi. metoda momenta ¢i metoda maximalni vérohodnosti, ale
témi se zde zabyvat nebudeme) a také rtizné typy bodovych odhadii. Omezime se na odhady
nestranné, asymptoticky nestranné a konzistentni.

Intervalovym odhadem parametrické funkce h($9 ) rozumime interval (D, H), jehoz me-
ze jsou statistiky D = D(X{, ..., X;), H = H(Xj, ..., X;) a ktery s dostate¢né velkou pravdépo-
dobnosti pokryva h(3), at’ je hodnota parametru 3 jakakoliv.

1.3.1. Typy bodovych odhadi
Necht’ Xj, ..., X; je ndhodny vybér z rozlozeni L(9 ), h(9) je parametricka funkce,

T, Ty, T, ... jsou statistiky.

a) Rekneme, Ze statistika T je nestrannym odhadem parametrické funkce h(9), jestlize
V3eE: E(T)=h(9).
(Vyznam nestrannosti spociva v tom, ze odhad T nesmi parametrickou funkci h( 9 ) syste-
maticky nadhodnocovat ani podhodnocovat. Neni-li tato podminka splnéna, jde o vychyle-
ny odhad.)

b) Jsou-li T}, T, nestranné odhady téze parametrické funkce h( 9 ), pak fekneme, Ze T, je lepsi
odhad nez T, jestlize
V3 e Z: D(T)) <D(Ty).



c¢) Posloupnost {Tn }le se nazyva posloupnost asymptoticky nestrannych odhada parametrické

funkce h(9), jestlize
V3 eZ:limE(T,) =h(9).

(Vyznam asymptotické nestrannosti spo¢iva v tom, Ze s rostoucim rozsahem vybéru klesa
vychyleni odhadu.)

d) Posloupnost {Tn }le se nazyva posloupnost konzistentnich odhadli parametrické funkce
h(39), jestlize
v8 e EVe > 0: lim P(T, —h(9)| > €)= 0.

(Vyznam konzistence spoc¢iva v tom, Ze s rostoucim rozsahem vybéru klesa pravdépodob-
nost, ze odhad se bude realizovat daleko od parametrické funkce h(9).)
Lze dokazat, Ze z nestrannosti odhadu vyplyva jeho asymptotickéd nestrannost a
z asymptotické nestrannosti vyplyva konzistence, pokud posloupnost rozptylti odhadu kon-
verguje k nule.

1.3.2. Vlastnosti diilezitych statistik

a) Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rozloZeni se stfedni hodnotou p, rozptylem o” a
distribuéni funkci ®(x). Necht’ n > 2 Oznaéme M, vybérovy primér, S,> vybérovy rozptyl a
pro libovolné, ale pevné dané x € R Fj(x) hodnotu vybérové distribucni funkce.

2
(o)

Pak M, je nestrannym odhadem p (tj. E(M,) = p) s rozptylem D(M) = —, S,* je ne-
n

strannym odhadem o” (tj. E(S,) = %), at’ jsou hodnoty parametri i, o> jakékoli. Dale plati, Ze
pro libovolné, ale pevné dané x € R je vybérova distribu¢ni funkce F,(x) nestrannym odha-
dem ®(x) (tj. E(Fn(x)) = ®(x)) s rozptylem D(Fy(x)) = O(x)(1- O(x))/n, at’ je hodnota distri-
bucni funkce ®@(x) jakakoliv.

Posloupnost {Mrl }::1 je posloupnost konzistentnich odhadi p. {Sn2 }:=1 je posloupnost
konzistentnich odhadii 6° . Pro libovolné, ale pevné dané x € R je {Fn (x)}::1 posloupnost
konzistentnich odhadt @(x).

b) Necht' X, ,.... X, s ooy X, s Xon, je p stochasticky nezavislych ndhodnych vybért
o rozsazichn; > 2, ..., n, > 2 z rozloZeni se sttednimi hodnotami pj, ..., 1, a rozptylem o°. Cel-
p
kovy rozsah je n = Zrl i - Necht’ ¢y, ..., ¢, jsou redlné konstanty, asponi jedna nenulova. Pak

=

p
linedrni kombinace vyberovych pramért z ¢;M; je nestrannym odhadem linedrni kombina-
j=1

p
ce stiednich hodnot ZC il , at’ jsou stfedni hodnoty pi, ..., u, jakékoli a vazeny praimér vybeé-
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rovych rozptyla S.” = je nestrannym odhadem rozptylu o, at’ je rozptyl o
jakykoliv.

c¢) Necht’ (X1,Y1), ..., (X, Yn) je ndhodny vybér z dvourozmérného rozlozeni
s kovarianci 61, a koeficientem korelace p. Pak vybérova kovariance S, je nestrannym odha-
dem kovariance 61, at’ je kovariance 6, jakdkoli, avSak E(R2) je rovno p pouze ptiblizné
(shoda je vyhovujici pro n > 30), at’ je korelacni koeficient p jakykoli.



1.3.3. Pojem intervalu spolehlivosti

Necht’ Xj, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L(9 ), h(9) je parametricka funkce,
ae(0,1), D=D(Xy, ..., Xy), H=H(X{, ..., X)) jsou statistiky.
a) Interval (D, H) se nazyva 100(1-a)% (oboustranny) interval spolehlivosti pro parametric-
kou funkci h(9), jestlize: VS € Z:P(D < h(v) <H) > 1-a.
b) Interval (D, ) se nazyva 100(1-a)% levostranny interval spolehlivosti pro parametrickou
funkci h(9), jestlize: V3 € Z:P(D <h(9)) > 1-a.
¢) Interval (-0, H) se nazyva 100(1-a))% pravostranny interval spolehlivosti pro parametric-
kou funkci h( 9), jestlize: VS € 2:P(h(9) <H) > 1-a.
d) Cislo o se nazyva riziko (zpravidla a = 0,05, méné &asto 0,1 &i 0,01), &islo 1 — a se nazyva
spolehlivost.

1.3.4. Postup pri konstrukei intervalu spolehlivosti

a) Vyjdeme ze statistiky V, ktera je nestrannym bodovym odhadem parametrické funkce
h(9).

b) Najdeme tzv. pivotovou statistiku W, ktera vznikne transformaci statistiky V, je monoton-
ni funkci h(9) a ptitom jeji rozloZeni je zndmé a na h( S ) nezédvisi. Pomoci zndmého roz-
loZeni tzv. pivotové statistiky W najdeme kvantily w», Wiy, takze plati:

V3eZ: P(Wa/z <W< W1_a/2) >1-a.

c) Nerovnost wyn < W < w4 pfevedeme ekvivalentnimi ipravami na nerovnost
D<h(9)<H.

d) Statistiky D, H nahradime jejich ¢iselnymi realizacemi d, h a ziskame tak 100(1-0)% em-
piricky interval spolehlivosti, 0 némz prohlasime, ze pokryva h(9 ) s pravdépodobnosti
aspoil 1 — a. (Tvrzeni, Ze (d,h) pokryva h(3 ) s pravdépodobnosti aspoil 1 — a je tfeba cha-
pat takto: jestlize mnohonasobné nezavisle ziskdme realizace x, ..., X, ndhodného vybéru
X1, ..., Xn z rozloZeni L(9 ) a pomoci kazdeé této realizace sestrojime 100(1-a)% empiricky
interval spolehlivosti pro h( 3 ), pak podil poctu téch intervalt, které pokryvaji h(9)

k poctu vsech sestrojenych intervalii bude pfiblizné 1 — a.)

1.3.5. Piiklad
Necht' X, ..., X, je nahodny vybér z N(u,6%), kde n > 2 a rozptyl 6* zname. Sestrojte
100(1-0)% interval spolehlivosti pro neznamou stiedni hodnotu p.

Reseni: V tomto piipadé parametricka funkce h(9 ) = p. Nestrannym odhadem stiedni hodno-

RN N Vs
ty je vybérovy primeér (viz 1.3.(a)) M = _in . Protoze M je linearni kombinaci normalné
i=1
rozlozenych nahodnych veli¢in, bude mit také normdalni rozlozeni se sttedni hodnotou E(M) =
2
c . . . . i
n a rozptylem D(M) = — . Pivotovou statistikou W bude standardizovand ndhodna veli¢ina
n
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Meze 100(1-0)% intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu p pfi zndmém rozptylu ¢°
tedy jsou:

D=M-—2u,_ ,,H=M+—

\/H Eupa/z-

Pii konstrukcei jednostrannych intervall spolehlivosti se riziko nepili, tedy 100(1-a)%

. o . c .
levostranny interval spolehlivosti pro p je (M -—=u,_, ,oo) a pravostranny je

T
(—oo,M+%ul_a].

Dosadime-li do vzorcii pro dolni a horni mez ¢iselnou realizaci m vybérového priméru
M, dostaneme 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti.

1.3.5. Sii‘ka intervalu spolehlivosti
Necht (d, h) je 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro h(3 ) zkonstruovany
pomoci ¢iselnych realizaci xj, ..., X, ndhodného vybéru Xy, ..., X, z rozloZeni L( 9).

a) Pti konstantnim riziku klesa $itka h-d s rostoucim rozsahem ndhodného vybéru.

b) Pfi konstantnim rozsahu nahodného vybéru klesa Sitka h-d s rostoucim rizikem.
Vyuziti bodu (a) pfi stanoveni minimalniho rozsahu vybéru z normalniho rozlozeni: Necht
X1, ..., Xy je nahodny vybér z N(y, 6°), kde 6* zndme. Jaky musi byt minimalni rozsah vybéru
n, aby $itka 100(1-a)% empirického intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p nepteséhla
Cislo A?

o, . o o 20 ,
ReSeni: Pozadujeme, aby A>h-d=m+-—=u,_,,, —(m- —=U,_,,,. Z této

\/H ﬁul—a/Z): \/E

4c°u . .
al2_ Zarozsah vybéru zvolime nejmensi ptirozené ¢&islo

podminky dostaneme, Ze n > e

vyhovujici této podmince.
1.4. Uvod do testovani hypotéz

Nulovou hypotézou rozumime néjaké tvrzeni o parametrech nebo typu rozlozeni,
z néhoz pochazi ndhodny vybér. Nulova hypotéza vyjadiuje néjaky teoreticky predpoklad,
Casto skeptického razu a uzivatel ji musi stanovit pfedem, bez ptihlédnuti k datovému soubo-
ru. Proti nulové hypotéze stavime alternativni hypotézu, ktera tik4, co plati, kdyz neplati nu-
lova hypotéza. Napt. nulova hypotéza tvrdi, Ze stfedni hodnota hmotnosti balickii cukru bale-
nych na automatické lince se nezménila sefizenim automatu, zatimco alternativni hypotéza
tvrdi opak. Postup, ktery je zaloZen na daném ndhodném vybéru a s jehoz pomoci rozhodne-
me o zamitnuti ¢i nezamitnuti nulové hypotézy, se nazyva testovani hypotéz.

1.4.1. Nulova a alternativni hypotéza

Necht’ X, ..., Xy je ndhodny vybér z rozlozeni L($ ), kde parametr § € = nezname.
Necht h(9) je parametricka funkce a ¢ dana realnd konstanta.
a) Oboustranna alternativa: Tvrzeni Ho: h($9 ) = ¢ se nazyva jednoducha nulové hypotéza. Pro-
ti nulové hypotéze postavime slozenou alternativni hypotézu H;: h(39) # c.
b) Levostranna alternativa: Tvrzeni Hy: h(S) > ¢ se nazyva slozena pravostranna nulova hy-
potéza. Proti jednoduché nebo sloZené pravostranné nulové hypotéze postavime sloZzenou le-
vostrannou alternativni hypotézu H;: h(S) <c.



c¢) Pravostrannd alternativa: Tvrzeni Hy: h(9) < c se nazyva slozena levostranna nulova hy-
potéza. Proti jednoduché nebo slozené levostranné nulové hypotéze postavime slozenou pra-
vostrannou alternativni hypotézu H;: h(S) > c.

Testovanim Hy proti H; rozumime rozhodovaci postup zalozeny na ndhodném vybéru
X, ..., Xn, 8 jehoz pomoci zamitneme ¢i nezamitneme platnost nulové hypotézy.

1.4.2. Chyba 1. a 2. druhu

Pti testovani Hy proti H; se mizeme dopustit jedné ze dvou chyb: chyba 1. druhu spo-
¢iva v tom, ze Hyp zamitneme, a€ ve skutecnosti plati a chyba 2. druhu spoc¢iva v tom, ze Hy
nezamitneme, a¢ ve skutecnosti neplati. Situaci ptehledné zndzornuje tabulka:

skutecnost rozhodnuti
Ho nezamitame Ho zamitame
Hy plati spravné rozhodnuti | chyba 1. druhu
Hy neplati chyba 2. druhu spravné rozhodnuti

Pravdépodobnost chyby 1. druhu se znaci a a nazyva se hladina vyznamnosti testu
(vétSinou byva a = 0,05, mén¢ ¢asto 0,1 ¢i 0,01). Pravdépodobnost chyby 2. druhu se znaci .
Cislo 1-f se nazyva sila testu a vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou test vypovi, ze Hp neplati.

1.4.3. Testovani pomoci kritického oboru

Najdeme statistiku Ty = To(Xj, ..., Xp), kterou nazveme testovym kritériem. Mnozina
vSech hodnot, jichz mtze testové kritérium nabyt, se rozpada na obor nezamitnuti nulové hy-
potézy (znaci se V) a obor zamitnuti nulové hypotézy (znaci se W a nazyva se téz kriticky
obor). Tyto dva obory jsou oddé€leny kritickymi hodnotami (pro danou hladinu vyznamnosti o
je lze najit ve statistickych tabulkach).

Jestlize ¢iselna realizace tg testového kritéria Ty padne do kritického oboru W, pak nulo-
vou hypotézu zamitdme na hladin€ vyznamnosti o a znamena to skutecné vyvraceni testované
hypotézy. Jestlize ty padne do oboru nezamitnuti V, pak jde o pouhé ml€eni, které platnost
nulové hypotézy jenom pripousti.

Pravdépodobnosti chyb 1. a 2. druhu nyni zapiSeme takto:

P(Ty € W/Hy plati) = a, P(Ty € V /H; plati) = f.

Stanoveni kritického oboru pro danou hladinu vyznamnosti a.:
Oznaéme tpi, (resp. tmax) nejmensi (resp. nejvetsi) hodnotu testového kritéria.
Kriticky obor v pfipad¢ oboustranné alternativy ma tvar

W = (t min> Ko/ (T)> ) <K1_OL 12 (T)ot ax ), kde Ko2(T) a Ki.42(T) jsou kvantily rozlozeni,
jimz se tidi testové kritérium Ty, je-li nulova hypotéza pravdiva.

Kriticky obor v ptipad¢ levostranné alternativy ma tvar:

W= (. K, (T)).

Kriticky obor v ptipad¢ pravostranné alternativy ma tvar:

W= (K (Tt )-

Doporucuje se dodrzovat nasledujici postup:
- Stanovime nulovou hypotézu a alternativni hypotézu. Pfitom je vhodné zvolit jako alterna-
tivni hypotézu ten ptedpoklad, jehoZ piijeti znamené zdvazné opatieni a mélo by k nému dojit
jen s malym rizikem omylu.
- Zvolime hladinu vyznamnosti a. Zpravidla volime o = 0,05, méné Casto 0,1 nebo 0,01.
- Najdeme vhodné testové kritérium a na zakladé zjisténych dat vypocitame jeho realizaci.
- Stanovime kriticky obor.



- Jestlize realizace testového kritéria padla do kritického oboru, nulovou hypotézu zamitame
na hladin€ vyznamnosti a. V opa¢ném piipad¢ nulovou hypotézu nezamitame na hladin€ vy-
znamnosti a.

1.4.4. Testovani pomoci intervalu spolehlivosti

Sestrojime 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro parametrickou funkci h( 9 ).
Pokryje-li tento interval hodnotu ¢, pak Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti o, v opacném
ptipadé Hy zamitdme na hladin¢ vyznamnosti a.
Pro test Hy proti oboustranné alternative sestrojime oboustranny interval spolehlivosti.
Pro test Hy proti levostranné alternativé sestrojime pravostranny interval spolehlivosti.
Pro test Hy proti pravostranné alternativé sestrojime levostranny interval spolehlivosti.

1.4.5. Testovani pomoci p-hodnoty
Je-1i p-hodnota < a, pak Hy zamitdme na hladiné¢ vyznamnosti a, je-li p-hodnota > a, pak Hy
nezamitame na hladiné vyznamnosti a.
Zpisob vypoctu p-hodnoty:
Pro oboustrannou alternativu p = 2 min{P(Ty < ty), P(To > t9)}.
Pro levostrannou alternativu p = P(Ty < t¢).
Pro pravostrannou alternativu p = P(Ty > to).

p-hodnota vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou ¢iselné realizace xj, ..., X, ndhodného vy-
béru Xi, ..., X, podporuji Hy, je-1i pravdiva. Statistické programové systémy poskytuji ve
svych vystupech p-hodnotu. Jeji vypocet vyzaduje znalost distribu¢ni funkce rozlozeni, kte-
rym se fidi testové kritérium Ty, je-li Hy pravdiva. Vzhledem k tomu, ze v béznych statistic-
kych tabulkéch jsou uvedeny pouze hodnoty distribu¢ni funkce standardizovaného normalni-
ho rozlozeni, bez pouziti specialniho software jsme schopni vypocitat p-hodnotu pouze pro
test hypotézy o stfedni hodnoté normalniho rozlozeni pfi zndmém rozptylu.

1.4.6. Priklad

10 x nezavisle na sobé byla zmétena jista konstanta p. Vysledky méteni byly: 2 1,8 2,1
2,419 2,1 2 1,8 2,3 2,2. Tyto vysledky povazujeme za Ciselné realizace ndhodného vybeé-
ru Xy, ..., Xj0 z rozlozeni N(u, 0,04). Né&jaka teorie tvrdi, ze p = 1,95. Proti nulové hypotéze
Ho: p = 1,95 postavime oboustrannou alternativu H;: p # 1,95. Na hladiné vyznamnosti 0,05
testujte Hy proti H; vS§emi tfemi popsanymi zptisoby.

ReSeni:

1
m= E(2+“'+ 2,2)=2,06, *= 0,04, n= 10, a = 0,05, ¢ = 1,95

a) Test provedeme pomoci kritického oboru.
Pro tlohy o stfedni hodnoté normalniho rozloZeni pfi zndmém rozptylu pouZivame pivotovou

statistiku U = L1 N(0, 1) (viz 1.3.5.). Testové kritérium tedy bude T = M=¢ , bude
c c
Vn Vn
mit rozlozeni N(0, 1), pokud je nulové hypotéza pravdiva. Vypocitame realizaci testového
2,06 -1,95
0,2

J10

kritéria: ty = =1,74. Stanovime kriticky obor:




W = (tmin9Ku/2(T)>U<Kl—a/2(T)’tmax) = (_ OO,ua/2>u<ul_u/2,oo) =
(— w,—ul_a/2>u<ul_a/2,oo) = (— oo,—u0'975>u<u0’975,oo) = (— 00,—1,96>u<1,96,00). ProtoZe

1,74 ¢ W, Hp nezamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1-a)% empirického intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu p pfi zndmém roz-
ptylu szsou (viz 1.3.5.): (d, h)=(m - o Ujgp, M+

(¢}
\/H E ul-a/Z)-

V naSem ptipad¢ dostavame: d = 2,06 - % Uo 975 = 2,06 - % .1,96=1,936, h=2,184.

Jio

Protoze 1,95 €(1,936; 2,184), Hy nezamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05.

c¢) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

Protoze proti nulové hypotéze stavime oboustrannou alternativu, pouzijeme vzorec

p =2 min{P(Ty <ty), P(To>tp)} =2 min {P(Ty < 1,74), P(Tp>1,74)} =

=2 min { ®(1,74), 1 — ®(1,74) } =2 min { 0,95907, 1 — 0,95907 } = 0,08186. Jelikoz
0,08186 > 0,05, nulovou hypotézu nezamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Kontrolni otazky

. Vysvétlete pojem ,,ndhodny vybér a ,statistika* a uved’te priklady dulezitych statistik.
. K ¢emu slouzi bodovy odhad parametrické funkce a jaké typy bodovych odhadt znate?
. Definujte interval spolehlivosti a popiste zptisob jeho konstrukce.

. Jaky vliv na §itku intervalu spolehlivosti ma riziko a jaky vliv mé rozsah vybéru?

. Co rozumime pojmem ,,testovani hypotéz*“?

. Popiste nulovou a alternativni hypotézu.

. Vysvétlete rozdil mezi chybou 1. a 2. druhu.

. Popiste tfi zplisoby testovani hypotéz.

O ON N B~ W=

Priklady
1. Nezavisle opakovana laboratorni méteni urcité konstanty jsou charakterizovana ndhodnym
vybérem X, ..., X, z rozloZeni se stfedni hodnotou p a rozptylem o°. UvaZme statistiky

1 X, +X . .
M = —Z X,,L= % Dokazte, ze M a L jsou nestranné odhady konstanty p a zjistéte,
n 5o
ktery z nich je lepsi.
Vysledek:
Vypoctem zjistime, ze E(M) = p, E(L) = p, tudiZ statistiky M a L jsou nestranné odhady

2 2

konstatnty p. Pro posouzeni kvality vypocteme D(M) = o ,D(L) = % . Vidime tedy, Ze pro
n

n > 3 je lepSim odhadem vybérovy primér M.

2. Necht’ Xj, ..., X, je ndhodny vybér z rozloZeni N(u;0,04). Jaky musi byt nejmensi rozsah
nahodného vybéru, aby Sitka 95% empirického intervalu spolehlivosti pro nezndmou stiedni
hodnotu p nepteséhla ¢islo 0,16?

Vysledek: 25



3. Necht’ X4, ..., Xy je ndhodny vybér z rozlozeni N(u;0,01). Realizace vybérového priiméru je
m = 3. Sestrojte 100(1-0)% empiricky interval spolehlivosti pro neznamou stfedni hodnotu p,
je-lia) a=0,01,b) a=0,05,¢c)a=0,1.

Vysledek:

ad a) 2,914 mm < p < 3,086 mm s pravdépodobnosti aspon 0,99.

ad b) 2,935 mm < p < 3,065 mm s pravdépodobnosti aspon 0,95.

ad ¢) 2,945 mm < p < 3,055 mm s pravdépodobnosti asponi 0,90.

Vidime, Ze s rostoucim rizikem klesa §itka intervalu spolehlivosti.

4. Necht’ X4, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni N(u;0,01). Realizace vybérového priiméru je
m = 3. Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro nezndmou stfedni hodnotu p, je-1i
ayn=4,b)n=9,c)n=16.

Vysledek:

ad a) 2,902 mm < p < 3,098 mm s pravdépodobnosti asponi 0,95.

ad b) 2,935 mm < p < 3,065 mm s pravdépodobnosti aspon 0,95.

ad ¢) 2,951 mm < p < 3,049 mm s pravdépodobnosti asponi 0,95.

Vidime, Ze s rostoucim rozsahem vybeéru klesa Sitka intervalu spolehlivosti.

5. Je znamo, ze vySka hochtli ve v€ku 9,5 az 10 let ma normalni rozlozeni s neznamou sttedni
hodnotou p a zndmym rozptylem 6°=39,112 cm’. Détsky 1ékar ndhodné vybral 15 hocha
uvedeného veku, zméfil je a vypocital realizaci vybérového priméru m = 139,13 cm. Podle
jeho ndzoru by vyska hochti v tomto v€ku neméla presahnout 142 cm s pravdépodobnosti
aspon 0,95. Lze tvrzeni 1€¢kate akceptovat?

Vysledek:

Testujeme Hy: p < 142 proti H;: u > 142 na hladiné vyznamnosti 0,05.

Testovani pomoci kritického oboru: W = <l,6449, oo), realizace testového kritéria je -1,7773.

Protoze testové kritérium se nerealizuje v kritickém oboru, nulovou hypotézu nezamitdme na
hladin€ vyznamnosti 0,05.

Testovani pomoci intervalu spolehlivosti: 95% empiricky levostranny interval spolehlivosti
pro sttedni hodnotu p je (136,47;00). Protoze Cislo 142 patii do tohoto intervalu, nulovou hy-
potézu nezamitadme na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Testovani pomoci p-hodnoty: p = 0,9622. Protoze p-hodnota je vétsi nez hladina vyznamnosti
0,05, nulovou hypotézu nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.



