Kapitola 5.: Ulohy o dvou nezavislych nahodnych vybérech
z normalnich rozlozeni

5.1. Motivace

V tomto ptipadé je nasim tikolem porovnat stfedni hodnoty ¢i rozptyly dvou normalnich
rozlozeni na zaklad¢ znalosti dvou nezavislych ndhodnych vybéra potizenych z téchto
rozlozeni. Zpravidla konstruujeme intervaly spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot nebo
podil rozptyli respektive hodnotime shodu sttednich hodnot pomoci dvouvybérového t-testu a
shodu rozptyld pomoci F-testu.

5.2. RozloZeni statistik odvozenych z vybérovych priméru a vybérovych
rozptylu

Necht’ X, ,..., X, ; je ndhodny vyber z rozlozeni N(pi, o) a Xy, »X,,, je naném
nezavisly nahodny vybér z rozlozeni N(u, 6,°), pfi¢emz n; > 2 a n, > 2. Oznaéme M;, M,
vybérové priméry a Si%, S,* vybérové rozptyly. Pak plati:
(n, -DS,” +(n, -1S,’

a) Statistiky M; —M; a s> =
n,+n, -2

jsou stochasticky nezavislé.

2 2
M, -M,)—(u, -
b) Ml—M2~N(u1—uz,G—1+G—2),tedyU:( ! 22) (”12 “2)~N(o, 1.
n, n, o, c,
7_'_7
n, n,

(Pivotova statistika U slouZi k feSeni uloh o p;- o, kdyZ 6,% a o,°zname.)

(n, +n, —2)S,’

2
(&)

(Pivotova statistika K slouzi k fe§eni uloh o neznamém spoleéném rozptylu °.)
(Ml _Mz)_(ul _“2)

¢) Jestlize 6, = 0,” = o°, pak K = ~(n+ 10 - 2).

d) Jestlize 6,° = 6,> =: o*, pak T =

~t(n; +np—2).

(Pivotova statistika T slouzi k feSeni tloh o p;- o, kdyz 012 a 022 nezname, ale vime, ze
jsou shodné.)

S,>/S,°
e) F= ——% ~F(n;— 1, m;—1).
6, /o,
(Pivotova statistika F slouzi k feSeni Gloh 0 1%/ 6,°.)

5.2.1. Priklad

Necht jsou dany dva nezéavislé ndhodné vybéry, prvni pochazi z rozlozeni N(2, 1,5) a
ma rozsah 10, druhy pochazi z rozlozeni N(3, 4) a ma rozsah 5. Jaké je pravdépodobnost, Ze
vybérovy prumér 1. vybéru bude mensi nez vybérovy primér 2. vybéru?



Reseni: P(M; < M,) = P(M, - M, <0) =

(M M) (ul 0 (ul =243

54
+
105

S pravdepodobnost1 pr1b11zne 84,8% je Vyberovy pramér 1. vybéru mensi nez vybérovy
pramér 2. vybéru.

= P(U < 1,026) = ®(1,026) = 0,8475.

5.3. Intervaly spolehlivosti pro parametrické funkce 1, - 1, , 6,7/ 65>

Budeme zabyvat specidlnimi ptipady, kdy za parametrickou funkci h(3 ) povazujeme
rozdil stiednich hodnot - p, nebo podil rozptyli 6,/ o,> dvou normalnich rozloZeni. P¥i
konstrukci intervalu spolehlivosti pro rozdil sttednich hodnot bud’ rozptyly zndme nebo
nezname a vime, ze jsou shodné ¢i nikoliv. Shodu rozptylii ovéiujeme pomoci F-testu.
Uvedeme jen piehled vzorci pro meze 100(1-a)% empirickych intervalii spolehlivosti pro
parametrické funkce p; - o, 012/ 022.

5.3.1. Prehled vzorci
a) Interval spolehlivosti pro p; - uz, kdyz 01 i Gzzzname

F

Ulq2, M —My + [ — +——U1.q2)

(vyuziti pivotové statistiky U = ~N(0, 1))

Oboustranny: (d, h) = (m; —m, —

Levostranny: (d, o) = (m; — my —1f Uj_q, ©)
Pravostranny: (-o0, h) = (-0o,m; — 1[ Ui)

b) Interval spolehlivosti pro y; - po, kdyz 012, ,° nezname, ale vime, e jsou shodné

(Ml _Mz)_(PH - Hz)
1 1

- + -

n, n,

(vyuziti pivotové statistiky T = ~t(n; + ny—2))

S.

Oboustranny:

/ 1 1 / 1 1
(d, h) = (m; —my —s, |[—+— tigo(n+tny-2), m; —my +s, [— +— tign(n+02-2))
n, n, n, n,
, 1 1
Levostranny: (d, o) = (m; — mp —S. | — + — tj_o(n;+n,-2), o0)
n, n,
, 1 1
Pravostranny: (-0, h) = (-0, m; —my + s, | — 4+ — tio(n1+n2-2))
n, n,



¢) Interval spolehlivosti pro spole¢ny neznamy rozptyl ¢*
(n, +n, -2)S,’

2
(&)

(vyuziti pivotové statistiky K = ~ '+ 03 - 2))

2 2
Oboustranny: (d, h) = ( (n, +n, —2)s. (n; +1n, —2)s. ]

x21—a/2(n1 +n, —2) ’XZQ/Z(IH +n, -2)
2

Y 1-a(n; +n, —2) ’

(n, +n, —2)s.’ ]

,Xza(nl +n, —2)

Levostranny: (d, o) = [

Pravostranny: (-oo, h) = (— 00

2
S

d) Interval spolehlivosti pro podil rozptyli —

G,
2 2
S /S,
2 2
6, /o,

s.2/s,? s, /s,°
Oboustranny: (d, h) = L 72 , L2
Flop(m —Ln, =1) F p(n, —1Ln, 1)

(vyuziti pivotové statistiky F = F(n;—1,n;—1))

2,2
/
Levostranny: (d, o) = 51 75, , 00
Fl-(l (1’11 _l,nz _1)

2,2
/
Pravostranny: (-o0, h) = | — oo, 51 75
F,(n, -Ln, -1)

Upozornéni: Neni-li v 5.3.1. (b) splnén pfedpoklad o shod¢ rozptyl, lze sestrojit aspon
ptiblizny 100(1-a)% interval spolehlivosti pro p;-p. V tomto pfipadé ma statistika T ptiblizné

2 2
(s1 /n, +s, /n2)12 Neni-li

(sl2 /nl)2 N (522 /nz)

rozlozeni t(v ), kde pocet stupiiti volnosti v =

v celé cislo, pouzijeme v tabulkach kvantili Studentova rozlozeni linearni interpolaci.

5.3.2. Priklad

Ve dvou nadrzich se zkoumal obsah chloru (v g/l). Z prvni nadrze bylo odebrano 25
vzorki, z druhé nadrze 10 vzorkl. Byly vypocteny realizace vybérovych priomért a rozptyla:
m; = 34,48, m, = 35,59, s,> = 1,7482, s,> = 1,7121. Hodnoty zji§téné z odebranych vzorka
povazujeme za realizace dvou nezavislych ndhodnych vybéri z rozlozeni N(p,, o°) a
N(ua, 6%). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro rozdil stiednich hodnot p; - .



ReSeni:
Uloha vede na vzorec 5.3.1. (b). Vypodéteme vazeny primér vyb&rovych rozptyli a najdeme
odpovidajici kvantily Studentova rozlozeni:

(n, —=Ds,> +(n, —D)s,” 24-1,7482+9-1,7121

2
s, = = 2 =1,7384 , t 33)=2,035.
n,+n, -2 33 0975(33)

Dosadime do vzorct pro dolni a horni mez intervalu spolehlivosti:

d = m;—my—s. /L—FLtl w2(ntny-2) = 34,48-35,59 -/1,7384 —+L 2,035 =-2,114
n, n,

h = m;—my+s, ,i+it1 an(ntny-2) = 34,48-35,59 +,/1,7384 1/—+— 2,035 =-0,106
n, n,

Zjistili jsme, ze -2,114 g/l <, - pp <-0,106 g/1 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

5.3.3. Priklad
V priklad 5.3.2. nyni predpokladame, ze dané dva nahodné vybéry pochazeji z rozlozeni
N(u1, 61%) a N(pa, 65°). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro podil rozptyli.

Reseni:
Uloha vede na vzorec 5.3.1. (d).
i s> /s, _ L7482/1,7121 _ 1.7482/1,7121 _ g
F.,(n —Ln,-1)  F,y(24.9) 3,6142 ’
e s /s, _ L7482/1,7121 _ 1,7482/1,7121 _ 1,7482/1,7121 _

F,(n,—Ln,—1)  F,(249)  1/F,(924)  1/2,7027

2

G,

5.4. Testovani hypotéz o parametrickych funkcich p, - s, , 6,/ 6,°
5.4.1. Prehled testi
a) Necht' X,,,..., X, | je ndhodny vybér z rozloZeni N(pi, 61’ a Xz Xy, Je NaNEM

nezavisly nahodny vybér z rozlozeni N(, 0,°), pii¢emz n; > 2, n, > 2 a 6,°, 6,° zname.
Necht’
c je konstanta. Test Hy: 1 — o = ¢ proti Hy: p; — 1z # ¢ se nazyva dvouvybérovy z-test.

b) Necht’ X,,,...,X, | je ndhodny vybér z rozloZeni N(pi, o’ a X+ Xy, Je DA NEM

nezavisly nahodny vybér rozlozeni N(ji,, 6°), pfi¢emz n; > 2 an, > 2 a 6> nezname. Necht’ ¢
je konstanta. Test Hy: py — o = ¢ proti Hy: py — po # ¢ se nazyva dvouvybérovy t-test.

¢) Necht' X,,,..., X, ; je nahodny vybér z rozloZeni N(pi, 61)) a Xips-e» X, Je Nan€M
2

T ro 1N v s ey v (& .
nezavisly nahodny vybér rozlozeni N(u,, 0,%), pfi¢emz n; > 2 a n, > 2. Test Hy: —12 =1 proti
S
2
Hi 2L 21 jvé F-test
I g se nazyva F-test.
2



5.4.2. Provedeni testl o parametrickcyh funkcich p, - 1, , 612 6% pomoci kritického
oboru

a) Provedeni dvouvybérového z-testu

Hypotézu Hp: py — o = c proti Hy: py — po # ¢ (resp. Hi: iy — e <cresp. Hi: py— o >c¢)

m, —m, —c

('52 62
1, %2

zamitame na hladin€ vyznamnosti a, jestlize >U_y/2

n, n,

<—u_,Tesp. ————=2>U,_,).

(resp. ——=——
s’ o,° s’ o,°
o1 0% o1 0%
n, n, n, n,

b) Provedeni dvouvybérového t-testu
Hypotézu Hp: py — o = c proti Hy: py — po # ¢ (resp. Hi: iy — e <cresp. Hi: py — o >c¢)

o o, . . .. |m-m,-c
zamitdme na hlading vyznamnosti a, jestlize ——=—{>t, _,(n, +n, —2)
1
S [—+—
n, n,
m, -m, —c¢ m,-m, —¢
(resp. ——=2—=<-t, (n,+n, —2)resp. ——=—=>1t, (n,+n, —2))
1 1 1
Su |[—+— S [—+—
n, n, n, n,
c¢) Provedeni F-testu
o, o, o, o,
Hypotézu Ho: —5 =1 proti H;: — # 1 (resp. Hi: —5 <1 resp. Hi: —5 > 1) zamitime
Sp) Sp) S Sp)
s, 8,
na hladin€ vyznamnosti a, jestlize 1—2 < Fopn(ni+ny-2) nebo 1—2 > Fign(n+ny-2)
Sy S
s, s,
(resp. —5 < Fo(n+ny-2) resp. =5 > Fio(n+n5-2)).
o) $s

Podobné jako v kapitole 4 musime ovétit normalitu dat. Pokud vybéry mensSich rozsahti
(pod 30) vykazuji vyraznéjsi odchylky od normality, doporucuje se misto dvouvybérového t-
testu pouZzit neparametricky dvouvybérovy Wilcoxont test (viz kapitola 7).

Pted provedenim dvouvybérového t-testu bychom se méli F-testem piesveédcit o shodé
rozptyld. Zamitne-li F-test na dané hladin€ vyznamnosti hypotézu o shod¢ rozptyld, musime
pro testovani hypotézy o shodé stfednich hodnot pouZit specidlni variantu dvouvybérového t-
testu, tzv. dvouvybérovy t-test se separovanymi odhdy rozptylt.

Musime si byt védomi rozdilu mezi dvouvybérovym t-testem a parovym t-testem.
Dvouvybérovy t-test je zaloZen na predpokladu nezavislosti danych dvou vybért. Pokud
v situaci, ktera vede na parovy test, pouzijeme dvouvybérovy t-test, mtizeme dostat
nepravdivé vysledky. Naopak, maji-li dva nezavislé vybéry stejny rozsah a my pouZzijeme
parovy t-test misto dvouvybérového t-testu, nedopustime se hrubé chyby, pouze méné
efektivné vyuzijeme informaci obsaZenou v datech.



5.4.3. Priklad

Vyrobce limondd chtél zjistit, zda zména technologie vyroby se projevi v prodeji
limonad. Proto sledoval po 14 ndhodné vybranych dni pfed zavedenim novych limonad trzby
v urCitém regionu a zjistil, Ze za den utrzil v priméru 39 600 K¢ se smérodatnou odchylkou
5 060 K¢. Po zavedeni novych limondd provéfil stejnym zplisobem trzby v 11 ndhodné
vybranych dnech v témz regionu a zjistil primérny ptijem 41 200 K¢ se smérodatnou
odchylkou 4 310 K¢. Predpokladejte, ze trzby za stary typ limonad se fidi rozlozenim N(p,,
1) a trzby za novy typ limonad se Fidi rozloZenim N(j,, 6,%).

2 2

a) Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu Hy: 6—12 =1 proti Hi: 0—12 #= 1.
S S

b) Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu Hy: p; — pp = 0 proti Hy: py — pp #0.

ﬁeéenj:

ad a) Uloha vede na F-test. Vypocteme realizaci testového kritéria:
2 2

51—2 = % =1,3783, dale najdeme piislusné kvantily:

s, 4310

F,,(n, —1n, —-1)=F,,,(13,10)= 0,3077,F_,, (n, —1,n, —1)=F, 4,5(13,10) = 3,5832.
2

Protoze testové kritérium 1—2 = 1,3783 se nerealizuje v kritickém oboru
o)

W= (O; 0,3077> U <3,5 832; oo), nelze na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu o
shod¢ rozptylt.

ad b) Uloha vede na dvouvybérovy t-test. ProtoZe jsme na hlading vyznamnosti 0,05 nezamitli
hypotézu o shod& rozptyli, miizeme rozptyly 6,7, 6,° povazovat za shodné a za jejich odhad
vezmeme vazeny prumér vybérovych rozptyli

,  13-5060% +10-4310°

. = =22548165,217 .
23
Vypoéteme realizaci testového kritéria:
—m, ¢ 39600-41200 ~0.8363, 1, 4 (0, + 11, —2) = t 075 (23) = 2,0687
! +i 122548165, 2171/— —
Dy

Protoze testové kritérium -0,8363 se nereahzuje v kritickém oboru
W= (— o0; - 2,0687> U <2,0687 ; oo), na hladiné€ vyznamnosti 0,05 nelze zamitnout hypotézu

o shodé stfednich hodnot.

Kontrolni otazky

1. Kter¢ pivotové statistiky pouzivame pii feseni uloh o rozdilu stfednich hodnot a podilu
rozptylit dvou normalnich rozlozeni?

2. Jaké meze ma 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro podil smérodatnych
odchylek dvou normalnich rozlozeni?

3.V ¢em spociva rozdil mezi dvouvyberovym z-testem a dvouvybérovym t-testem?

4.V jakych situacich pouzivame dvouvybérovy t-test a v jakych a parovy t-test?

5. K ¢emu slouzi F-test?



Priklady

1. Bylo vylosovano 11 stejné starych selat téhoz plemene. Sesti z nich byla predepsana
vykrmna dieta €. 1 a zbylym péti vykrmna dieta €. 2. Primérné denni piirastky v Dg za dobu
pul roku jsou nasledujici:

dieta €. 1: 62, 54, 55, 60, 53, 58

dieta €. 2: 52, 56, 49, 50, 51.

Zjisténé hodnoty povazujeme za realizace dvou nezavislych nahodnych vybérti pochdzejicich
z rozlozeni N(p;, 6,%) a N(, 65°). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro podil
rozptylli a 95% empiricky interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot p; - po.
Vysledek:

2
0,1872 Dg” < R H 12,9541 Dg” s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

2
G,

0,99 Dg < - w < 9,81 Dg s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

2. Pro tdaje z ptikladu 1. testujte na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu, Ze ob¢ vykrmné
diety maji stejny vliv na hmotnostni ptirastky selat.

Vysledek:

Testujeme hypotézu Ho: 1y - po = 0 proti Hy: py - o #0

1. zptisob — pomoci intervalu spolehlivosti. 95% empiricky interval spolehlivosti pro p; - p, je
interval (0,99; 9,81). Neobsahuje nulu, proto Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.

2. zpusob — pomoci kritického oboru. Protoze testové kritérium se realizuje hodnotou 2,771,

ktera patifi do kritick¢ého oboru (— oo;—2,2622>u<2,2622; oo), Hy zamitame na hladiné

vyznamnosti 0,05.

3. Mame k dispozici relaizace dvou nezavislych nahodnych vybéra z rozlozeni N(u,, ¢°) a
N(u2, %) o rozsazich n; = 10, n, = 15. Vybérové pramdry se realizovaly hodnotami m; =
120,56, m, = 124,13, vybérové rozptyly hodnotami s)° = 9,14, s> = 8,95. Lze na zakladé
téchto vysledkll zamitnout na hladiné vyznamnosti 0,1 nulovou hypotézu Hy: p; - pp = 0 ve
prospéch oboustranné alternativy Hy: p; - pp # 0?

Vysledek: Nulovou hypotézu zamitdme na hladiné vyznamnosti 0,1.

4. (S) V restauraci "U bilého konicka" méfili ve 20 pfipadech cas obsluhy zadkaznika.
Vysledky v minutach: 6, 8, 11,4, 7, 6, 10, 6,9, 8, 5, 12, 13, 10, 9, 8, 7, 11, 10, 5.

V restauraci "Zlaty lev" bylo dané pozorovani uskutecnéno v 15 ptipadech s témito vysledky:
9,11,10,7,6,4,8,13,5,15,8,5,6, 8, 7.

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze stiedni hodnoty doby obsluhy jsou v obou
restauracich stejné. Uved’te hodnotu testové statistiky, pocet stupiili volnosti, p-hodnotu a
rozhodnuti o nulové hypotéze.

Vysledek:

Vzhled diagnostickych grafii svéd¢i o normalité dat v obou vybérech.

Nejprve je zapotiebi pomoci F-testu ovéfit shodu rozptyli. Realizace testového kritéria =
1,493, pocet stupni volnosti = 19 a 14, odpovidajici p-hodnota = 0,41044, hypotézu o shodé
rozptyll tedy nezamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Shodu stfednich hodnot otestujeme pomoci dvouvybérového t-testu. Realizace testového
kritéria = 0,1237, pocet stupiili volnosti = 33, odpovidajici p-hodnota = 0,9023, hypotézu o
shodé stfednich hodnot tedy nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.



