Kapitola 6.: Analyza rozptylu jednoduchého tridéni

6.1. Motivace
Zajimame se o problém, zda lze ur¢itym faktorem (tj. nominalni ndhodnou veli¢inou A)

vysvétlit variabilitu pozorovanych hodnot ndhodné veli¢iny X, ktera je intervalového ¢i po-
mérového typu. Napt. zkoumdme, zda metoda vyuky urcitého predmétu (faktor A) ovliviiuje
pocet bodl dosazenych studenty v zavérecném testu (ndhodna veli¢ina X).

Predpokladame, Ze faktor A ma r > 3 Grovni a i-t€ Grovni odpovida n; vysledki
Kitseros Xin » které tvoii nadhodny vybér z rozlozeni N(y;, 02), 1=1, ..., r a jednotlivé ndhodné
vybéry jsou stochasticky nezavislé, tedy X;; = p; + €, kde €;; jsou stochasticky nezavislé na-
hodné veli¢iny s rozlozenim N(0, 6°),i=1, ...,r,j=1, ..., ;.

Vysledky lze zapsat do tabulky

faktor A | vysledky

uroven 1 | X, ,....X,,
troven 2 | X,,,..., X,
urovenr | X ,...,X_

Na hladiné vyznamnosti a testujeme nulovou hypotézu, ktera tvrdi, ze vSechny stfedni
hodnoty jsou stejné proti alternativni hypotéze, ktera tvrdi, Ze aspon jedna dvojice stiednich
hodnot se 1i$i. Jedna se tedy o zobecnéni dvouvyberového t-testu a na prvni pohled se zda, ze

LT e, , i1 v o . . . 1w ,
staci utvofit (J dvojic ndhodnych vybéri a na kazdou dvojici aplikovat dvouvybérovy t-test.

Tento postup vSak nelze pouzit, nebot’ nezarucuje splnéni podminky, ze pravdépodobnost
chyby 1. druhu je a. Proto ve 30. letech 20. stoleti vytvofil R. A. Fisher metodu ANOVA
(analyza rozptylu, v popsané situaci konkrétné analyza rozptylu jednoduchého tiidéni), ktera
uvedenou podminku spliiuje.

Pokud na hladin€ vyznamnosti o zamitneme nulovou hypotézu, zajima nas, které¢ dvoji-
ce stfednich hodnot se od sebe 1isi. K feSeni tohoto problému slouzi metody mnohonasobného
porovnavani, napi. Scheffého nebo Tukeyova metoda.

6.2. Oznaceni

V analyze rozptylu jednoduchého tiidéni se pouziva nasledujici oznaceni.
T

n= Zni ... celkovy rozsah vSech r vybériu
i=1

X, = ZXU ... soucet hodnot v i-tém vybéru

=1

1 :
M, =—X, ... vybérovy primér v i-tém vybéru
n
X = ZZXU‘ ... soucet hodnot vSech vybérh

M = lX ... celkovy primér vSech r vybéri



6.3. Testovani hypotézy o shodé stifednich hodnot

Nahodné veli¢iny Xj; se fidi modelem
MO: Xjx=p+oi+gjproi=1,...,1r,j=1, ..., n;, pficemz
&;j Jsou stochasticky nezavislé ndhodné veli¢iny s rozloZzenim N(O, %),
u je spolecna cast sttedni hodnoty zavisle proménné veliCiny,
a; je efekt faktoru A na urovni 1.
Parametry p, a; nezname. Pozadujeme, aby platila tzv. reparametrizacni rovnice:

T

Zocizo.

i=1

Zavedeme soucty ctvercli

S, = ZZ (Xij -M )2 ... celkovy soucet ¢tverct (charakterizuje variabilitu jednotlivych po-
i=1 j=1
zorovani kolem celkového priiméru), ma pocet stupnid volnosti fr =n— 1,

S, = Zni (M, =M )’ ... skupinovy soudet étvercti (charakterizuje variabilitu mezi jednotli-
i=l1
vymi ndhodnymi vybéry), ma pocet stupiii volnosti f =r— 1,

S; = Z z (Xij -M, )2 ... rezidudlni soucet ¢tvercli (charakterizuje variabilitu uvnitf jednotli-
i=l j=1
vych vybérli), ma pocet stupiiit volnosti fg =n - r.
Lze dokazat, Ze St = Sa + Sg.
Scitanec (Mi. - M“) predstavuje bodovy odhad efektu o;.
Kdyby nezélezelo na faktoru A, platila by hypotéza a; = ... = o, = 0 a dostali bychom
model
MI: Xj; = p + ;.
Rozdil mezi modely MO a M1 ovétfujeme pomoci testové statistiky
S, /1,
S; /1,
znamnosti faktoru A tedy zamitneme na hladin€ vyznamnosti o, kdyz plati:
Fa>Fi4(r-1,n-1).
Vysledky vypoctl zapisujeme do tabulky analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni.

A , kterd se tidi rozlozenim F(r-1,n-r), je-li model M1 spravny. Hypotézu o nevy-

Zdroj variability |soucet ¢tvercl stupné volnosti  |podil |F
skupiny SA fA =r-1 SA/fA SA /fA
SE / fE
rezidualni SE fg =n-r Se/fe -
celkovy St fr=n-1 - -

6.4.Testy shody rozptyli
Pted provedenim analyzy rozptylu je zapotiebi ovéfit ptedpoklad o shod¢ rozptylt
v danych r vybérech.



6.4.1. Leveniv test
Polozme Z; = ‘Xij - Mi" . Oznacime

1 n; 1 roon roon r
M, = n_zzij’MZ = szzij’ Sz = ZZ(Zij -M,, )Z’SZA = Zni(MZi _MZ)Z .
i j=l i=l j=1 i=l j=1 i=1
Plati-1i hypotéza o shod¢ rozptyltl, pak statistika F, = w ~ F(r-1, n-r). Hy tedy zami-
Sze/ (n - r)

tdme na hladin€ vyznamnosti a, kdyz Fz > Fy(r-1, n-r).

6.4.2. Bartlettiv test
Plati-li hypotéza o shodé rozptyld, pak statistika

B= %{(n —1)InS.” - Zr:(ni ~1)In Siz} ma piiblizné rozlozeni y*(r-1), kde

i=1

C=1+ 3( 1)(2 b1 J,Siz = ! Zi:(Xij —Mi')2 je vybérovy rozptyl i-t¢ho vy-
r j—

‘o7 n, -1 n-r n, —193

béry,S,” = = =—L— je vazeny pramér vybérovych rozptyli.
n-r n-r
Hy zamitame na priblizné hlading vyznamnosti o, kdyz B > % o(r-1, n-r). Bartlettiiv test lze

pouzit, pokud rozsahy vSech vybért jsou aspon 7.

6.5. Metody mnohonasobného porovnavani
Zamitneme-li na hladiné vyznamnosti a hypotézu o shod¢ stfednich hodnot, chceme
zjistit, které dvojice sttednich hodnot se 1i8i na dané hladiné vyznamnosti a.

6.5.1. Tukeyova metoda
Maji-li vSechny vybéry tyz rozsah p (fikdme, Ze tfidéni je vyvazené), pouzijeme Tukeyovu
metodu: rovnost stfednich hodnot i a | zamitneme na hladiné vyznamnosti a, kdyz

S* . . .
M, - ML| >, (r, n-— r)ﬁ , kde hodnoty q;.4(1, n-r) jsou kvantily studentizovaného rozpéti

a najdeme je ve statistickych tabulkach.

6.5.2. Scheffého metoda
Nemaji-li vSechny vybeéry stejny rozsah, pouZijeme Scheffého metodu: rovnost sttednich hod-
not Ly a W zamitneme na hladin€ vyznamnosti o, kdyz

M, -M,|> S*\/(r—l{L—ijEq(r—l,n—r).
n

PR O

Pozor, miiZe nastat situace, kdy pfi zamitnuti Hy nenajdeme vyznamny rozdil u Zadné dvojice

vvvvvv

tzv. kontrast.



6.6. Priklad
U ¢tyt odrad brambor (oznacenych symboly A, B, C, D) se zjist'ovala celkova hmotnost
brambor vyrostlych vzdy z jednoho trsu. Vysledky (v kg):

odruda hmotnost

A 0,9 0,8 0,6 0,9

B 1,3 1,0 1,3

C 1,3 1,516 1,1 1,5
D 1,1 1,2 1,0

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, zZe stfedni hodnota hmotnosti trsu brambor
nezavisi na odriidé. Zamitnete-1li nulovou hypotézu, zjistéte, které dvojice odrid se lisi na hla-
din¢ vyznamnosti 0,05.

ReSeni

Data povazujeme za realizace Ctyt nezavislych ndhodnych vybérii ze ¢tyf normalnich
rozlozeni se stejnym rozptylem. Testujeme hypotézu, ze vSechny Ctyfi stfedni hodnoty jsou
stejné.
M; =08, My =12, M3 =14, My =1,1,M_=1,14,Sg =0,3, SA= 0,816, St = 1,116, F =
9,97, Fos5(3,11) = 3,59. ProtoZe testova statistika se realizuje v kritickém oboru, Hy zamitdme
na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vysledky zapiSeme do tabulky ANOVA

Zdroj variability | Soucet tvercli | Stupné volnosti | podil F

skupiny Sa=0,816 fa=3 Sa/3=10,272 S,/fs —0.97
SE /fE ,

rezidudlni Se=0,3 fg=11 Sp/11=0,02727 |-

celkovy Sr=1,116 fr=14 - -

Nyni pomoci Scheffého metody zjistime, které dvojice odrtd se lisi na hladin€¢ vyznam-
nosti 0,05.

Srovnavané odrady Rozdily |M .- M1A| Prava strana vzorce
A, B 0,4 0,41
A, C 0,67 0,36
A,D 0,3 0,41
B,C 0,2 0,40
B,D 0,1 0,44
C,D 0,3 0,40

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 se 1i8i odriidy A a C.




6.7. Vyznam predpokladu v analyze rozptylu

a) Nezavislost jednotlivych ndhodnych vybéri — velmi dalezity predpoklad, musi byt splnén,
jinak dostaneme nesmyslné vysledky.

b) Normalita — ANOVA neni pfilis$ citlivd na poruseni normality, zvlast’ pokud maji vSechny
vybéry rozsah nad 20 (dasledek centralni limitni véty). Pii vyraznéjSim poruseni normality se
doporucuje Kruskaltiv — Wallistv test.

¢) Shoda rozptylli — mirné poruSeni nevadi, pfi vétSim se doporucuje Kruskaliv — Wallistiv
test. Test shody rozptylii ma smysl provadét az po ovéteni predpokladu normality.

Kontrolni otazky

1. Jaky problém fesi analyza rozptylu jednoduchého ttidéni?

2. Jak je definovan celkovy, skupinovy a rezidudlni soucet ctvercii a co tyto soucty ¢tverct
charakterizuji?

3. Popiste zplisob testovani hypotézy o shod¢ stfednich hodnot.

4. Jak se testuje hypotéza o shod¢ rozptylt?

5. Které metody mnohonasobného porovnani se pouzivaji v analyze rozptylu jednoduchého
tiidéni?

6. Pojednejte o vyznamu piedpokladi v analyze rozptylu jednoduchého tiidéni.

Priklady

1. Jsou zndmy mésicni trzby (v tisicich K¢) tfi prodavact za dobu pul roku.

1. prodavac: 12 10 9 10 11 9

2.prodavac¢: 10 12 11 12 14 13

3. prodavac: 19 18 16 16 17 15

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze stfedni hodnoty trzeb vSech tii prodavact
jsou stejné. Pokud zamitneme nulovou hypotézu, zjistéte, trzby kterych dvou prodavaci se 1isi
na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vysledek:

M; =10,17, Mz =12, M3 =16,83, M_ =13, Sg = 27,7, Sa = 142,3, St =170, F = 38,58,
Fo.975(2,015) = 3,6823, Hy tedy zamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vysledky zapisSeme do tabulky ANOVA

Zdroj variability | Soucet Etvercli | Stupné volnosti | podil F

skupiny Sa=1423 fa=2 SAfa=71,17 | S, /f, _ 38 53
SE /fE ’

rezidualni SE = 27,7 fE =15 SE/fE = 1,84 -

celkovy Sr=170 fr=17 - -

Nyni pomoci Tukeyovy metody zjistime, které dvojice prodavaci se 1isi na hladin€ vyznam-
nosti 0,05.

Srovnévani prodavaci Rozdily |M - M1.| Prava strana vzorce
1,2 1,83 2,03
1,3 6,67* 2,03
2,3 4,83%* 2,03
S. /1,84 11,84
Prava strana: q,_, (r,n —1)—= = (,5(3,15) =483 =2,03,kde S.” = S =1,84

7

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 se lisi trzby prodavact 1, 3 a 2, 3.

7

76

n—r




2. Je dano pét nezavislych ndhodnych vybért o rozsazich 5, 7, 6, 8, 5, pficemz i-ty vybér
pochazi z rozlozeni N(p;,0%), i = 1, ..., 5. Byl vypoéten celkovy soudet &tverct St = 15 a rezi-
dudlni soucet ¢tvercli Sg = 3. Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu o shod¢ sttednich
hodnot.

Vysledek:

n=5+7+6+8+5=31,r=5,SA=S1—Sg=15-3=12

Fo SSA //((r - 1)) - ;% 2 = 26,F, 4, (4,26) = 2,9752
s/(n—t

Protoze F > F( 95(4,26), Hy zamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

3. Je déna neuplna tabulka ANOVA. Misto otaznikl dopliite chybéjici ¢isla.

zdroj variability soucet ¢tverct | stupné€ volnosti | podil F
skupiny ? 2 ? ?
rezidudlni 16,033 ? ? -
celkovy 17,301 35 - -
Vysledek:
zdroj variability soucet Ctvercl | stupné volnosti | podil F
skupiny 1,268 2 0,634 1,304
rezidudlni 16,033 33 0,486 -
celkovy 17,301 35 - -

4. (S) Studenti byli vyu€ovani pfedmétu za vyuZiti péti pedagogickych metod: tradiéni zpi-
sob, programova vyuka, audiotechnika, audiovizualni technika a vizualni technika. Z kazdé
skupiny byl vybran ndhodny vzorek studentii a vSichni byli podrobeni témuz pisemnému tes-
tu. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze znalosti v§ech studenttl jsou stejné a
nezavisi na pouzité pedagogické metod¢. V piipad€ zamitnuti nulové hypotézy zjistcte, které
vybéry se 1isi na hladiné vyznamnosti 0,05.

metoda pocet bodli

tradi¢ni 76,2 48,3 85,1 63,7 91,6 87,2
programova 85,2 74,3 76,5 80,3 67,4 67,9 72,1 60,4
audio 67,3 60,1 55,4 72,3 40

audiovizudlni 75,8 81,6 90,3 78 67,8 57,6

vizualni 50,5 70,2 88,8 67,1 77,7 73,9

Vysledek:

Vsech pét nahodnych vybérti ma rozlozeni blizké normalnimu rozlozeni. Leventiv test shody
rozptylii ma testové kritérium 0,819, pocet stupiiti volnosti je 4 a 26, odpovidajici p-hodnota
je 0,5248, tedy na hlading vyznamnosti 0,05 hypotézu o shod¢ rozptylii nezamitdme. Analyza
rozptylu ma testové kritérium 1,6236, pocet stupiii volnosti je 4 a 26, odpovidajici p-hodnota
je 0,1983, tedy na hladiné vyznamnosti 0,05 hypotézu o shod¢ stfednich hodnot nezamitame.
Znamena to, Ze na hlading vyznamnosti 0,05 se neprokazaly odliSnosti ve znalostech studentt.



5. (S) Pan Novak muze cestovat z mista bydlist€ do mista pracovisté tfemi riznymi zpiisoby:
tramvaji (zptisob A), autobusem (zpiisob B) a metrem s naslednym pifestupem na tramvaj
(zptisob C). Mame k dispozici jeho naméfené Casy cestovani do prace v dob¢ ranni $picky
(v€etné ¢ekani na piisluSny spoj) v minutach.

Zpusob A: 32, 39,42, 37, 34, 38

Zpisob B: 30, 34, 28, 26, 32

Zpusob C: 40, 37, 31, 39, 38, 33, 34

Pro vSechny tfi zplisoby dopravy vypoctéte primérné ¢asy cestovani. Na hladin€ vyznamnosti
0,05 testujte hypotézu, ze doba cestovani do prace nezavisi na zptisobu dopravy. V ptipadé
zamitnuti nulové hypotézy zjistéte, které zptisoby dopravy do prace se od sebe lisi na hladiné
vyznamnosti 0,05.

Vysledek:

Primérné Casy cestovani pro tii zptisoby dopravy jsou 37 min, 30 min, 36 min.

Vsechny tfi ndhodné vybéry maji rozlozeni blizké normalnimu rozlozeni. Leventv test shody
rozptyli ma testové kritérium 0,1054, pocet stupnd volnosti je 2 a 15, odpovidajici p-hodnota
7€ 0,9007, tedy na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu o shod¢€ rozptylii nezamitdme. Analyza
rozptylu ma testové kritérium 6,7151, pocet stupna volnosti je 2 a 15, odpovidajici p-hodnota
je 0,0083, tedy na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu o shod¢ stfednich hodnot zamitdme.
Scheffého metoda mnohondsobného porovnavani prokazala na hladiné vyznamnosti 0,05 roz-
dil mezi zplisoby A a B a mezi zptisoby Ba C.



