Kapitola 7. : Poradové testy o medianech

7.1. Motivace

Pti pouzivani t-testli €i analyzy rozptylu by mél byt splnén pfedpoklad normality dat.
Pro vybéry vétsich rozsahti (n > 30) nemd mirné poruseni normality zadvazny dopad na vy-
sledky. Nékdy se vsak setkdvame s vybéry malych rozsaht, které pochazeji z vyrazné nenor-
malnich rozloZeni. Pro praci s nimi byly vytvofeny tzv. neparametrické testy, které nevyzaduji
piedpoklad o konkrétnim typu rozloZeni (napt. normalnim), staci napt. predpokladat, ze dis-
tribu¢ni funkce rozlozeni, z néhoz ndhodny vybér pochazi, je spojita.

Tyto neparametrické testy se rovnéz pouzivaji v situacich, kdy zkoumana data nemaji
intervalovy ¢i pomérovy charakter, ale pouze ordindlni charakter.

Ve srovnani s klasickymi parametrickymi testy jsou vSak neparametrické testy slabsi,
tzn., ze nepravdivou hypotézu zamitaji s mensi pravdépodobnosti neZ testy parametrické.

V této kapitole se omezime na ty neparametrické testy, které jsou zaloZzeny na potadi a
tykaji se medianli. Nazyvaji se poradové testy.

7.2. Poradi ¢isla v posloupnosti ¢isel
7.2.1. Pojem poradi

Necht xy, ..., X, je posloupnost realnych Cisel.
a) Jsou-li Cisla navzdjem riznd, pak pofadim R; ¢isla x; rozumime pocet téch Cisel x;, ..., X,
ktera jsou mensi nebo rovna cislu x;.
b) Vyskytuji-li se mezi danymi Cisly skupinky stejnych ¢isel, pak kazdé takové skupince pii-
fadime prumérné poradi.

7.2.2. Priklad

a) Jsou dana Cisla 9, 4,
b) Jsou déna Cisla 6, 7,
ReSeni
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5,7, 3, 1. Stanovte poradi téchto cisel.
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7.3. Jednovybérové poradové testy
Jde o neparametrické obdoby jednovybérového t-testu a parového t-testu.

7.3.1. Jednovybérovy Wilcoxoniiv test

Necht X, ..., X, je nahodny vybér ze spojitého rozlozeni s hustotou ¢(x), kterd je syme-
tricka kolem medidnu Xg 50, tj. (X050 + X) = @(Xo,50 - X). Necht’ ¢ je redlna konstanta. Testujeme
hypotézu Hy: X¢ 50 = ¢ proti oboustranné alternativé H;: Xo 50 # ¢ (resp. proti levostranné alter-
nativé Hi: Xg50 < ¢ resp. proti pravostranné alternativé H;: Xo 50 > ¢).

Utvotime rozdily Y; = X; —c, 1= 1, ..., n. (Jsou-li nékteré rozdily nulové, pak za n bere-
me jen pocet nenulovych hodnot.)



Absolutni hodnoty | Y; | usporadame vzestupné podle velikosti a spoc¢teme poradi R;.

Zavedeme statistiku Sy, " = Z:Ri+ , coZ je soucet poradi ptes kladné hodnoty Y;. Ana-
Y, >0
logicky zavedeme statistiku S, = Z R, , coz je soucet potadi pies zaporné hodnoty Yi.
Y, <0
Pfitom plati, ze soucet Sw + Sw = n(n+1)/2. Za platnosti Hy statistika Sw' ma stfedni hod-
notu E(Sw") = n(n+1)/4 a rozptyl D(Sw') = n(n+1)(2n+1)/24.

Hp zamitdme na hladin¢ vyznamnosti a, kdyz testova statistika je mensi nebo rovna ta-
belované kritické hodnoté. Testova statistika = min(Sw ", Sw’) pro oboustrannou alternativu, =
Sw' pro levostrannou alternativu, = Sy’ pro pravostrannou alternativu.

Pro n > 30 Ize vyuzit asymptotické normality statistiky Sy . Plati-li H, pak

Sy’ —E[Sy ") Sy’ -t
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tvar: W = (— 0, —U_, /2> U <u /25 oo). (Analogicky pro jednostranné alternativy.) Hy zami-

U, = ~ N(0,1). Kriticky obor pro oboustrannou alternativu ma

tdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz U, e W.

Wilcoxontv test se hodi jen pro vybér ze symetrického rozloZeni. Neni-li tento piedpo-
klad splnén, lze pouzit napt. znaménkovy test (viz doporucena literatura, str. 193).

7.3.2. Piiklad

U 12 nahodné zemi bylo zji$téno procento populace starsi 60 let: 4,9 6,0 6,9 17,6 4,5
12,3 5,7 5,3 9,6 13,5 15,7 7,7. Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze median
procenta populace starsi 60 let je 12 proti oboustranné alternative.
Reseni

Vypocteme rozdily pozorovanych hodnot od ¢isla 12: -7,1 -6,0 -5,1 5,6 -7,5 0,3 -6,3
-6,7 -2,4 1,5 3,7 -4,3. Absolutni hodnoty téchto rozdili uspofadame vzestupné podle veli-
kosti. Kladné rozdily pfitom oznac¢ime tucné:
usp. | xi—12] 0,3 1,5 24 3,7 43 -51 56 -6 -63 -6,7 -7,1 -7,5
poradi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Sw =14, Sw =64, n =12, a= 0,05, tabelovana kriticka hodnota = 13, testova statistika =
min(Sw', Sw) = min(14,64) = 14. Protoze 14 > 13, Hy nezamitiame na hladiné vyznamnosti
0,05.

7.3.3. Parovy Wilcoxoniiv test

Necht’ (X1, Y1), ..., (Xa Yy) je ndhodny vybér ze spojitého dvourozmérného rozlozeni.
Testujeme Ho: Xo.50 - ¥.50 = ¢ proti Hi: X050 - Yos0 # ¢ (resp. proti jednostrannym alternati-
vam). Utvotime rozdily Z; = X; - Y;, 1 =1, ..., n a testujeme hypotézu o medidnu z s, tj.
Ho: zos0 = ¢ proti Hy: g 50 # C.

7.3.4. Piiklad

K zjisténi cenovych rozdilti mezi uréitymi dvéma druhy zbozi bylo ndhodné vybrano 15
prodejen a byly zjistény ceny zbozi A a ceny zbozi B: (11,10), (14,11), (11,9), (13,9), (11,9),
(10,9), (12,10), (10,8), (12,11), (11,9), (13,10), (14,10), (14,12), (19,15), (14,12). Na hladiné
vyznamnosti 0,05 je tfeba testovat hypotézu, ze medidn cenovych rozdila ¢ini 3 K¢.

ReSeni:
Jedna se o parovy test. Vypocteme rozdily mezi cenou zboZzi A a cenou zbozi B, ¢imz
ulohu pfevedeme na jednovybérovy test. VypocCty uspofadame do tabulky:



¢. prodejny | cena zbozi A | cena zbozi B |rozdil| |rozdil-medidn| | potadi

1 11 10 1 2 12
2 14 11 3 0 -

3 11 9 2 1 5,5
4 13 9 4 1 5,5
5 11 9 2 1 5,5
6 10 9 1 2 12
7 12 10 2 1 5,5
8 10 8 2 1 5,5
9 12 11 1 2 12
10 11 9 2 1 5,5
11 13 10 3 0 -

12 14 10 4 1 5,5
13 14 12 2 1 5,5
14 19 15 4 1 5,5
15 14 12 2 1 5,5

Tucné jsou vytisténa potadi pro kladné hodnoty rozdil-median.

Sw' =16,5, Sw =74,5, n= 13, a.= 0,05, tabelovana kriticka hodnota = 17, testova statistika =
min(Sw’, Sw) = min(16,5; 74,5) = 16,5. Protoze 16,5 < 17, Hy zamitame na hladiné vyznam-
nosti 0,05.

7.4. Dvouvybérové poradové testy
Jedna se o neparametrickou obdobu dvouvybérového t-testu.

7.4.1. Dvouvybérovy Wilcoxoniv test
Necht X, ..., Xna Y1, ..., Ym jsou dva nezavislé ndhodné vybéry ze dvou spojitych roz-
loZenti, jejichZ distribu¢ni funkce se mohou liSit pouze posunutim. Oznacme X 5o median prv-
niho rozlozeni a yy 5o median druhého rozlozeni. Testujeme hypotézu, ze distribucni funkce
téchto rozlozeni jsou shodné neboli medidny jsou shodné proti alternative, ze jsou rozdilné.
Vsech n + m hodnot X3, ..., Xya Yy, ..., Y, uspofddame vzestupné podle velikosti. Zjis-
time soucet poradi hodnot X, ..., X, a ozna¢ime ho T,. Soucet poradi hodnot Yy, ..., Y, 0zna-
¢ime T,. Vypocteme statistiky U, = mn + n(n+1)/2 - T, , Uy = mn + m(m+1)/2 - T,.
Ptitom plati U, + U, = mn. Pokud min(U,,U,) < tabelovana kriticka hodnota (pro dan¢ rozsa-

hy vybérii m, n a dané a)), pak nulovou hypotézu o totoznosti obou distribu¢nich funkei zami-
tame na hladin¢€ vyznamnosti o.
Pro velka n, m (prakticky n, m > 30) Ize vyuzit asymptotické normality statistiky Uj.

mn
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ky obor pro oboustrannou alternativu mé tvar: W = (— 0, —U,_, /2> U <u1_a 12,0). (Analogicky

V piipad¢ platnosti Hy ma statistika U, = asymptoticky rozlozeni N(0,1). Kritic-

pro jednostranné alternativy.) Hy zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz
U, eW.

Dvouvybérovy Wilcoxoniiv test se pouziva v situacich, kdy distribu¢ni funkce rozloze-
ni, z nichz dané dva nezavislé¢ ndhodné vybéry pochdzeji, se mohou liit pouze posunutim.



7.4.2. Priklad

Bylo vybrano 10 poli stejné kvality. Na ¢tyfech z nich se zkousel novy zptisob hnojeni,
zbylych Sest bylo osetieno starym zptisobem. Pole byla oseta pSenici a sledoval se jeji hekta-
rovy vynos. Je tieba zjistit, zda novy zplisob hnojeni ma tyZ vliv na primérné hektarové vy-
nosy psenice jako stary zptisob hnojeni.
hektarové vynosy pii novém zplsobu: 51 52 49 55
hektarové vynosy pii starém zpusobu: 45 54 48 44 53 50

ReSeni

usp. hodnoty 44 45 48 49 50 51 52 53 54 55
potadi x-ovych hodnot 4 6 7 10
potadi y-ovych hodnot 1 2 3 5 8 9

T,=4+6+7+10=27,T,=1+2+3+5+8+9=28

U =46+452-27=7,U,=4.6+6.7/2-28=17

Kritickd hodnota pro a = 0,05, min(4,6) = 4, max(4,6) = 6 je 2. Protoze min(7,17) > 2, nemu-
zeme na hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, Ze novy zplisob hnojeni mé na hekta-
rové vynosy pSenice stejny vliv jako stary zpusob.

Upozornéni: Ve STATISTICE je dvouvybérovy Wilcoxontv test uveden pod nadzvem Man-
niv — Whitneytiv test.

7.5. Kruskaliv — Wallisiiv test a medianovy test (neparametrické obdoby
analyzy rozptylu jednoduchého tridéni)

7.5.1. Formulace problému

Necht’ je dano r > 3 nezavislych nahodnych vybéri o rozsazich ny, ..., n.. Pfedpoklada-
me, Ze tyto vybéry pochazeji ze spojitych rozlozeni. Ozna¢me n =n, + ... + n. Chceme testo-
vat hypotézu, Ze vSechny tyto vybéry pochazeji z téhoz rozlozeni.

7.5.2. Kruskaliiv — Wallistiv test
Vsech n hodnot sefadime do rostouci posloupnosti a ur¢ime poradi kazdé hodnoty.
Ozna¢me Tj soucet pofadi téch hodnot, které patfi do j-teho vybéru, j =1, ..., r (kontrola: musi
2

r T.
platit T, + ... + T = n(n+1)/2). Testova statistika ma tvar: Q = 12 Z 1 _3(n+1).Pla-
' n(n+1) 5 n;

ti-li Hp, ma statistika Q asymptoticky rozlozeni Xz(r-l). H, tedy zamitneme na asymptotické

hladin¢é vyznamnosti o, kdyz Q > x4 2(r-1).

7.5.3. Medianovy test

R 2

Testova statistika ma tvar Q,, = 424. —n, kde P; je pocet hodnot v j-tém vybéru,
=1 1
které jsou vétsi nebo rovny medianu vypoctenému ze vSech n hodnot. Plati-li Hy, ma statistika
Qu asymptoticky rozlozeni y*(r-1). H, tedy zamitneme na asymptotické hladin€ vyznamnosti

o, kdyZ Qm > %1« 2(r—l).



7.5.4. Metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li Hy, zajima nas, které dvojice ndhodnych vybéri se 1i$i na zvolené hladiné
vyznamnosti.
a) Neményiho metoda
Pouziva se v ptipad¢, ze vSechny vybéry maji tyz rozsah p. Je-li | T - Tk | > tabelovana kri-
ticka hodnota (pro dané p, r, a ), pak na hladiné vyznamnosti a zamitame hypotézu, ze 1-ty a
k-ty vybér pochazeji z téhoz rozlozeni.
b) Obecna metoda mnohonasobného porovnavani
Jestlize |Tl - Tk| > \/é (L + Ljn(n + Dhyy (o) , pak na hladin¢ vyznamnosti a zamitame

n; Ny

hypotézu, Ze 1-ty a k-ty vybér pochéazeji z té¢hoz rozlozeni. Kritickou hodnotu hxw(a) najdeme
ve specialnich statistickych tabulkéach. Pti vétSich rozsazich vybért je mozno ji nahradit kvan-
tilem ). 2(r— ).

7.5.5. Priklad

V roce 1980 byly ziskéany tfi nezavislé vybéry obsahujici idaje o primérnych ro¢nich
prijmech (v tisicich dolarit) ¢tyt socidlnich skupin ve tiech riznych oblastech USA.
jizni oblast: 6 10 15 29
pacifickd oblast: 11 13 17 131
severovychodni oblast: 7 14 28 25
Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze ptijmy v téchto oblastech se nelisi. Zamit-
nete-1i nulovou hypotézu, vySetiete, které dvojice vybért se od sebe 1isi na hladiné vyznam-
nosti 0,05.

ReSeni
Kruskaluv — Wallistv test

Usp.hodnoty 6(7/10[11]13]14[15]17]|25|28(29|131
Potadi l.vybéru|l| |3 7 11
Poradi 2.vybéru 4 |5 8 12
Poradi 3.vybéru| |2 6 9 110

12 (22% 29% 272
+ +
12-13| 4 4 4

Protoze Q < 5,991, Hy nezamitame na asymptotické hladin€¢ vyznamnosti 0,05. Rozdily mezi
prumérnymi ro¢nimi piijmy v uvedenych tfech oblastech se neprokézaly.

T,=22,T,=29,T3=27, Q= —3.13=0,5, x5 (2) = 5,991.

Medidnovy test

Median vSech 12 hodnot je 14,5. V 1. vybéru lezi nad medianem 2 hodnoty, ve 2. vybéru 2
hodnoty, ve 3. vybéru 2 hodnoty. Testova statistika Q, = 4[% (22 +2%2 427 )} -12=0, odpo-

vidajici kvantil g 95 2(2) = 5,991. Protoze Qu < 5,991, Hy nezamitame na asymptotické hladi-
né¢ vyznamnosti 0,05.



Kontrolni otazky

. V jakych situacich pouzivame neparametrické testy?

. Jaka je nevyhoda neparametrickych testl oproti testim parametrickym?
. Jak vypocitame poradi ¢isla v dané posloupnostiu ¢isel?

. Popiste rozdil mezi jednovybérovym a parovym Wilcoxonovym testem.
. Jaké podminky musi byt splnény pro dvouvybérovy Wilcoxoniiv test?

. K ¢emu slouzi Kruskaliiv-Wallistv test?

. Jak provedeme medianovy test?

. Které metody mnohonasobného porovnévani znate?

O ON VN B~ W=

Priklady

1. U 10 ndhodné vybranych vzorki benzinu byly zjiStény nasledujici hodnoty oktanového
Cisla: 98,2 96,8 96,3 99,8 96,9 98,6 95,6 97,1 97,7 98,0. Na hladin¢ vyznamnosti
0,05 testujte hypotézu, Ze medidn oktanového ¢isla je 98 proti oboustranné alternative.
Vysledek:

Pouzijeme jednovybérovy Wilcoxontlv test. Testova statistika se realizuje hodnotou 12, tabe-
lovana kritickd hodnota pro o = 0,05 aa =9 je 5. Protoze 12 > 5, Hy nezamitdme na hladin¢
vyznamnosti 0,05.

2. Vyrobce urcitého vyrobku se ma rozhodnout mezi dvéma dodavateli polotovart vyrabg;ji-
cich je riznymi technologiemi. Rozhodujici je procentni obsah urcité latky.

1. technologie: 1,52 1,57 1,71 1,34 1,68

2. technologie: 1,75 1,67 1,56 1,66 1,72 1,79 1,64 1,55

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 posud’te pomoci dvouvybérového Wilcoxonova testu, zda je
opravnény piedpoklad, ze ob¢ technologie poskytuji stejné procento ucinné latky.

Vysledek:

Testova statistika se realizuje hodnotou 12, tabelovana kriticka hodnota pro a = 0,05, min(5,8)
=5, max(5,8) = 8 je 6. Protoze min(28,12) > 2, nemiiZzeme na hladin€ vyznamnosti 0,05 za-
mitnout hypotézu, Ze ob¢ technologie poskytuji stejné procento ucinné latky.

3. Vyrobce kolact v prasku ma 4 nové recepty a chce zjistit, zda se jejich kvalita lisi. Upekl
proto 5 kolact z kazdého druhu a dal je poroté k ohodnoceni.

recept A: 72 88 70 87 71,

recept B: 85 89 86 82 &8,

recept C: 94 94 88 87 &9,

recept D: 91 93 92 95 94.

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze recepty se nelisi.

Vysledek:

Pouzijeme Kruskaltiv — Wallistiv test. VSech 20 hodnot uspofadame vzestupné podle velikosti
a stanovime soucet potadi pro recepty A, B, C, D: T; = 23,5, T, = 37,5, T3 = 66, T4 = 83. Tes-
tova statistika:

12 (235* 375% 66> 837 >
TR S + -3.21=1245, 3)=17,81. Protoze Q > 7,81,
20-21( 5 5 5 5 wos (9 ?

Hy zamitdme na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05. Neményiho metoda prokazala, Ze na
hladiné vyznamnosti 0,05 se lisi recepty A a D.

Q=




4. (S) U osmi osob byl zméfen systolicky krevni tlak pied pokusem a po ném.

¢.osoby 1 2 3 4 5 6 7 8

tlak pred 130 185 162 136 147 181 128 139

tlak po 139 190 175 135 155 175 158 149

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze pokus neovlivni systolicky krevni tlak
Vysledek:

Péarovy Wilcoxontiv test poskytl p-hodnotu 0,04995, tedy Hy zamitdme na hladiné¢ vyznam-
nosti 0,05.

5. (S) Majitel obchodu chtél zjistit, zda velikost nakupti (v dolarech) placenych kreditnimi
kartami Master/EuroCard a Visa jsou pfiblizn¢ stejné. Nahodn¢ vybral 7 nakupti placenych
Master/EuroCard: 42 77 46 73 78 33 37 a9 placenych Visou: 39 10 119 68 76 126 53
79 102. Lze na hladin€ vyznamnosti 0,05 tvrdit, ze medidny nakupti placenych témito dvéma
typy karet se shoduji?

Vysledek:

Dvouvybérovy Wilcoxonilv test poskytl p-hodnotu 0,2523, Hy tedy nezamitdme na hladiné
vyznamnosti 0,05.

6. (S) Z produkce tfi podnikii vyrabgjicich televizory bylo vylosovano 10, 8 a 12 kusi. Byly
ziskany nasledujici vysledky zjistovani citlivosti téchto televizorii v mikrovoltech:

1.podnik: 420 560 600 490 550 570 340 480 510 460

2.podnik: 400 420 580 470 470 500 520 530

3.podnik: 450 700 630 590 420 590 610 540 740 690 540 670

Oveéite na hladiné vyznamnosti 0,05 hypotézu o shod¢ urovné citlivosti televizort v jednotli-
vych podnicich.

Vysledek:

K-W test poskytl testovou statistiku 3,2043, pocet stupiii volnosti = 2, odpovidajici p-hodnota
=0,0165, Hy zamitdme na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05. Lisi se vyrobky podnika 2
a3.



