3. Dvoufaktorova diferencovatelna produkéni funkce a jeji charakteristiky

V dalsim useku vykladu o produkénich funkcich zamérné€ u€inime dva docasné piedpoklady:
Jednak budeme predpokladat - z divodu matematické vyhodnosti umoziiujici operovat s ale-
spofi prvnimi dvéma parcialnimi derivacemi produkéni funkce , ze :

(a) Produkéni funkce je dvakrat spojité diferencovatelnd, tzn. pro jeji analyticky tvar existuji
vSechny spojité parcialni derivace asponl do druhého fadu vcetné, jednak se

(b) Omezime na analyzu produkéni funkce, kterd méa pouze dva vyrobni faktory/argumenty : v
definicich 1 pfi znaceni uplatnime dva typické vyrobni faktory, a to praci L a kapital K .

Reknéme hned v Gvodu, e dvoji spojita diferencovatelnost produkéni funkce nevyplyva bez-
prostiedné z zadnych elementarnich vlastnosti produk¢énich mnozin (vstupt ani vystupt) a ze
pro nékteré z dale definovanych pojmi (napf. pro mezni produktivity) by bylo mozno rovno-
cenné zavést jejich “konecné malé ” ekvivalenty.

V takovémto pfipadé bude tedy mit (dvakrat spojité diferencovatelna) produkéni funkce
obecny tvar

Y=F(K,La, B x.96,..),

kde K vyjadiuje kapital, L praci a pismena fecké abecedy (pocCinaje « ) prislusSné parametry
produkeni funkce. Pocet 1 umisténi téchto parametri bude zaviset na tvaru konkrétni nelinea-
rity, kterou pouzijeme k popisu technologie odpovidajici produkéni funkci F () .

Definice 5 Prvni parcialni derivace produkéni funkce podle kazdého vyrobniho faktoru vycis-
lena v nékterém pevném bodé [ (K ,L) faktorového prostoru je nazyvana mezni (marginalni)
produktivita vyrobniho faktoru (tj. prace nebo kapitalu) v tomto bodé. Mezni produktivity bu-

deme znacit
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Ptirozené, kazda mezni produktivita mize byt podstatnou mérou zavisla na faktorové kombi-
naci (K O,LO) vniz je vycislovana. Podle predpokladu o neklesajici produkéni funkci
F (K , L) v obou faktorech je mezni produktivita kazdého vyrobniho faktoru vzdy nezaporna.
Ptipousti se tedy moznost dosazeni ur€ité saturacni irovné “uzite€nosti” nekteré¢ho vyrobniho
faktoru, po jejimz prekroCeni se produkce jiz dale nezvySuje. Z mikroekonomické reality 1ze
zajisté jmenovat pripady, kdy po nabyti jisté optimalni trovné urcitého vyrobniho faktoru
mezni uzitek neroste €1 dokonce klesa. Takovéto pfipady (souvisejici zpravidla s technickou,
nikoliv ekonomickou strankou vyrobniho procesu) vsak zde nepfipoustime .

m,
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Definice 6 Soucin mezni produktivity vyrobniho faktoru a velikosti tohoto faktoru nazyvame
ucast faktoru na produkci (zkracené jen Uéast ) a zna¢ime v, . Formalnim zapisem tedy

Ugast lze povazovat - obrazng feeno — za hodnotovy ptispévek piislusného faktoru k hodnoté
produkce. Je pfimo imérna jednak nasazenému mnozstvi faktoru, jednak mezni produktivité
faktoru.

Pojem ucasti faktoru na produkci — jak nize ukazeme — nabyva zasadni dulezitosti
v souvislosti s linearni homogenitou produkéni funkce. Pokud je produkéni funkce linearné
homogenni, 1ze na zakladé platnosti Eulerovy véty hodnotu produkce (uvazujeme-li pouze
dva vyrobni faktory) zapsat jako



oF(K°,L° oF(K°,L°)

(2.3) F(K0 L )z L) K° + = L0 nebo také struénéji
oK oL

(2.3A) F(K,L)= vy + Vv,

V tomto pfipadé lze provést uplny aditivni rozklad funkéni hodnoty na jednotlivé faktorové

ucasti. Vyznam obou téchto veli¢in je patrny pfimo z jejich definice : veli¢ina e, nam poda-

va informaci o tom, o kolik % se zvysi produkce, jestlize se mnozstvi rozklad produkce na

ucasti jednotlivych vyrobnich faktort. Zobecnéni (2.3A) pro vicefaktorovou produk¢ni funk-
cije zfejmé.

Definice 7 Podil relativni zmény produkce a relativni zmény vyrobniho Cinitele nazyvame
koeficient pruznosti (elasticity) produkce vzhledem k praci resp. kapitalu. V zapise tedy
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pouzité¢ho kapitalu zvysi o 1%. Totéz plati, mutatis mutandis, pro koeficient pruznosti e, .

€L

Oba koeficienty pruznosti jsou bezrozmérné veli€iny, které popisuji citlivost celkové produk-
ce vuci individualnimu pfinosu kazdého z obou vyrobnich faktora.

Uvazujme dale, ze u dvoufaktorové produkéni funkce F(K,L) budeme proporéné zvysovat

mnozstvi dosazovanych vyrobnich faktord, tj. kazdy z argumenti vynasobime hodnotou

A >1. Potom podle charakteru vyvoje produkce pfi této proporéni zméné rozli§ime tfi za-
kladni moznosti :

Definice 8 Jestlize pro libovolna K,L a A > 1 bude platit nerovnost

a) o- F(K,L) = F(/IK,/?,L), kde 0 < A, tekneme, ze
produkéni funkce vykazuje klesajici vynosy z rozsahu vyroby. V piipadé, ze plati

b) o- F(K,L) = F(/IK,/?,L), pii 0 = A, ftekneme, Ze
jde o produkéni funkci s konstantnimi vynosy z rozsahu vyroby. Pokud

c) o- F(K,L) = F(/IK,/?,L), kde 0 > A, tekneme, ze
produkéni funkce se vyznacuje rostoucimi vynosy z rozsahu vyroby.

Poznamka 1 Empirické provéreni, zda v realné vyrobni situaci plati pfipad a), b) nebo c), je
omezeno na uréité rozmezi hodnot A . Je-li produkéni funkce popsana analytickym funk&nim
tvarem (napf. dvoufaktorovou mocninnou funkci), predpoklada se timto zpravidla zarazeni
této produkéni funkce mezi néktery z uvedenych tii piipada pro libovolné A >1, coz s pred-
chozim nemusi korespondovat.

Poznamka 2 Specifictéjsim indikatorem vysetfovani zavislosti ristu produkce na proporénim
zvySovani vyrobnich faktort je homogenita produkéni funkce, ktera ovSem predpoklada pres-
né&ji vymezeny typ zavislosti ristu produkce na zvétsovani A. Pouze v ptipadé konstantnich
vynosu z rozsahu produkce, tj. pfipad b) , se tato situace kryje s dale zavedenym pojmem li-
nearni homogenity (téz homogenity 1. stupn¢).



Definice 9 Produk¢ni funkci nazveme homogenni s -tého stupné, jestlize pro libovolna dosa-
zeni vyrobnich faktorid K,L z faktorového prostoru a libovolné kladné A plati

(2.5) F(AK, AL)= £F(K,L)

pro n¢jakou konstantu s, jejiz ptipustny rozsah je zpravidla zdola omezen hodnotou —1. V
ptipadé, ze § =1, mluvime o linearné homogenni (produkéni) funkci.

Homogenni funkce tvofi dilezitou tfidu mezi produk¢nimi funkcemi. Jednou z vlastnosti li-
nearné¢ homogenni funkce je napf. ta, ze vedeme-li polopfimku (paprsek) z poc¢atku soutradnic
napfi¢ faktorovym prostorem, pak te¢ny k izokvantam vedené v bodech, kde tento paprsek
protina jednotlivé izokvanty, jsou navzajem rovnobézné.

Definice 10 Podil dvou meznich produktivit My, M v neékterém bodé faktorového prostoru
se nazyva mezni (marginalni) mira substituce mezi praci L a kapitalem K .Znacime ji I,
m,

(2.6) My =—=
KL mK

Jak je z definice 10 patrno, mezni mira substituce je ve vztahu k poradi vyrobnich faktort
reciprokd, tzn. obratime-li postaveni prace a kapitalu v substitu¢nim vztahu, obdrzime prevra-
cenou hodnotu plivodni Iy . Podotknéme, ze hodnota mezni miry substituce miize silné zavi-

set na tom, ve kterém bod¢ faktorového prostoru ji vyc€islujeme. Pro mezni miru substituce
plati stejné jako v ptipadé uzitkové funkce vztah :

_dK
dL ’

jehoz vyvozeni je taktéz zcela shodné se zminénym pfipadem :.

( 26A) I'KL =

Predpokladejme, ze mame prirGistek produkce aditivné rozdélen do dvou dil¢ich vliva. V sou-
ladu s pfijatym rozkladem totalniho diferencialu dF(K0 ,LO) piSme :

oF(K,L° oFIK°,L°
)
oL

dF(K°,L°)= S K dL

pfiCemz pro zkraceni notace piSme obé€ parcialni derivace jako [, resp. [, . Pii pohybu po
izokvanté nedochazi ke zméné velikosti produkce, plati tedy dF’ (K ,L) =0. Odtud tedy :

FKOL) m dK
KoL) mye  dL

Zde tedy vidime, Ze mezni miru substituce mizeme formulovat v pojmech parcialnich deriva-
ci stejné€ dobie jako v pojmech konecnych prirtstka (abytkt) vyrobnich faktord pii pohybu po
izokvanté. Definicni vyraz (2.6) muze slouzit k pfimému vypoctu mezni miry substituce,
zname-li analyticky tvar produkéni funkce, zatimco prednost vyjadieni (2.6A) spociva
v moznosti pribliZit charakteristiku I graficky v prostfedi izokvant produkcni funkce. Za-

porné znaménko v (2.6A) vystihuje skuteCnost, ze substituce (s udrzenim na téze izokvant¢)
znamena zvySeni mnozstvi K jako nutnou kompenzaci pii snizeni L resp. vice versa.
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Poznamka 3 Definovani mezni miry substituce jako podilu —* je - co do vyjadreni, ktera
K

mezni produktivita ma byt v Citateli a kterd ve jmenovateli vyrazu- véci konvence. Stejné

m
dobfe bychom mohli uzit 1 “reciproké” definice —K Podobns je to 1 se znaménkem, kdy se
m,

nékdy pfisuzuje vyrazu I, zaporna hodnota, a naopak podil d_L je bran jako kladné ¢islo.

Zde preferujeme kladnost Ik, a zapornost podilu diferencialt I — pfi pohybu po izokvanté
jde vzdy o prirastek jednoho a ubytek druhého vyrobniho faktoru (jsou-li jen dva).

Poznamka 4 V pripadé n faktorové produkcni funkce bychom mohli analogickym zptisobem
zavést vSech (n - 1)>< N “meznich mé&r” substituce. Polovina z nich by ovsem byla reciprokou
hodnotou pfislusného protéejsku.

Mezni mira substituce je - jak uz bylo zminéno - veli€inou, kterd je velmi citliva na to, ve
kterém bod¢ faktorového prostoru ji vycislujeme. Jestlize se podivame na obrazek ¢.[ . |, za-

znamename, ze v bodé B (s velkou hodnotou L a malou K, tzn. s malym podilem I) je

velikost I, mala. Naproti tomu v bod& C charakterizovaném vysokou hodnotou faktoru K a

malou faktoru L bude situace pfesné opacna, tzn. I bude mit vysokou hodnotu. Mezni mira
substituce je tedy nevhodna jako globalni kvantitativni charakteristika pro vyjadfeni substi-
tucnosti dvou faktori u produkéni funkce. Jeji hodnota - tfeba i pfi pohybu po izokvanté kon-
stantni produkce - se velmi znatelné¢ méni, pfi€emz siln€ zavisi na proporci pouziti obou vy-

robnich faktord — .

V souvislosti s timto problémem si lze polozit otazku, zda je mozné, aby pfi pohybu po
izokvanté odpovidajici n€jaké pevné hodnoté produkce zlistala mezni mira substituce stale

stejna. Odpovéd’ na ni je snadna (a kladna), pokud uvazime, Ze I, bude konstantni pfi kon-

stantnich meznich produktivitach vyrobnich faktor (touto vlastnosti se ov§em vyznacuje pra-
vé linearni produkéni funkce).

Linearni produk¢ni funkce vystihuje tedy , perfektni substitu¢nost™ mezi vyrobnimi faktory.
Toto chapani ,,dokonalosti* vSak nesmime zaméfiovat s perfektnosti ve smyslu uplné nahradi-
telnosti jednoho vyrobniho faktoru druhym. I touto vlastnosti, kterd souvisi s tzv. podstatnosti
vyrobniho faktoru — viz ¢ast [4] - se totiz linearni produkéni funkce (zdaleka ne ovSem sama)
vyznacuje.

S ohledem na vyse feCené bude tedy pro vyjadieni substitucnosti mezi vyrobnimi faktory za-

jisté uzite¢né mit k dispozici dokonalejsi charakteristiku, ktera by potlacila vysokou zavislost

mezni miry substituce I na poloze uvazovaného bodu (KO,LO) ve faktorovém prostoru,
0

resp. na hodnoté podilu L_O Takovou vhodnou miru zavedeme nasledujici definici :



Definice 11 Pruznosti (elasticitou) substituce nazyvame relativni zménu podilu faktord I

vuci relativni zméné mezni miry substituce I . Vyjadieno formalné tedy :

/%
N—

(2.7) Skl =
dry,
Tk
Jestlize pouzijeme stru¢néjsiho vyjadreni, napt. — = @, pak lze Sy psat jako
L KL J
d(w)
o dinlo
(27A) SKL = d = ( )
rKL dln I'KL
kL

Tato charakteristika tedy vyjadiuje substitu¢ni vztah mezi dvéma faktory “nezavisle” na tom,
na jakém misté izokvanty se vySetfovany bod (faktorova kombinace) nachazi. I zde ma smysl
uvazovat otazku, zda existuje néjaka tfida produkcnich funkCnich tvard, pro které plati, ze
pruznost substituce s,, je béhem pohybu po celé izokvanté konstantni. Odpoveéd na tuto

otazku je kladna. Produkéni funkce s touto vlastnosti se nazyvaji CES-produkéni funkce (pre-
vzato z anglického “Constant Elasticity of Substitution” ) a lze je vymezit konkrétnim analy-
tickym tvarem. Seznamime se s nimi v ¢asti [ 3 | .

Pruznost substituce je zajimavou vlastnosti, ktera charakterizuje snadnost, se kterou lze jeden
vyrobni faktor nahradit druhym (v nasem pfipadé€ praci kapitdlem), aniz se zméni hodnota
dosazené produkce (v technologickém prostiedi predstavovaném produkéni funkci F(K, L)).

Poznamka 5 Pruznost substituce, tak jak je zavedena definici (2.7), neni vhodna pro vypocetni
ucely, nebot’ z ni neni ziejmé, jak 1ze Sk urcit z analytického tvaru produkéni funkce (napf.
dvakrat spojiteé diferencovatelné). Neékdy, jako napt. u Cobb-Douglasovy [3.1] nebo ACMS-
Junkce [3.3] , 1ze k vypoCtu Sy vyuzit vhodnych obrati, které vSak nejsou proveditelné u

jinych funk¢nich tvard. Proto uvedeme vzorec, ktery umoziuje pruznost substituce vypocitat
pro libovolnou (dvakrat spojité diferencovatelnou) dvoufaktorovou produkéni funket.

VETA1 Ma-li dvoufaktorova produkéni funkce F(K,L) s vyrobnimi faktory prace L a kapi-

tal K vsechny parcialni derivace spojité az do druhého fadu véetné, pak lze pruznost substitu-
ce Sk mezi obéma témito faktory vyjadrit vzorcem

LR +KF Fe-F,

5 5 kde
K-L Fr -FC —2-F R -FL+Fy -Fe

2

(2.8) SkL =—



_ OF(K,L)
oK

oF(K,L)
oL

O°F(K,L) .
RS =" R =
K aKg L

O°F(K,L)
oL

FK , FL =

_F(K,L) O°F(K,L) _F
T kL ALk ¢

dikaz provedeme pfimym odvozenim vzorce z defini¢niho vztahu (2.7) ve tfech krocich:

1) Ve vyrazu (2.7) nejprve vyjadiime diferencialni ¢len d(K/L) na zakladé pravidla o roz-
kladu diferencialu podilu K/L:

o ), AU
(2.9) d(—j=—-dK+—-dL
L) oK oL

Vypoctem obou parcialnich derivaci v souladu s pravidly o derivovani zlomkt dospé&jeme k
vyrazim :

d(%j _ % dk K 52_ ). dL = %(dK - %dLj Cely vyraz v &itateli (2.7) je tedy roven

d K
L) 1 . 1, LdK-KdL

=—-dK——-dL a po jeho vydéleni dK tedy dostavame

K K = L K-L
L
L-K. dv L+KF—K
dw)lo dK ) FL :L’FL+K'FK
dK K-L K-L Fo-K-L
Zde jsme opétovné vyuzili vztahu
Fe__db
F dK

2) Nyni pfistoupime k obdobnym Gpravam u jmenovatele dr HKL ve vyrazu (2.7).

Nejdtive rozlozime diferencial podilu Fy [F_ na dva &leny, z nichz kazdy je sou€inem parci-
alni derivace F /F podleK, resp.L a diferencialu ptislugného argumentu (vyrobniho fakto-
ru) . Dostaneme

&) AR
(2.10) d(F—K] =L dKk+—L2.dL

) oK oL

Nyni vy¢€islime hodnoty obou parcidlnich derivaci na pravé strané a dosadime do (2.10) . Do-
staneme



a nasledné

@211) drg = d(F_KJ _ (F|_ Rk —Fk -FLK)dK+ (FL R —Fe - FLL ).dL

R F?
{5
kL Fc F; Fg
FL

Dal§imi pravami pravé strany vyrazu (2.11) dostavame :

F
(FL -Fek —Fg 'FLK)'1+(FL FeL —Fx 'FLL)'(_KJ

dri _ F
ke Fe R :
dK
. e . , s - dL K
kde jsme opét Citatele i jmenovatele pravé strany vydélili dK a vyuzili vztahu W = —F— .
L

Navazujici upravy pak postupné vedou k vyraziim

F
FL-Fik —Fi -Fix —Fi -Fiw +Fi 'I'Lde
( FL) (F2-Fc—2-F R +F2-Fu K

drg
kL Fe -F Fe -F?

3) Souhrnné lze tedy vyraz pro pruznost substituce Sk zapsat ve tvaru

SKL_da)_ e _ (L-F +K-Fe)-dK Fe -F?
o drg KL (FLZ'FKK_Z'FK'FL'FKL+F}%'FLL)'dK

coz po dalsich upravach (kiizovém zkraceni dK a F ) vede k cilovému vyrazu
L-F +K-Fg F« -FL
' 2 2
K-L Fr -FC —2-F R -FL+Fy -Fg

(2.12) sKL =

Toto vyjadieni obsahuje - vedle dosazovanych mnozstvi faktord K a L - toliko parcialni de-
rivace produkéni funkce a Sk miiZe byt tedy vypoctena pro libovolnou produkéni funkei. [

Poznamka 6 Jak patrno, znaménko vyrazu (2.12) urcuje — pii kladnosti vSech ostatnich — jme-
novatel druhého zlomku, tj. vyraz FKK-FL2 — 2R FcFL + FLLFKZ. Obdobné jako u uzitkové

funkce lze tento vyraz zapsat jako kvadratickou formu (v ,,proménnych“ F¢,F ) s matici koe-
ficientt obsahujici druhé parcialni derivace produkéni funkce



F  —Fe \(F
(FLsFK)( KK KLJ( Lj
_FKL I:LL I:K

Z tohoto vyjadfeni je ziejmé, ze zapornou hodnotu zminény vyraz ( podminujici kladnou ve-
likost s,, ) nabude tehdy, jestlize matice kvadratické formy bude negativné definitni. Kvazi-
konkavnost produkcni funkce F(K,L) je tedy opét viastnosti, kterd zajistuje, Ze pruZnost
substituce mezi vyrobnimi faktory je (pri kladnych meznich produktivitach) kladna hodnota.

Poznamka 7 V pracich nékterych autoru se lze setkat s, reciprokou definici pruznosti substi-
tuce, tzn. Sk * je pojimana jako podil relativni zmény mezni miry substituce kL a relativni

zmény faktorového podilu K/L. V tomto ptipadé bude vyraz pro SkL * prevracenou hodno-
tou (2.7).

Vyraz (2.12) pro Sk, lze vyjadrit ve vice ekvivalentnich tvarech . Jeden z uZivanych uvadi
nasledujici

Lemma1 Vzorec (2.12) Ize vyjadiit ve tvaru

1 1

- + -
KFc LF

B FK}; L9 Fuo FLl5

Fe FkFL F

(213) SKL =

Ovéfeni  Defini¢ni vyraz
L-F+K-Fx Fe -FL
K-L Fuw -FC —2-Fiee -Fi-FL +Fy -Fig

(2.12) SKL = -

, , o .- . .. o1/ , 2 2
upravime tim zpGsobem, Ze jeho Citatel i jmenovatel vydélime vyrazem KL.F¢".F " . Dosta-
neme

1 1

+ -
KR LF, 1
SkL =~ 1 '

Fux _9 FuL + Fuo

2 ° 2
Fe FkFL F
Hledany vyraz jiz okamzité dostaneme upravami znamének ve jmenovateli. B

Pro tfi a vice vyrobnich faktord jiz neni jednoznacné voditko, jak , pfirozené” definovat pruz-
nost substituce mezi kazdymi dvéma z nich. NejCast&ji se 1ze setkat s , pfimou* pruZnosti
substituce [McFadden 1963] oznaCovanou DES a s Allenovou parcidalni pruZnosti substituce
[Allen 1938] znac¢enou AES.

Prima pruznost substituce mezi j-tym a k-tym faktorem je pfimym zobecnénim dvoufakto-
rové pruznosti substituce (neméni-li se mnozstvi ostatnich faktort), tedy

(2.14) sDjk=j'Fj+k'Fk- i
k-j  Fj-F—2-Fy R +Fg F

(opét 0< S <o )



Allenova parcidalni pruznost substituce méti zménu v poptavce firmy po j—tém vyrobnim

faktoru pfi dané zméné ceny faktoru K ( opét za podminky ceteris paribus tj. pri konstant-
nich cendach vSech ostatnich faktorir). Kontext jejiho uziti tedy vyzaduje vzeti do uvah ceno-
vych aspektl (byt’ ceny definice pfimo neobsahuje) :

(2.15) sAjkzzL‘F‘-M

XX | O]
kde ‘(D‘ je determinant a ‘(D jk‘ je algebraicky doplnék k prvku lezicimu na pruseciku
j+1—tého fadku a k +1—tého sloupce matice vytvorené (stejn& jako matice U v teorii uZit-
ku) z prvnich a druhych parcialnich derivaci (tentokrat) produkéni funkce F(X). Hodnota
SAjk muze byt — na rozdil od SDjk— také libovolné zaporna. S ohledem na definici prvka
v této matici bude 1 matice pruznosti mezi jednotlivymi faktory symetricka : sh Kk = sh ik -

VETA 2 (Eulerova) Necht G(X) je linearné homogenni (produkéni) funkce N proménnych.
Potom lze tuto funkci zapsat ve tvaru :

n
(2.16) G(X)z ZXiGi(X), kde Gi(x) je prvni parcialni derivace G v bodé X .
i=1

dikaz Z homogenity funkce G(X) vyplyva pro libovolné A platnost vztahu
G(AX 1, AX yuuney AXy ) = A - G(X 4, X 5 yoveey X )

Derivujme nyni levou stranu tohoto vztahu podle A . Dostaneme (podle pravidla o derivaci
slozené funkce)

06(#x) _ n 06(2x) oax,) _ » o6(2x)
o4 ima(x) 04 iz16(Ax;)

Prava strana po analogické derivaci nabude tvar

(2.16A)

0| 4.G(x
(2.16B) % = G(X{,X ey Xp)

Nyni porovname pravé strany (2.16A) a (2.16B) a uplatnime vlastnost linearni homogenity:

Vzhledem k tomu, ze totoznost obou téchto pravych stran plati (dle predpokladu o linearni
homogenité G(X)) pro libovolné A, poloZime ve vyrazu ( 2.16A) A =1. Obdrzime tak

n 0G(x n
G(x)=x ( )'Xi = 2G;(x)-x;
i=1 OX; i=1
z ¢ehoz plyne platnost dokazovaného tvrzeni. .

Uvedena véta, uzivana téz v fadé jinych oblasti matematickych aplikaci, je velmi dilezita.
Ukazuje, ze za predpokladu linearni homogenity je mozné presné rozlozit funkéni hodnotu do
N clent (soucintt mnozstvi faktoru a prislusné mezni produktivity), tzn. vyjadrfit tuto funkcni
hodnotu aditivné jako soucet N faktorovych ucasti. Jak dale uvidime, fada funkci uzivanych v



teorii produkce (napt. Cobb-Douglasova funkce s jednickovym souctem mocninnych parame-
tri), ma vlastnost linearni homogenity, takze je takova dekompozice proveditelna. U funkci
nespliujicich tuto vlastnost je takovy rozklad uvazovatelny nanejvys priblizng.

Dalsi véta ukaze, ze hodnotu pruznosti substituce Ize u produkcnich funkénich tvart, které
jsou homogenni 1.stupné, vyjadrit podstatné jednoduseji nez vzorcem uvedenym ve véte 1:

VETA 3 Necht je dvoufaktorova produkéni funkce F(K,L) linearné homogenni. Pak lze

pruznost substituce mezi vyrobnimi faktory K,L vyjadiit u této funkce vztahem

Fe.FL
(2 1 7) SKL == -
F(K,L).Fy,

dikaz Vyjdeme z obecného vztahu pro pruznost substituce (2.12) mezi faktory prace L a
kapital K .
LR +KF Fe-F
K-L Fik - FC —2-Fi -Fic -FL+Fu -
Z Eulerovy véty vyplyva pro linearn€ homogenni (produkéni) funkci platnost vztahu
F(K,L)=F K+F L

Jestlize tento aditivni rozklad zderivujeme podle obou argumentti, dostaneme

(2.12) sKL = -

F (K,L)= OFK,L) = Oy (K,L) K+ Fy (K,L).% + M.L +F (K,L).a—L
oL oL oL L oL
o OL K .. L .
Ponévadz dale i 1a i 0, obdrzime po eliminaci F_(K,L) na obou stranach zjedno-
duseni
(2.18) Fe (K,L).K + F (K,L).L=0.

Zcela analogicky ( jako parcialni derivaci F(K,L) podle K ) obdrzime

oF(K,L) oF¢(K,L) oK oF (K,L) oL
F( (K,L) =F« (K,L) = = K+F(KL).—+—————L+F(KL)—2
k (K,L)=Fg(K,L) v K + R ( )8K+ Kk TV L )8K
e stejnych diivodi jako dfive ziskame po eliminaci F¢ (K,L) na levé i pravé strané
(2.19) Fux (K,L).K + F  (K,L).L = 0.

Nyni z (2.17),(2.18) vyjadiime druhé parcialni derivace Fygx(K,L), F (K,L) pomoci
FLK(K’ L) .

FLL (K, L) = %'FLK (K,L) a pOdObl’lé FKK (K,L) = _%'FLK (K,L)

a oboji dosadime do vyrazu pro Sk
L-F+K-F Fe-F
K-L Fik -FC —2-Fi -Fic -FL+Fu -

(2.12) sKL =

10



Upravou jmenovatele (vynasobenim KL a vytknutim Fg; ) a po zkraceni F¢.F, dale dosta-
neme

020 . Fe-FLF(K,L)

TR (F22 + 2FF KL +F K2

Dale si viimnéme, Ze druha mocnina vyrazu pro F(K,L) dava podle Eulerovy véty vztah

F2(K,L) = F 2 K? + 2.FcF KL + F 2.2

2

tedy vyraz obsazeny v zavorce jmenovatele. Odtud uz snadno - kracenim F(K,L)- dostaneme
dokazovany tvar

Fe.FL
Fq. .F(K,L)

llustrace Usnadnéni vypoctu pro pruznost substituce v piipad¢€ linearné homogenni funkce Ize
ilustrovat na ptikladu dvoufaktorové Cobb-Douglasovy produkéni funkce tvaru

Y =F(K,L) = 8, K .L* , pfi B+ By =1

u niz snadno spocteme Fy = %.F(K,L), F = %.F(K,L), FeL = ﬂ;('f? F(K,L)

Dosazenim do vyrazu pro Sk dostaneme

A 27}
KRR _K FIKL). 2 FKL) Ny
Fee F(K,L) Br.Bo.F2 (K,L)

K.L

v , v , T e 1
ve shodé s vypoctem provedenym pomoci jiz uvedeného obratu.

KL

Poznamka U linearni funkce Y =F(K,L)= K+ B,L linearné homogenni pro piipad

Bi-by _

L1+ P =1plati F¢ =64, L =f,, F. =0; okamzité dostavame sy = ;

—+00 ,

Dva jednoduché priklady

Priklad 1 Dvoufaktorova linearni produkéni funkce tvaru
(221) y=a+ K+l (pii 1 >0, B, >0) :

je-li uzita jako produkcni, nemutze obsahovat konstantni ¢len (jinak by zfejmé neplatilo
F(O) =0). Odtud vyplyva restrikce & = 0. Tato funkce ma
a) mezni produktivity pfimo rovny parametrim, tj. Mg = S, am = S,

b) koeficienty pruZnosti produkce

» _BiK .. _Br-L
vzhledem ke kapitalu ek = v a vzhledem k pracie = Ty

"Vypo&et je ovdem korektni jen pro pfipad jedniékového souétu mocninnych parametri. Cobb-Douglasova funkce obecné neni
linedrné homogenni, takze bychom méli uzit obecny vzorec (2.12). Jak se trpélivy étenar presvédéi, i ten poskytne hodnotu
pruznosti substituce rovnou 1.
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Koeficienty pruznosti se tedy méni (pfimo imérn¢) s ristem kazdého vyrobniho faktoru.

c) tilast kapitdlu na produkci Vi = B, -K, podobné iicast prace na produkci V| = [, -L
d) vynosy z rozsahu vyroby konstantni (linearni funkce je homogenni stupné 1) pii & = 0.
e) mezni miru substituce r,, mezi vyrobnimi faktory rovnou podilu “sklonovych” parametra,

t]. 2, tedy konstantni béhem celého pohybu po izokvanté konstantni irovné Y.
1

f) pruznost substituce Sy neomezené velkou ( + oo, popf.— )

Toto konstatovani ovéfime nasledovneé :

K

din—

Z definice Sk plyne SkL = dine = L
dinrg B

din ==

1

Jelikoz vSak ve jmenovateli uvazujeme malou zménu vyrazu, ktery je (i po logaritmovani) pfi
pohybu po izokvanté konstantni, ma jmenovatel (“pfiristek” konstanty) nulovou hodnotu.
Vyraz v Citateli ma koneénou velikost (je kladny pro K> L kde podil K/L >1 a logaritmus
je tudiz kladny resp. zaporny v opaéném pripadé K/L <1 ), a plynule klesa podél uvazované
izokvanty.

Téz vzhledem k této vlastnosti se linearni funkce k modelovani vyrobnich procest téméf ne-
pouziva. Empirické vyzkumy totiz ukéazaly, ze substituce mezi vyrobnimi faktory (a to nejen

mezi praci a kapitalem) probihd obtiznéji, nez jak by odpovidalo konstantni hodnoté mezni
miry substituce u linearni funkce.

Priklad 2 Dvoufaktorové ryze kvadraticka produkéni funkce tvaru
1o w2 1, 12
(222) y=G+EB11K +B12L'K+EBZZL

(pti Byq > 0, Lo > 0 a opét vynucené restrikci o = 0) ma

a) mezni produktivity Mg = Sy - K+ By -L resp. M| = By, -L + By - K, a tedy zavislé na
mnozstvich pouzitych vyrobnich faktort,
2
_ B K+ KL
Y

a vzhle-

b) koeficienty pruZnosti produkce vzhledem ke kapitalu €y

_,322'|-2+,312‘K‘|-

dem k praci obdobné € = . Obé¢ veli¢iny jsou tedy nelinearni funkci

Y

vyrobnich faktord (atoi faktoru k danému koeficientu neptislusejicimu).

c) ucasti na produkci u kapitilu Ny = B, K2 + Bip -L-K, podobné
uprdce VL = ﬂ22 L2 +ﬂ12 LK

d) charakter vynosu z rozsahu vyroby vysettime velmi snadno :

12



(2.23) F(AK,AL) = B, (AK)* + B (AKX AL)+ By (ALY = 22 -F(K,L)

Pro A >1 vysledek predstavuje (jinak spiSe vzacnou) vlastnost rostoucich vynost z rozsahu
vyroby. Vztah (2.20) ziejmé& prokazuje homogenitu 2.stupné kvadratické produkéni funkce.

e) mezni miru substituce r,, rovnou podilu

m L+ B, K @ K
K _ Pz P , po drobné upravé ——————— kde opét @ =—.
mL ﬂ11'K+ﬂ12'L ﬂ11'a)+ﬂ12 L

f) pro vypocet pruZnosti substituce s, , kde nelze uplatnit stejny obrat jako u linearni pro-

dukéni funkce, musime postupovat dosazenim do vypoctového vzorce (2.8 ) :
Nejprve dostaneme:
_ L(B1K+ Bl )+ K(By K + BioL)- (BroK + oL X 11K + BroL)
2
KLlﬂﬂ(ﬂmK + Lol Y =281 (B K+ Bl XBioK + BosL )+ Boo (81K + BioL ) J
nasledné po béznych algebraickych upravach dospéjeme k vyrazu
(2.25) Sy = (BoK + Bl B1K+ k) mymy

KLB1iSo —B5]  KL|Biy-Br - ﬂfz]

Také v tomto piipadé tedy zavisi pruznost substituce na poloze bodu, ve kterém tuto charakte-

SkL =

ristiku vycislujeme (kombinaci faktord K° a L0).

Kvadraticka produkéni funkce je s ohledem na nékteré zminéné nedostatky pouzivana ziidka.

Vedle zmin&né restrikce & = 0 nutné k zajisténi (P1) totiz nastava problém také s udrzenim
nezapornosti (P2) a s tim, ze vzhledem k pozadavku daném axiomem (P3) je akceptovatelna

vzdy jen ¢ast defini¢niho oboru: Navic pro f14 >0, By >0 neni funkce kvazikonkavni.
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