4 - Modely makroekonomického ristu

Zamérem tohoto oddilu je popsat nékolik - z pohledu sou¢asné ekonomické védy klasickych -
makroekonomickych modell, jejichz hlavnim smyslem ve své dobé bylo vystihnout vlivy plsobeni
zakladnich makroekonomickych proménnych na podstatné tendence vyvoje narodnich ekonomik (s
akcentovanim zvlasté ekonomického rlistu), a s pomoci adekvatniho matematického aparatu se pokusit
vysveétlit procesy probihajici v realném makroekonomickem prostiedi .

VétSina modelli, které budou v tomto oddilu zminény, ma dynamicky charakter. Znamena to, Ze tyto
modely pfipoustéji moznost dopadi vzajemného ovliviovani nékterych makroveligin (obvykle
jednosmérnym zplisobem) projevujicich se nikoliv okamzité, ale s ur¢itymi ¢asovymi odstupy. Modely
tohoto typu proto obsahuiji ¢asova zpozdéni, jejichz délka vyplyva z poznatk( podkladové ekonomické
teorie (zpoZdéna reakce spotfeby domacnosti na aktualni Groven pfijmu ale naopak také moznost
chovani spotfebitelil podle o¢ekavanych budoucich pfijmd) nebo jsou tato zpozdéni vyvozena z urgité
racionalni hypotézy, kterou do modelu vlozil jeho tvirce. Stanoveni skuteéné délky tohoto zpozdéni
(nebo odhadu této délky) je nasledné zaleZitosti statistického testovani zaloZzeného na konkrétnich
makroekonomickych datech. V tomto sméru hraje ustfedni ulohu dnes jiz velmi bohaty rejstiik
specialnich metod vyvijenych (jiz vice neZ pulstoleti) v ekonometrii.

V matematické formé zapisu modelu se dynamizace projevuje tim, Ze nékteré z uvaZzovanych
makroveliCin se v modelu vyskytuji se zpozdénymi hodnotami, tj. ta-ktera zpozdéna veliCina ma Casové
piifazeni k nékterému pfedchozimu obdobi. Neni pfitom rozhodujici, zda se v zapise modelu objevi (pfi
zpozdéni mezi vysvétlovanou proménnou Y a o jedno obdobi zpoZdénou vysvétlujici proménnou X)
vztah Y(t+1) = X(t) nebo Y(t) = X(t-1).

Nékteré modely, s nimiZ se seznamime, jsou formulovany v diskretnim Case, jako bychom vybirali
pouze hodnoty proménnych v ur€itych pevnych okamzicich (zpravidla vzatych ve stejnych odstupech
od sebe), jiné budeme naopak uvazovat ve spojitem Case, kdy Ize zvolit kterykoliv okamzZik v ramci
uvazovaného obdobi jako vhodny pro reprezentaci popisovanych ekonomickych vztahi. Diskrétni
pfipad vede k rovnicim diferen¢niho typu, druhy (spojity pfipad) zpravidla znamena vyjadieni trajektorie
popisované ekonomické makroproménné (nejcastéji ekonomickeho riistu) diferencialni rovnici (prvniho
fadu nebo i vy$Sich radu). Existuji i smiSené modely (diferencialné-diferenéniho typu), s témi se viak v
tomto uvodnim pojednani seznamovat nebudeme.

V zapise diskrétniho modelu pouZijeme k oznaCeni ¢asu symbol ¢asové proménné ,t* jako index u
makroproménné vpravo dole (napf. ,C: “, pljde-li o spotiebu ), pfi spojittm vyjadieni pak zapiSeme
¢asovou proménnou v zavorce ,(t)“ za pfislusnou makroproménnou - pro spotfebu domacnosti tedy
,C(t)*. Vyklad nicméné uvedeme nejjednodudsim - statickym - modelem, v némzZ se bez ¢asové
proménné obejdeme. VystaCime pfitom s témito zakladnimi makroveli¢éinami : Y - produkce/diichod
(napf. hruby narodni ¢i domaci produkt), | - investice podnik (o jejich pfipadném ¢lenéni az nize), C -
spotfeba obyvatelstva a A - bud pouze autonomni investice, popf. autonomni vydaje vibec (tedy
véetné spotiebnich vydajd). Autonomni vysvétlujici veli€inou budeme rozumét tu, ktera nezavisi na
arovni dichodu ( tj. na velikosti zavisle proménné) a je tedy v podstaté nezavisla na stadiu (expanze &i
deprese), ve kterém se ekonomicky systém pravé nachazi.



4.1 Jednoduchy staticky multiplikator

Vlyjdéme z nejjednodussiho mozného rozdéleni produkce (z hlediska poptavky, resp. uZiti) na spotfebu
ainvestice, 1.

(4.1) Y=C+l,

v némzZ uvazujeme, ze spotieba je popsana spotiebni funkci s jedinym argumentem Y tj. C = C(Y) s tim,
Ze na strané investic pfipustime pouze autonomni investice (i. tu ¢ast investic, ktera je nezavisla na
velikosti produkce), tedy | = A. U vytvoiené produkce predpokladame jeji nasledné uplné uZiti,
provedeme tedy ztotoZznéni velikosti produkce (jako nabidkové slozky) s dlichodem (ktery tvofi
poptavkovou slozku). Pokud toto ztotoZnéni odpovida skuteCnému stavu ekonomického systéemu, Ize
mluvit o tom, Ze se (pfinejmensim v tomto hlavnim sméru) ekonomicky systém nachazi v rovnovaze.

Vztah (4.1) tedy prejde v
(4.2) Y-C(Y)=A ’

ktery podrobime diferencovani podle A, nebot budeme vySetfovat ucinek malé kone¢né zmény (napf.
ristu) veliginy autonomnich investic A na produkci C. Dostaneme relaci

dY dC dY o ody 1
(4.3) ———.—=1 neboli polpravée —=—-=—
dA dY dA dA 1-c s

Zde jsme oznacili symbolem ¢ vyraz dCIdY tzv. mezni sklon ke spotiebé a symbolem s analogicky
doplrikovou veli¢inu do 1 tj. mezni sklon k usporam. Jak znamo, plati ¢ +s = 1. Obé veli€iny c, s jsou
nezaporné (a zpravidla kladné), takze pro jejich hodnoty plati omezeni 0<c<1, 0<s<1.

Nahradime-li diferencialy kone¢nymi (malymi) pfirdstky, dojde k modifikaci pfedchoziho vztahu na
vyraz

B AA B AA
1-¢ s ’
coz je obecné vyjadreni statického multiplikatoru. Vyraz (4.4) mizeme slovy charakterizovat takto :

(4.4) AY

Zvysi-li se hodnota autonomnich investic o uréitou (malou) hodnotu AA, zvysi se rovhovazny
diichod o soucin AA a ¢isla 1/(1-c), které je vétsi nez 1. Konstanta c je pravé meznim sklonem ke
spotrebé. Z uvedeného vztahu je patrné, ze (pouhé) zvySeni hodnoty autonomnich investic mize vést
(pfi takto zjednoduSeném modelovém pojeti) k pfirlistku produkce, tedy, Ze investice (byt jen
autonomni) plsobi s kladnym smérem vlivu na ekonomicky rist. Dale Ize dovodit, Ze pfi zapisu této
konstanty jako 1/s bude pfirtistek dichodu (pfi stejném AA ) tim vétsi, ¢im bude hodnota s mensi. To
ovSem plati jen pro pfiméfeny rozsah urovné sporeni a neznamena to, Ze by hlavnim cilem bylo
minimalizovat uspory obyvatelstva (ve prospéch maximalizace spotfeby) za jakoukoliv cenu.

Konkretizujme dale tvary makroekonomickych vztahi (4.2) tim, ze predpokladame jejich linearitu. U
spotiebni funkce tedy uvazujme vztah

(4.5) C=d+cY,cozpro funkci tspor znamena podobu S=(1-¢c)Y-d=-d+sY.

Kromé mezniho sklonu ke spotfebé ¢ vystupuje zde ve spotfebni funkci konstanta d, ktera oznacuje tu
¢ast spotieby, ktera neni pfimo ovlivnéna dichodem. Nazvéme ji proto autonomni spotfebou. U funkce



uspor se tato konstanta projevi zapornou hodnotou, coz muze mit disledek v tom, Ze pfi nizké Urovni
produkce mohou byt uspory zaporné. (konstanty ¢ a d piedpokladame kladné).
Ekonomicka realita tuto situaci pfipousti napi. v krizovych i kratce pokrizovych (ne nutné jen v
povale¢nych) obdobich, kdy obyvatelstvo realizuje svou nezbytnou spotfebu vybérem uspor (ma-li je k
dispozici), nebot (nizka) Uroven pfijmi neumoziuje (pfinejmensim ne vétsiné obyvatelstva) ukladat
penézni prostfedky do uspor. Takovato situace je zpravidla viceméné docasna.

Podminku ekonomicke rovnovahy nyni obdrZime ve tvaru

(4.6) Y—(d+cY)=A ,
ti. pro uroven rovnovazného diichodu Y dostaneme

A+d A+d
(4.7) Y= -

1—¢ s

Zapis (4.7) takto vyjadiuje vyraz pro linearni staticky multiplikator, ve kterém na rozdil od obecného
vyjadreni multiplikatoru (4.4) vystupuje vedle autonomnich investic A téZ autonomni spotfeba d.
Vlyplyva z néj dale, ze rovnovazna uroven dichodu (vyrovnani nabidkové a poptavkové stranky na
makrourovni) je dana podilem autonomnich vydaji (v souétu investiénich a spotfebnich) a mezniho
sklonu ke spotrebé s.

Vzhledem k tomu, Ze oba tyto druhy vydaji ovliviiuji produkci stejnym zplisobem (nikoliv vak obecné
stejnou mérou), zahrneme je v dalSim vykladu do spole¢né veli¢iny. A bude tedy nadale vyjadiovat (bez
rozliSeni) celkové autonomni vydaje.

Klasicka podminka makroekonomické rovnovahy
(4.8) Y=C+I+A

tak prejde (v disledku konkretizace C=c.Y a pfi stavajici absenci uvazovani jinych investi¢nich
vydajl nez autonomnich, tj. lneautonomni = 0) ve tvar

(4.9) Y=cY+A,
z 6ehoz pro rovnovaznou uroven dlichodu obdrzime odvozeni :
A A
(4.10) Y=——=—.
1-¢c s

K vyrazu (4.10) se v nasledujicim textu (jako k vychozimu vztahu charakterizujicimu rovnovaznou
uroven duchodu pfi linearnim statistickém multiplikatoru) jesté pozdéji nékolikrat vratime.



4.2. Model s dynamickym multiplikatorem

V modelu z pfedchozi ¢asti [4.1] jsme neuvazovali zadné zpozdéni mezi spotfebou a dlichodem ; v
ekonomicke realité v8ak spotieba zpravidla za diichodem zaostava, nebot spotiebitelé (jak prokazaly
empirické studie) zpravidla pfi svych spotfebnich (ale nejen téchto) zvyklostech spise vychazeji z
urovné dichodu dosazené v nékterém z (nepfili§ vzdalenych) minulych obdobi. Toto ofekavani
mlzeme interpretovat, jakoby se mezi obdobim bezprostiedné minulym (t-1) a soucasnym (t)
ocekavana aroven dichodu nezménila (v okamziku realizace své spotfeby v ¢ase t totiz spotiebitelé
obvykle pfesnou Uroveri diichodu z téhoz obdobi jesté neznaji).

Lze tedy vyslovit hypotézu, Ze ofekavana spotieba v ¢ase t C: (tedy vyjadiena ex ante) je funkci
dichodu z bezprostiedné piedchazejiciho obdobi t-1, tedy Ceyante = C(Yi_1), s disledkem pro

uspory . Sexante = Yt—1 - C(Yt—1)
Dale pfedpokladejme, Ze se tato ofekavana uroven spotieby prece jen uskuteCni, tedy ze spotieba

(realizovana ex post) je rovna této veliCiné ex ante a Ze veskeré investice jsou autonomni investice
(navic neménici se v ¢ase), tzn.

(4.11) C,=C(Y, /) a |, =A".

Za této konkretizace tedy miizeme rovnovazny vyvoj dichodu v ¢ase ( Yi = C; +1;) vyjadrit jako

(4.12) C,—C(Y, ) =A

coz ve svem dusledku vede k diferenéni rovnici 1. fadu pro Y. Jeji konkrétni podoba pfitom bude
zaviset na tvaru, ktery pfijmeme pro spotiebni funkci C (obsahujici zpozdéni o 1 obdobi).

Jestlize je tato spotfebni funkce linearni ( Ci = ¢.Yi ) a pfijmeme stejné jako dfive zjednoduSeni, Ze
investice jsou v modelu pfitomny pouze jako autonomni (tj. pro vyvolané investice plati 1, = 0), aty

~

zachovavaji po celou sledovanou dobu konstantni troveri (A; =A), dostaneme identitu pro
rovnovahu

ve tvaru

Hledejme nyni feSeni tohoto vztahu, ktery ma platit pro libovolné obdobi t.

Jako jednu z moZnosti (viz matematicky dodatek o diferenCnich rovnicich) pfedpokladejme, Ze takové
feSeni existuje v podobé konstantni urovné produkce, tj. ve tvaru Yy = Y ( Y’ néjaka konstanta).

Pokud takové feSeni (4.13) Y’ bude existovat, bude sou¢asné platit

' Vinkou nad A budeme v dal$im znagit pripady, kdy jsou autonomni vydaje konstantni.



B

(4.14) Y —cY =A nebol Y*=1 -

kteryzto vyraz vyjadfuje pravé rovnovaznou Uroveri dichodu pfi statickém multiplikatoru.?
Zkoumejme nyni dale, jak se bude - pfi tomto rovnovazném stavu - vyvijet odchylka skute¢né urovné
dichodu Y, od této rovnovazné (konstantni) urovné Y. Oznacme tuto odchylku &, = Y, =Y.

Dosadime-li opatné Y; = Y + €¢ do (4.13), zjistime, Ze leva strana (4.13) j.
Y* + 8t - C.(Y* + 8t_1) - 8t - C.8t_1 + (1 - C)Y* - 8t - C.8t_1 + A
Ma-li se ziskany vyraz shodovat s pravou stranou ( = A), vyplyva odtud tvar analogickeé diferencni
rovnice zapsane v odchylkach &
(415) 81: - C.St_1 .
Nalézt (netrivialni) feSeni této soustavy je velmi snadné (je jim zi'ejmé vztah

St = 80 .Ct
pro néjakou pocateéni Uroven odchylky o ), takze celkové FeSeni miizeme zapsat ve tvaru

(4.16) Y, =Y +(Y,-Y')c! (pro 0<c<1).

Ziskany vztah miizeme popsat slovy takto : diichodova trajektorie Y; se sklada z konstantni asti -
rovnovazné arovné Y* o velikosti (4.14) - a ze slozky tvofené geometrickou posloupnosti (jejimz
kvocientem je mezni sklon ke spotfebé ¢ ) vynasobené rozdilem pocate¢nich hodnot skute¢né urovné
dichodu Yo a rovnovazné trovné Y*. V disledku omezeni na hodnotu ¢ (0 < ¢ < 1) sméfuje skute€na
aroven dlichodu Y;monotonné k rovnovazné urovni Y* ( a to tim rychleji, ¢im je ¢ mensi ). Odstup Y; od
Y* je pfirozené tim mensi, ¢im jsou k sobé poCate¢ni urovné Yo a Y* blize.

Lze tedy dovodit, ze tento model predstavovany pouze pfitomnosti dynamickeého multiplikatoru, je
charakterizovan stabilni rovnovahou: pfi vychyleni dlichodu z rovnovazné Grovné Y* se dlchodova
trajektorie Yi monotonné vraci k této rovnovazné drovni.

% Tim jsme vlastné ukazali, Zze feSeni pro staticky multiplikator vyhovuje i modelu dynamického
multiplikatoru reprezentovaného rovnici (4.13) .



4.3 Princip akcelerace

V této gasti ukazeme, Ze podobné jako miize investi¢ni podnét vyvolat sam o sob& zménu v Grovni
produkce, je uskutecnitelny i impuls s obracenou kauzalitou. Skute¢nost, Ze dojde ke zvy$eni produkce,
mUZze mit zpétny efekt na investi¢ni pobidku.

V nasledujicim vykladu jiz budeme dusledné odliSovat autonomni investice od vyvolanych.

Nejprve vSak vyslovme nékolik vysvétlujicich poznamek, jejichz smyslem je mj. odliSeni vSech
zjednoduseni, kterych se pfi takovéto formulaci makroekonomického modelu dopoustime védomé, od
pfipadnych specifikanich problémii (tj. téch, které jsou spojeny s uvazovanim odliSnych modelovych
specifikaci) .

P1. Formulace dynamickych modelii musi umozriovat disledné rozliSeni autonomnich a vyvolanych
investic. Prvé z nich budeme dusledné znagit A, druhé pak I.

P2. VV ekonomickém prostfedi je velmi dileZité rozliSovat mezi fixnim a ob&znym kapitalem. Jak znamo,
prvni predstavuiji potencialni vyrobni faktory jako budovy, stavby, stroje, zafizeni, plida apod, zatimco
hlavnimi souc¢astmi druhého jsou zasoby, meziprodukty a nedokontena vyroba. V nasledujicim se
piedev§im soustiedime na fixni kapital, pficemZz védomé zanedbame prechodné obdobi zmén v
kapitalu obézném.

P3 Investice do fixniho kapitalu budeme chapat jako Cisté investice, tj. od hrubych investic odecteme
opotiebeni kapitalovych statkll (amortizaci). Mizeme to zdlvodnit tim, Ze zmény v produkci vyvolavaji
pravé tyto Cisté investice, které mohou ostatné nabyvat kladné i zaporné hodnoty.

P4. Cisté investice vyjadfime jako derivaci funkce udavajici mnozstvi kapitalu. Tak tomu bude u kapitélu
fixniho i obézného.

P5. Zanedbame skuteCnost, Ze zpravidla v kterémkoliv obdobi existuji (aspori v Casti vyrobniho
sektoru) prebyte¢ne vyrobni kapacity. ZvySena poptavka po produkci pak vede nejprve ke zvySeni miry
vyuziti stavajicich vyrobnich kapacit a az poté si (zpravidla s ¢asovym odstupem, nebot’ vyrobni
zafizeni je vétSinou tfeba objednat u vyrobcl a ¢ekat na jejich zhotoveni, které si ¢asto vyzada radu
mesicll) vyzada nové kapitalové investice.

Princip akcelerace: rostouci tok produkce vyZaduje vétsi mnozstvi kapitalu a sekundarné vyvolava
investice.

Konkrétni matematické vyrazy pro akcelerator (nemusi jit vZdy o stejny tvar) uvedeme pii vykladu
jednotlivych modelovych specifikaci.



4.5 Harrod -Domariiv ristovy model (s akceleleratorem)

Jak jsme v pfedchozim ukazali, pfipad statického multiplikatoru vede k rovnovaznému stavu, ktery je v
¢ase stabilni, pfitomnost akceleratoru naopak vyvolava spise explozivni tendence. Vznika otazka, co
Ize otekavat od kombinace obou téchto faktort ?

Takto formulovany problém v minulosti zkoumali nejdiive Lundberg [1937], poté Harrod [1948] a
Domar [1946]. Jejich model predpoklada nasledujici rozdéleni produkce na slozky :

C - (neautonomni) spotieba
| - neautonomni investice
A - autonomni vydaje (a to spotiebni i investicni ).

Dekompozice produkce/diichodu Y v Harrod-Domarové modelu vypada nasledovné :
(4.17) Y(t)=C(t)+I(t)+ A(t) . kde A(t)=A =Konst.

piicemz zde pfedpokladame nasledujici zavislost spotfeby a (vyvolanych) investic na produkci, resp.
na jejim prirGstku :

(4.18A) C(t)=c.Y(t) (linearni spotiebni funkce), kde ¢ € <0,1>
dY(t) e :
(4.18B) I(t) = it ( akcelerator s investi¢nim koeficientem v > 0 ).

Sloucenim (4.18A ) a (4.18B ) dostaneme vztah

(4.19) Y(t)=c.Y(t)+ v. Ii: ) ,  neboli po Upravé
(4.20A) dY(t).v=Y(t).(1-c)—A, resp.
(4.20B) m =Y(t)—— (- c) A nebo jesté struéngji
dt v \'
(4.20C)
dY(t)

A
=p| Y(t)—— [, kde p= s (s = 1-c je mezni sklon ke spotiebd).
dt s v

Vztah (4.20C) predstavuje diferencialni rovnici 1.fadu, jejimz vyfeSenim dostaneme trajektorii pribéhu
vyvoje produkce Y v ¢ase t. Uvazujme v této souvislosti zejména dva piipady :



* ~
Poznamka: | zde je ,konstantni rovnovazna trajektorie* tvaru Y = A/ s fedenim modelu, cozZ je
okamfZité ziejmé z dosazeni do (4.20) :

d¥ =0 arovnéztaké p. Y*—A =p. A_A =0. .
dt S s S

Pfipad 1: Autonomni vydaje jsou konstantni v aset,tj. A (t)=A"

Vysetieme nejprve vyvoj odchylky €(t) od konstantni rovnovazné trovné Y = A/ s

~

A
Pro gt)=Y(t)- S dostaneme mj, ze
Y
de(t) = dy(t) , v duasledku ¢ehoz Ize (4.20C) piepsat do tvaru
dt dt
de(t 1-¢
(421) aelt) _ S et L kde p=-—">0
dt v
Obvyklym pievedenim na derivaci logaritmu €(t) ziskame ze (4.21) vztah
dloge(t) - :
(4.22) T =p a po navazujici integraci pak
(4.23) loge(t)=p.t + , kde K je néjaka konstanta.

Regeni rovnice (4.23) je tedy dano vztahem
(4.24) g(t)=K.exp(p.t) . pricemz

multiplikativni konstantu K = exp(k) uréime nasledovné z pocateéni podminky €(0) = K.exp(0),
tzn. K je rovna pocateéni urovni odchylky €(0) od rovnovazné trovné produkce Y(0)—Y *(0).

Jak jsme z predchoziho vyvodili, pfi konstantnich autonomnich vydajich roste produkce
progresivné s konstantni intenzitou ristu p, ktera zavisi (pfimo) na meznim sklonu ke spotiebé s
a (nepfimo) na investiénim koeficientu v. Pohybujeme-li se v konkrétnich hodnotéach, shledame, ze
hodnota investi¢niho koeficientu v je relativné velka vici (malé) hodnoté mezniho sklonu ke spofeni s.
To znamena, ze podil p = s/v nabyva pomérné nizké hodnoty : napf. pro s = 0,08 a v = 2,0 bude
ddchodova trajektorie predstavovana exponencialnim pribé&hem se 4% roéni riistovou intenzitou.

Toto pribliZzeni nazorné ilustruje povahu akceleratoru : | kdyz udrzujeme autonomni vydaje (pouze) na
konstantni vy$i, vyvolavd kombinované plsobeni multiplikatoru-akceleratoru staly progresivni rist
produkce, jehoz intenzita zavisi na podilu strukturnich parametr(i s a v. Dokumentuje to tedy pfevazeni
explozivniho vlivu akceleratoru.



Pfipad 2 : Autonomni vydaje rostou exponencialné s intenzitou ristu p.

Tentokrat budeme predpokladat exponencialni (kvantitativné v§ak mirny) rlst autonomnich vydaji s
intenzitou rdstu p > 0, neboli

A(t) = A(0).exp(p.t),
kde A(0) vyjadiuje pocate¢ni Groven autonomnich vydaji. Rovnice (4.20C) se pro tento pfipad

modifikuje na tvar

dy ™! s
(4.25) —=p] Y(t)— A(0).— | ,kde p=— shodné jako dfive .
dt s v
Vyslovme hypotézu, Ze by netrivialnim feSenim této rovnice mohla byt trajektorie Y(t) = Y*(O).e”'t ,

kde Y*(O) predstavuje potateéni rovnovaznou Uroven. Pii ovéfovani piijatelnosti tohoto fedeni
(dosazenim do (4.25) ) obdrzime vztah
dY

t

el

(4.26) — =p.Y*(0).e* =p| Y*(0).e" - A(0).—
dt s

Tato rovnice ndm umozriuje vypogitat po¢atetni rovnovaznou uroveri Y*(O), ktera - je-li ji dosazeno -

vede k dlichodové trajektorii pfedpokladaného typu Y(t) = Y*(O).e”'t . Upravou, mj. kracenim obou

stran (4.26) vyrazem e*! dostaneme

Y*(O)-(u—p)=—p-%0) :

z ¢ehoz vyjadiime Y*(O) jako Y*(O)= p.LO) a jesté dale (dosazenim p =§) pak
s.(p—p) v
vysledek
(4.27) Y'(0)= _AO
v.(p—p)

Pokud tedy je potate¢ni Grovei dichodu pravé Y*(O) z (4.27), roste dichod exponencialné s
intenzitou rlstu .



Zbyva nicméné jesté vysetfit, jak bude vypadat dlichodova trajektorie, pokud pocateéni hodnota Y(0)
nebude pravé rovna vyrazu v (4.27). Uvazujme za timto u¢elem pribéh odchylky

g(t) = Y(t)— Y (0).e" . Na potatku mame ziejmé €(0) = Y(0)— Y  (0).
Vyjadieme dale rozdil mezi (4.25) a (4.26) a vSimnéme si, Ze pro derivace plati :

dt  dt

Upravme pfi této skuteCnosti postupné levou stranu (4.28):

(4.28) nY (0).e*!

pt pt
de(t) _ dY(t) _y- (0)e™t = p.Y(t)— p.AQ).S— —p.Y" (0)e" +p.A(D).E— =
dt dt s S

= pY(t)-pY " (0)e* = p(Y(t)- Y" (0)e*)

protoZe druhy a Ctvrty Clen predposledniho vyrazu se vzajemné vyrusi. Zavorka posledniho ¢lenu
ov8em dava prave hodnotu odchylky € (t) . Pak tedy

(4.29) ds(t) = p.g(t) s fesenim
dt
(4.30) g(t) = £(0).e”*

Tento vysledek je formalné podobny dfive ziskanému feSeni (4.24) pii konstantnich autonomnich
vydajich, tentokrat v8ak vypoltena diference ¢(t) predstavuje odchylku od trajektorie
exponencialniho rlistu diichodu Y(t) = Y*(0). ", nikoliv od konstantni rovnovazné Grovné Y*(t) =
A*[s. Jinymi slovy : jde o exponencialni rlst (s parametrem p) odchylky od exponencialniho ristu
produkce (s parametrem ).

Obecné (UpIné) fedeni pfisludné diferencialni rovnice je tedy nasleduijici :

(4.31) Y(t)=Y" (0).e*! +(Y(0)- Y' (0) )™ ke
pocatecni stav ,dlichodového systému® je uréen Urovni
(4.32) = (4.27) Y'(0)= _AO)

v.(p—p)

10



4.5 Phillipsuv model multiplikatoru

Zavedeni Casovych zpozdéni poskytuje realistiCtéjsi obraz vztahi mezi (makro)-ekonomickymi
veli¢inami. Jednim z predstavitel( modelt tohoto typu je Phillipsiiv model multiplikatoru. Jde o model
spojiteho typu s linearni spotfebni funkci a obsahuje multiplikator odpovidajici exponencialné
rozdélenému zpozdéni (mezi skute¢nou urovni diichodu Y a jeho potenciélni hodnotou Z).

Poptavkova strana strana modelového schématu (rozdéleni diichodu na spotfebu a autonomni vydaje)
neobsahuje zpozdéni : predpoklada se zde, Ze se uskuteCni planovana spotieba vyjadiena linearni
spotiebni funkci C=€.Y a Ze spotfebitelé maji své autonomni vydaje shrnuty v modelové proménné
A . Celkovou poptavku Ize tedy vyjadiitjako z(t) = c.Y(t)+ A(t) neboli

(4.33) Z(t)=(1-s).Y(t)+ A(t)

Nabidkova strana tohoto agregovaného makroekonomického modelu obsahuje multiplikator
formulovany v podobé (teoreticky délkou neomezeného) exponencialné rozloZzeného zpozdéni :

(4.34) % =-AJY(t)-Z(t)]

kde A je veli¢ina udavajici rychlost reakce multiplikatoru - rychlost piizplisobovani skute¢né
velikosti diichodu Y jeho potencialni hodnoté Z . Slou¢enim (4.33) a (4.34) dostaneme

dy (t)

(4.35) g HAYO=2Z0)=1(1-5)Y()+ LAY) neboli
(4.36) % +A.8.Y(t) = LA(t)

Viyraz (4.36) pfedstavuije, jak patrno, linearni diferencialni rovnici 1. fadu, jejiz feSeni nyni nalezneme.

Nejprve snadno ovéfime, Ze feSeni nalezené pro pfipad statického multiplikatoru, tj. feSeni

R « A
Y (t)=Y =— vyhovuje této rovnici: Skute¢né, zde =( (autonomni investice se v ¢ase
S

neméni) a A.s.Y" =A.A zcelave shodé s pravou stranou (4.36).
Reseni Phillipsova modelu multiplikatoru

Viyjadfeme nyni opét rozdil (t)=Y(t)—Y f.odchylku skute¢né hodnoty Y od rovnovazného
stavu Y :
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dY(t) de(t)
o dt

Dostaneme Y(t) = Y + g(t), z ¢ehoz plyne a dale prepisem (4.36) vztah

% +As(Y" +g(t)=AA

~

.« A
Odtud (protoze Y = ;) dospéjeme k homogenni linearni diferencialni rovnici

de(t)

(4.37) + A.s.£(t) = 0.

jejiz feSeni snadno nalezneme. Standardni Gpravou (pfevedenim na derivaci logaritmu y) obdrzime

(4.38) dh::(t) =—A.S , jejimZeSenim je priibéh odchylky
(4.39) g(t) =¢€,.exp(—Ast)

Celkové feseni (dlichodovou trajektorii Y (t) popsanou diferencialni rovnici (4.36) dostaneme tedy ve
tvaru:

(4.40) Y(t)=Y" (t)+ |Y(0) - Y*(0)] exp(-st)

Charakterizujme nyni dosazeny vysledek : Trajektorie, ktera popisuje skute¢nou uroven dichodu Y(t) je
dana souétem rovnovazné urovné dichodu Y*(t) a odchylky predstavované soucinem
Y(O)—Y*(O) a zaporné exponencialy exp(—Ast). Vzhledem k zapornosti argumentu v
exponenciale (A > 0, s > 0, t > 0) je patrné, Ze s rostoucim ¢asem se odchylka Y od rovnovazné

*
hodnoty Y postupné zmen3uije, picemz rychlost konvergence skute¢né trovné k rovnovazné zavisi
na parametru rychlost reakce A a na koeficientu mezniho sklonu k Gsporam . Odchylka v ase t je

*
rovnéz zavisla (pfimo umérné) na vzdalenosti pocateéni hodnoty Y(0) od Y .

Jestlize se tedy systém na potatku nachazi v potatetni arovni Y(0), sleduje produkce ve spojité
uvazovaném Case pribéh popsany ftrajektorii (4.40), dle niz produkce monotonné sméfuje k
rovnovazné drovni dané konstantou Y = A/ S.
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4.6 Phillipsiv model akceleratoru a multiplikatoru

Tento model se lisi od pfedchoziho pfedevsim tim, Zze je do néj zaveden akcelerator charakterizujici
podnét pro zvySeni investic (jako zavisle proménné) podniceny ristem produkce (v minulém obdobi)

Oznagime-li jako | veli¢inu (Cistych) vyvolanych investic, bude mit akcelerator tvar

dift) _ dY(t)]

dt - K(I(t) - VIT

v némz konstanta v pfedstavuje investiéni koeficient a konstanta « rychlost reakce. Vyraz v.dY(t)/dt
mlzZe byt povazovan za ur€itou potencialni uroven vyvolanych investic, za niz se opozduje skute¢na
veli¢ina |. Makrospotfebni funkce je opét linearni, neobsahujici asové zpozdéni:

(4.41)

(4.42) C(t)=c.Y(t) = (1—s)Y(t)
Nabidkova stranka modelu je predstavovana vztahem identickym s (4.34)
(4.43) %: — MY (t) - Z(t))

Model multiplikatoru-akceleratoru tedy sestava ze tfi rovnic (4.41),(4.42),(4.43), pfiCemZ jeho
integrujicim prvkem je opét identita rozdéleni poptavky

(4.44) Z(t) = C(t) +1(t) + A(t) = (1— s).Y (t) + I(t) + A(t)

Jak je z defini¢nich vztahu (4.41) - (4.44) patrné, v modelu se vyskytuji dvé rozloZzena zpozdéni
spojiteho (exponencialniho) typu. Jedno z nich je na nabidkové strané: poptavka reaguje na rozdil mezi
skute¢nou a potencialni hodnotou produkce s rychlosti A, druhé zpoZzdéni je na strané akceleratoru:
prirQistek investic reaguje na zmény v produkci s rychlosti K .

Poznamka: \/yrazy (4.41) pro akcelerator a (4.43) pro multiplikator jsou odvozeny na zakladé teorie
modelli rozlozenych zpozdéni (konkrétné modelu s (nekone¢nym) exponencialnim zpozdénim). Zde
je levostranna proménna - tzn. v (4.41) zména vyvolanych investic, v (4.42) zména dlichodu — popsana
funkci zahrnujici vzdy skute¢nou a potencialni Groveri této proménné. Vyraz v.dY(t)/dt v (4.41)
predstavuje takovouto potencialni uroven investic, zatimco v (4.43) je potencialni Groveri dichodu
ztotoZnéna s celkovou poptavkou Z(t). Konstanta K se nazyva rychlost reakce akceleratoru,
konstantaA. rychlost reakce multiplikatoru. Obé jsou kladna Cisla, nulova hodnota by znamenala,
Ze k z&dnému pfizpusobeni (skute¢né hodnoty hodnoté potencialni) nedochazi.

Dalsi krok v analyze tohoto modelu spociva v nalezeni jeho feSeni, které - jak je z povahy vztahii
patrné - bude predstavovano diferencialni rovnici vy$siho nez prvniho fadu. Abychom tuto rovnici
zformulovali a pfislusné feSeni nalezli, dosadime nejprve vztah (4.43) do (4.42). Dostaneme
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dy (t)

(4.45) el AY(t)+AJ(1-8).Y(t)+1(t)+ A(t)],  coz po upravé vede k
(4.46) I(t)—1 d:i:t) +s.Y(t)— A(t) resp. k
w4 diit) _ 1 d’Y(t) L 20

dt A dt? dt

nebot i zde piijimame piedpoklad, Ze veli¢ina A(t) je v modelu uvazovana jako konstantni A(t) = A

Viyrazy pro I(t) a dI(t)/d(t) nyni dosadime do (4.41):
1 d? Y(t) dY(t) _ _K[ dY(t)
A de o dt A" dt

Preskupenim jednotlivych ¢lenl do poradi s klesajicim stupném diferencialnich ¢lenli dostaneme

(4.48) 1dY2(t) (s+——1c ) e, sY(t)=k.A
A dt A dt

+s.Y(t)- A] v 3w

kteryZto vyraz pfedstavuje linearni diferencialni rovnici 2. fadu obecného tvaru

dY(@) ,  dY(t)

4.49
48 dt? dt

+hY(t)=c

v niz jednotlivé konstanty maji konkretizaci a=A.s+k—k.A.v , b=A.xs , c= LA

Poznamka: Jednim z fe$eni rovnice (4.48) je opét trajektorie Y (t) odpovidajici rovnovaznému stavu

~

» A Y(t
Y(t)=Y =—, o temz se Ize snadno presvédgit piimym dosazenim: zde plati ) =0 atedyi
S
d2y(t A
dt2( ) =0, takZe leva strana (4.48) je rovna K.S.; , tedy prave strané. O.

Zaméfime-li se dale na vyvoj odchylek od rovnovahy tzn. g(t) = Y(t) — Y, ukéze se opét jako v fads
pfedchozich pfipadli, Ze i zde Ize dospét k linearni diferenciaini rovnici 2. Fadu tvaru pro tyto odchylky.:
dzs(t) , de(t)

4.50 a.
450 dt? dt

+b.g(t)=c

Reseni Phillipsova modelu akceleratoru-multiplikatoru

Regeni této rovnice ma - na rozdil od pfedchozich pripadi - nemonotonni, osciladni charakter. Ten dale
mzZe jak tlumeny (se zmen$uijici se amplitudou). tak explozivni (amplituda v ¢ase roste), pficemz tyto

oscilace kmitaji kolem rovnovazného bodu Y = A/ S.

Pokud bychom toto feSeni zkoumali podrobnéji, zaznamename, Ze je nutno uvaZovat
dvé pocateéni podminky:
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Prva z nich charakterizuje stav ve vychozim bodé ,0% t. pro t = 0, kde zfejmé Y(0) = 0, druha pak
popisuje v témze ¢asovém okamziku ,0“ situaci pfed zapodetim plsobeni akceleratoru. Tato druha
podminka, ktera je dana multiplikatorem, ma tvar

dy(t)
dt

Priibéh dichodu od jedné rovnovazné urovné ke druhé je tedy popsan rovnici (4.48) s pocate¢nimi

podminkami Y(0) =0 a (4.51).

Reseni linearni diferencialni rovnice (4.50) probiha klasickym zplisobem, *****sssssssssssssssssrsssss

(4.51) AA prot=0

Uvédomme si, Ze zde vystupuje Ctvefice parametr(i, jmenovité S,V, A, K, ktera miize ovlivnit ( a také
silné ovliviiuje) charakter vystupni diichodoveé trajektorie.

Vysledkem analyzy , pfi které (asponi pro ¢asteéné zjednoduseni pokladame k =1) je nasledujici®

1
A) pro pfipad X < [\/ V- \/g ]2 bude vysledna trajektorie neoscilujici explozivni
- P e o
B)pro WV — \/g < X < V-8 bude vysledna trajektorie oscilujici  explozivni
T [~ 2 e .
C)pro v—S< X <WV+ \/g bude vysledna trajektorie oscilujici  tlumena

1
D) pro pfipad [\/V +x/g]2<x bude vysledna trajektorie neoscilujici tlumena

S ohledem na velikost parametri v realité , kde plati $ << Vv , budou vSechny meze kladna gisla.

Vysvétlivky:

Oscilujicim prabéhem rozumime nemonotonni periodicky se opakujici rist stfidany klesanim (jako u
funkci sin ¢i cos) . Opacny pribéh trajektorie (monotonni) nazveme neoscilujici.

Explozivnim pribéhem rozumime takovy pribéh, kdy se odchylky od konstantniho rovnovazného
stavu postupné zvétSuji. Pokud se tyto odchylky postupné zmenSuji (a trajektorie se pfiblizuje
konstantni rovni) , pak mluvime o tlumeném pribéhu. Neni-li priibéh ani explozivni, ani tlumeny, pak
jde o setrvani na konstantni odchylce od rovnovazneho stavu. Tomu budou odpovidat prechodové
stavy mezi A), B), C), D), kdy relace “< “mezi horni a doIni mezi budou nahrazeny rovnostmi.

* Podrobné odvozeni Ize nalézt napf.R.G.D. Allen: Matematickd Ekonomie str. 250-255.
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