Klasicka indexni ¢isla v prostredi axiomatické teorie I. Fishera
Pruméry jako prostredek formulace indexnich éisel

Tri klasicti predstavitelé moderni formalizované ekonomie Stanley W. Jevons,
[1865], Francis Y.Edgeworth [1881] a Alfred Marshall [1887] se snazili nalézt
objektivni hlediska, jak reSit formulovany problém rigorézné, s pouzitim
nemnoha tehdy znamych vysledku statistické analyzy. Nékolik v té dobé znamych
konstruktl bylo zaloZzeno na prostych nebo vazenych primérech (aritmetickém ¢i
geometrickém) a ulohou bylo vySetfit, které vlastnosti prisoudit indexnimu ¢&islo jako
nutné a pokusit se zdtivodnit navrhy IC &isel ve svétle chovani ekonomické reality.

Viabec prvni "indexni ¢islo" navrhl jiz v r. 1738 stoleti Charles Dutot jako prosty
podil zpriimérovanych cen komodit v bézném a v zakladnim obdobi, tj. vyraz
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Byla pfitom vyslovena tato uvaha: Za normalniho stavu by se cenovy vyvoj
ekonomického komplexu mél odehravat tak, ze zména (obvykle vzestup) ceny
jedné z uvazovanych komodit mezi dvéma obdobimi by mél byt postupné
provazen analogickou zménou (vzestupem) cen ostatnich komodit. Tim by mélo
dojit (pfipustme malé Casové zpozdeéni) k (témér) proporéni zméné cen vSech
uvazovanych komodit mezi témito obdobimi. Edgeworth a Jevons usuzovali, ze
nepravidelnosti, které v realité u (nestejného) vyvoje cen komodit pozorujeme,
jsou zpusobeny (kromé zpozdéni) predevS§im chybami v pozorovani hodnot
(cen) prislusného statistického souboru®/.

Tehdy zastavany nazor vychazel z uvahy, ze na vektor podilovych zmén cen
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Ize pohlizet jako na koneénou mnozinu realizaci nahodné veli¢éiny X

“vSeobecna cenova zména”, a ze kazdy konkrétné vysetfovany soubor podilovych
cenovych zmen p, (1)/p,(0) ma charakter nahodného vybeéru, jehoZz prvky jsou

vzajemné nezavislé a stejné rozdélené. Pritazlivost tohoto nazirani byla podlozena
statistickymi vyvody, nebot je znamo, ze:

a) jsou-li slozky nahodného vektoru x=(x,,x,,.,x, ) nezavisle a stejné
normalné rozdéleny N(u;o°), pak nestrannou odhadovou funkci (ziskanou
napi. metodou maximalni vérohodnosti) stredni hodnoty . je aritmeticky

X.
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pramér prvka vybérového souboru x* = i:;\f

b) jsou-li slozky nahodného vektoru x=(x,,x,,.,x,) nezavisle a stejné
logaritmicko-normalné rozdéleny LNuM%’ ), pak nestrannou odhadovou funkci
(ziskanou metodou maximalni vérohodnosti) stredni hodnoty . je prosty

N
geometricky primér prvki vybérového souboru 7 =T (>)
i=1




V Edgeworthové pohledu (nazyvaném varianta stochastického standardniho
pfistupu) lze zaznamenat snahu po vyjadreni presnosti méfeni individualnich
cenovych zmén adekvatnim vahovym vektorem. Na druhé strané je vsak timto
presnosti méreni pfikladan vyznam nesouvisejici s tim, jaka je vyznamnost komodity
v analyzovaném spotiebnim kosi (vyjadfena napr. objemem jeji spotieby).

Pres inspirativnost byl nicméné zahy tento pristup odmitnut pro zietelné
znasilnéni ekonomické reality ve prospéch uvedeného teoreticko-statistického
schématu. Jak pozdéji ukazali A.L.Bowley a J.M.Keynes, odporuji tomuto
pohledu jak empirické tak teoretické duvody: Empiricka Setieni nedala za
pravdu domnénkam o normalité ani logaritmické normalité rozdéleni cenovych
pomért (az snad na ojedinélé pfipady). Podobné, realné projevy cenového vyvoje
riznych komodit jsou charakteristické tim, Zze vyvoj cen urcité skupiny komodit
se zpravidla (v kratkém ¢&i delSim horizontu) systematicky liSi od vyvoje cen
jiné skupiny (v zavislosti napf. na substituénich aspektech) a ke sblizovani trendt
nemusi dojit ani po velmi dlouhém obdobi. Zde hraje zfejmou ulohu provazanost
cen se spotrebou charakteristicka pro prostfedi vSeobecné ekonomické rovnovahy :
ceny Ci jejich podily nejsou v ekonomickém prostiedi rozdéleny nahodné.

Edgeworthiv pristup udava nicméné zakladni motivaci pro racionalni konstrukci
indexniho ¢€isla tim, ze usiluje o vystizeni “stredni cenové zmény” néjakym
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Prirozenym zplsobem, jak zlepsSit vlastnosti priumérovani podilt T) , je

D;
pouziti vazenych typl priamérda. Pfitom muzeme volit jednak z nékolika typu
pramérovani, jednak z vice moznych vybért vah «,, které slouzi jako mira
ohodnoceni vyznamnosti jednotlivé komodity (z hlediska ceny Ci kvantity) na
celkovém agregatnim vyjadreni.

pramérovanim podilt

Mame-li ¢tyfi zakladni typy pramért (aritmeticky, geometricky, harmonicky a
kvadraticky), Ize dospét ke Ctyfem pouzitelnym agregujicim konstruktlim :
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A. Indexni €isla zaloZzena na aritmetickém priméru: Py=>a- P; 203
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B. Indexni Cisla zalozena na geometrickém prumeéru: ) A H (0)
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C. Indexni €isla vychazejici z harmonického prumeéru: — = Z“i :
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D. Indexni Cisla zalozena na kvadratickém prumeéru: Pi=>a,- W
i=1 D;

Prosté praméry, z nichz se nékterym téz dostalo specifického pojmenovani (pfi



operovani s podilovymi cenovymi zménami), dostaneme snadno z vazenych volbou

rovnomérnych vah tj. pfi a =-—. Kvadraticky primér se oproti tfem ostatnim

E
N
pouziva v prostredi indexnich Cisel nejfidceji.

Pro vahy o, budeme piedpokladat standardni omezeni spocivajici v jejich

nezapornosti (t€z s ohledem na nezapornost kvantit a kladnost cen) a dale v tom,
ze jejich soucet (uvazovany pres vSech N komodit) je jedni¢kovy,
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Pouzitelnymi zpusoby vyjadfeni odliSnosti vahového podilu kazdé komodity na
celkovém agregatnim komplexu jsou napf. volby vah nasleduijiciho typu :
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Z obecné teorie stfednich hodnot vyplyva, ze pro libovolnou n-tici nezapornych
Cisel plati nerovnosti pro vztahy mezi priméry ( prostymi i vazenymi )
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VSechny tyto priméry Ize totiz zapsat jako zvlastni formy obecného vyrazu pro
stfedni hodnotu radu p.

Tuto obecnou stfedni hodnotu Ize pro priméry prostého typu vyjadfit vyrazem
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resp. pro prumeéry vazeného typu ji Ize zapsat analogicky jako
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Aritmeticky pramér je zvlastnim pripadem obecné stiedni hodnoty pfi volbé p =
1, kvadraticky prumér pii volbé p = 2, harmonicky primér obdrzime pfri
dosazeni p = -1 a geometricky pramér je limitnim pfipadem obecné stredni
hodnoty fadu p, pokud se hodnota p limitné blizi k 0.

Vzorce plati jak pro prosté, tak pro vazené praméry, pokud vahy splnuji
podminky — platnost nerovnosti se zachovava i pfi urcitém uvolnéni podminek.

Pro jakékoliv dvé stredni hodnoty radu r,s pro které plati nerovnost radua, tj. napr. r <
s, vzdy plati nerovnosti
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Klasicka (statisticka) indexni ¢isla

Vlbec nejjednodussi pfipad “rozumného indexniho Cisla” predstavuje

1. CARLIho/SAUERBECKovo indexni gislo [ Gian-Ricardo Carli 1764,
Augustus M.Sauerbeck 1885]
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které je prostym aritmetickym pramérem podilovych cenovych zmén. Jde o
nejjednodussi mozny pfistup k agregaci podilovych zmén p (1)/ p,(0) bez moznosti
(primér je nevazeny) uplatnit jakakoliv hlediska k vyjadfeni rozdilné vyznamnosti
jednotlivych komodit v celkovém agregatnim vyjadreni.

Nahradime-li aritmetické pramérovani geometrickym, lze formulovat jednoduchy
vyraz nazyvany

2. JEVONSovo indexni éislo [ William Stanley Jevons 1865]
1
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Tento indexni konstrukt je pojmenovan po anglickém ekonomu Stanley W. Jevonsovi.
Tvori ho prosty geometricky pramér podilovych cenovych zmén. Jak vyplyva z jiz
zminénych obecnych zakonitosti pro jednotlivé typy praméra operujicich
s nezapornymi veli€¢inami, poskytuje Jevonsuv index vzdy nizSi v hodnotu nez
Carliho/Sauerbeckiv index — rovnost nastava jen pro netypicky pripad, kdy by
véechny podilové cenové zmény p.(1)/ p,(0) nabyvaly stejnou hodnotu. Jinymi slovy

fe€eno to znamena, ze geometricky prumér “stredni hodnotu” téchto cenovych zmén
podhodnocuje, zatimco aritmeticky ji nadhodnocuje.

Jak Carliho/Sauerbeckovo tak Jevonsovo indexni €islo vykazuji uréité slabiny, které je
znehodnocuji vzhledem k moznosti praktického pouziti:

- Nutnost vyskytu shodnych komodity zafazené do pfislusnych spotrebnich kosu (
coz muze ¢init problém v situacich, kdy jsou obé obdobi ¢asové znaéné vzdalena),

- Vylouéeni pfritomnosti volnych statki (komodit s nulovymi cenami) v zakladnim
obdobi, u Jevonsova indexu — nema-li byt index identicky nulovy — navic i v bézném
obdobi.

- Nemoznost odlisit rozdilnost pfinosu cenovych podili riznych komodit k hodnoté
souhrnného indexu v praktickych situacich. (Zména ceny chleba i ceny pepre se v
indexu uplatni stejnou vahou navzdory diametralné odlisné spotrebé téchto komodit u viech
spotrebitell). Stejnou slabinou by ostatné trpél i (prosty) harmonicky ¢&i kvadraticky pramér.
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proto pouziti vazenych typu pruméri. Pritom muazeme volit jednak z nékolika typu
pramérovani, jednak z vice moznych vybéri vah «,, které slouzi jako mira
ohodnoceni vyznamnosti jednotlivé komodity (z hlediska ceny ¢&i kvantity) na

Pfirozenym zpusobem, jak zlepsSit vlastnosti (prostého) pramérovani podilu

je



celkovém agregatnim indexnim vyjadreni.

Prikladem index( “vazeného typu” je dvojice indexnich Cisel, Laspeyresovo a Paascheho, ktera
vyuzivaji aritmeticky zplsob vazeni kvantitami ziskanymi mérenim spotieby komodit .

3. LASPEYRESovo indexni €islo [Ernst Louis Etienne Laspeyres 1871]

$p0)040)
3 5,0)-0.00)

PL

01

2940 o

>7,0)-4,(0

tzn. jde o vazeny aritmeticky prGmér cenovych zmén, s vahami «, =

N R0

po-$ 00020
T 04,0 7 37,0)-4,0)

7=l

=PL

01

Laspeyres(v index obdrzime také jako vazeny harmonicky primér, pokud zvolime
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Index uplatnil v roce 1871 E.Laspeyres k analyze cenovych relaci pri zboznich vyménach v
Némecku. Laspeyresovo indexni Cislo je vyuzivano v ¢eské (stejné jako drive v ¢eskoslovenské)
statistické praxi, zejména k méreni vyvoje inflace (CPI - index spotrebitelskych cen a PPl —
index cen priumyslovych vyrobcil) a indext Zivotnich nakladu (u riznych socialnich kategorii).

Vezmeme-li misto spotieb komodit g, (0) spotieby z béZného obdobi ¢, (1), dostaneme

4. PAASCHEho indexni €islo [Hermann von Paasche 1874]
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Jde o obdobu pfedchoziho s tim, ze vahy a;jsou dany jako a, =

Uplatnime-li tyto vahy ve vazeném aritmetickém priiméru, dostaneme
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POIP Ize interpretovat jako (vazeny) harmonicky primér s vahami a, =

1

Index uplatnil poprvé v roce 1874 némecky ekonom H. von Paasche pri analyze vyvoje cenovych
kurst na hamburské burze. Paascheho indexni ¢islo je (v soucasnosti zejména v anglosaské jazykové
oblasti a v Japonsku) pouZivano k charakterizaci vyvoje burzovnich indext na kapitalovych trzich.

Laspeyres, E. Die Berechnung einer mittleren Warenpreissteigerung. Jahrbiicher fir
Nationalokonomie und Statistik 16, s.296-314.

Paasche, H. Uber der Preisentwicklung der Letzte Jahre nach den Hamburger
Borsennotirungen. Jahrbiicher fiir Nationalokonomie und Statistik 23, s.168-178.

Udajné prvni ekonom, ktery uved! a podpofil postup vedouci k definicim Paascheho a
Laspeyresova indexniho Cisla byl rovnéz v roce 1871 némecky ekonom Drobisch. Jeho

- . y “r Y. , , . P , - L
Obé tato indexni ¢Cisla tvofi uréité rozmezi (s dolni hranici 7/, a horni hranici P "),
vramci néhoz lze povazovat posouzeni vyvoje poméru sledovanych veli€in
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(cen,kvantit) za realistické. Hodnoty pfevysSujici ;" a hodnoty mensi nez P~ ) za

realistické povazovat nelze a pfipadny vysledek (ziskany jinym indexnim Cislem) je treba
posuzovat jiz jako zretelné nadhodnoceni, resp. podhodnoceni skuteéného stavu.

Nevyhodou obou téchto indexnich ¢&isel (kromé jinych teroretickych nedostatk() je
skuteCnost, ze nezachazeji symetricky s informacemi ziskanymi v zakladnim resp.
v bézném obdobi.



Tuto nevyhodu odstranuji jina indexni €isla, kterd vazi cenové podily p, (1)/ p,(0)

vahami, které se stavi k otazce, zda kvantity brat ze zakladniho nebo bézného obdobi
“neutralné”. Jde o

5.MARSHALL-EDGEWORTHovo indexni €islo [Alfred Marshall, Francis Y.Edgeworth1887]
p,(1)-14,(0)+4,()]
P; (O) [qi (O)+ q, (l)]

V ném jsou vazeny jednotlivé cenové poméry aritmetickym pramérem kvantit vzatym
ze zakladniho a bézného obdobi. Také toto indexni ¢islo muze byt interpretovano jako
vazeny aritmeticky primér s vahami
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6. WALSHovo indexni €islo [Correa Moylan Walsh 1921]
N
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ve kterém jsou s kvantity neutralné pramérovany geometricky. Walsh argumentoval
pro tento navrh pravé potirebou zachazet ,symetricky“ s informacemi prevzatymi ze
zakladniho a bézného obdobi, nejsou-li jind voditka, kterému ztéchto obdobi dat
prednost. | toto IC je specialnim pfipadem vazeného aritmetického praméru, pokud za

vahy ao; vezmeme vyrazy
s p,(0)-{4,(0)-¢,(1)
TN
7=l

Ve snaze dospét k “optimalnimu” indexnimu konstruktu, byl mj. prezentovan navrh
znamy jako
7. FISHERovo (ideélni) indexni &islo [Irving Fisher 1922] P =\PRL P,

To je definovano jako (prosty) geometricky prumér Laspeyresova a Paascheova
indexniho ¢isla. Index je pojmenovan po Ameri¢anovi Irvingu Fisherovi, a¢ byl jiz
drfive zminovan Arthurem L.Bowleyem [1899] a Arthurem C.Pigouem [1912].
Z konstrukce tohoto indexniho ¢isla je zfejmé, ze jeho hodnota se musi nachazet mezi
Paascheho a Laspeyresovym indexnim €islem.

Jak se pfi praktickém uplatnéni ukazuje, hodnoty Fisherova, Edgeworthova a Walshova
indexniho ¢isla jsou €asto velmi blizké a vSechna mohou dobre vyjadrovat “neutralni”
hodnoceni vyvoje ¢i uzemniho srovnani stavli posuzovaného komplexu.

Proti Laspeyresovu a Paascheho indexnim ¢islim operuji, jak patrno, Walshuv,



Edgeworthuv a Fisheruv index s celou étverici vektora p(0), p(1), 4(0), ¢(1),

Dalsi indexni ¢islo, kterému se dostalo znaéné teoretické pozornosti je
8. TORNQUISTovo indexni &islo [Leo Térnquist 1936]

pPr = - pl_(l)]W
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kde w,=0,5 p,-(O)-qi(O) 4+05. pi(l)'qi(l)
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vytvoreny jako prosté praméry vydajovych uéasti i -té kvantity (na penéznim agregatu)
v zdkladnim a v bézném obdobi.

coz je vazeny geometricky prumér cenovych pomeéru vV némz jsou vahy w,

Koneéné ke klasickym indexnim €islim muazeme priradit jesté dva navrhy, které lze
vyjadrit jako vazené aritmetické priméry. Jedna se o

9. PALGRAVEovo indexni €islo [R.H.Inglis Palgrave kolem 1910]
N
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10. Harmonicky LASPEYRESUv index [Yrj6¢ Vartia 1978]
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Obé tato indexni €isla se vyznaduji tim, Zze se v jejich konstrukci objevuji opét vahy
v podobé vydajovych ucasti (,,expenditure shares*) majici u Palgraveova indexu tvar

o = Pi (1) q; (1)
2r,0)4,0)

u harmonického Laspeyresova indexu pak tvar



Tornquist, L.: The Bank of Finland’s .consumption price index. Bank of Finland Monthly Bulletin 10,
1936
Vartia Y: ldeal Log-Change Index Numbers. Scandinavian Journal of Statistics 3/1976

Indexni ¢isla Laspeyresovo, Paascheho a néktera dals$i lze zaradit do kategorii indexu
tzv. Léweova typu. Tato indexni €isla Ize vyjadrit ve tvaru

LOWEGv (cenovy) index [Joseph Loewe 1823]
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kde hvézdi¢ky v zavorce vyjadruji situovani do néjakého pevného ¢asového obdobi
nebo jde prosté o néjakym zplsobem stanovené kvantity (u Edgeworthova ¢i
Walshova ¢isla se vezmou pruméry kvantit ze zakladniho a bézného obdobi). Obvykle
se predpoklada, ze obdobi vyjadiené hvézdi¢kou neni dfivéjsi nez zakladni obdobi ,0".

Obecnost Léweovy formulace nazyvané ,pristupem pevného kose“ ( fixed basket
approach) pfinasi s sebou na druhé strané znaény stupen neurcitosti, mame-li
rozhodnout o nejvhodnéjsim napInéni hvézdi¢ek v zavorkach.

Jesté jednomu obecnému tvaru, jimz je mozno fadu klasickych indexnich Cisel zapsat, se
dostalo pozornosti. Jde o indexy vyjadritelné jako ,,obecna stfedni hodnota rfadu r “

Lo ( (ZS - (L4 (((1)))) ) pro r =0
nebo vyrazem P (0)= ﬁ{—pi @) Ti ’ limita pror —>0
' p.(0)
pfiGemz vahy 5,1y =-D (g, ()
Z p.(0g,()

predstavuji vydajové ucasti (expenditure shares) i-t¢ komodity na hodnoté celkového
spotifebniho kose. Hodnoty téchto uUcasti se prebiraji zpravidla bud’ ze zakladniho
nebo bézného obdobi. Z uvedenych indexnich €isel Ize za specialni pfipady obecné
stfedni hodnoty s vahami charakteru vydajovych ucasti vyjadrit

p,()

Laspeyresovo indexni ¢islo P Z s, (0)—= .00) =, P’u(D)
: e P < 2,0) |
Paascheho indexni éislo Plo=Q s, ()="2)" =, Pla(-1)
- p:(
. , . p.() p!
Palgravetv cenovy index Zs (H—= YOI ar (1)
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isherovo indexni ¢islo muze byt zapsano jako

PFOl — (POOl (l))l/Z (le (_l))l/Z
Podobné bychom mohli nejriznéjsi volbou vah a pruméri ruznych typu dospét k
mnoha dal$im tvarim, které by dohromady vytvorily poéetny soubor vice nebo méné
uziteénych typa souhrnnych indexu. Vétsina nahodile konstruovanych vyraza ovsem
nepresvédcila z hlediska svych vlastnosti, popr. i podminek praktického uziti, takze se
do teoretického povédomi dostaly jen nékteré z nich.

Jak rozlisit mezi vhodnosti a pouzitelnosti mnoha moznych navrhu navzajem,
Otazka vybéru uréitého indexu pro konkrétni pouziti je dosti arbitrarni.

Ve 20. stoleti bylo vénovano znaéné usili, jak vypracovat soubor kritérii, podlozenych
zduvodnénymi teoretickymi pozadavky, které do uréité miry dovoluji posoudit
"kvalitu" toho-kterého navrhu tvaru konkrétniho indexniho ¢isla, byt - jak dale
uvidime - nelze aspirovat na stanoveni "vSestranné nejlepsiho" indexniho €isla.

Po odmice trvajici nékolik desitek let od vypracovani prvniho okruhu téchto
testu/axiomu (cca do konce 20.let 20.stoleti) pfibylo v poslednich 20 letech nékolik
dalSich pfinejmensim stejné opravnénych kritérii/testi (vdééime za né zejména
némeckym ekonomum ¢€innych v této a pribuznych oblastech matematické ekonomie).
V dalsi ¢asti se s nimi postupné seznamime.

x| Za jeden z poslednich lze pokladat soubor 20 testu/axiomi prezentovanych
E.Diewertemv|[8].
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